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AVANT-PROPOS 


Cet Atlas des mathématiques est la version française en un volume du livre de poche allemand Atlas zur 
Mathematik, édité en deux tomes. Les pages frangées de gris séparent les deux tomes fictifs réunis en un seul 
ouvrage. Elles contiennent des compléments à certains chapitres de l’édition allemande, ainsi qu’un aperçu 
concernant quelques branches des mathématiques dont l'importance est grande à la fin de ce dernier quart de 
siècle. On a pu ainsi consacrer un petit chapitre à la géométrie fractale, source de figures étonnantes et 
merveilleuses, que l'ordinateur d’aujourd’hui peut réaliser à la perfection. 


La science mathématique inspire des réflexions philosophiques diverses, des méthodes pédagogiques qui 
peuvent différer selon le patrimoine culturel de ceux qui la pratiquent. L'équipe de traduction a essayé d’en tenir 
compte. Un public de langue française, intéressé par Atlas des mathématiques de la Pochothèque, aura, dans sa 
majorité géographique, suivi un enseignement secondaire et peut-être un enseignement supérieur tels qu’on les 
conçoit en France. Dans cette optique certaines explications ont été approfondies, voire modifiées. Cette adaptation 
ne change évidemment pas la façon dont les auteurs ont pensé l’enchaînement constructif de l'ouvrage. 


Une partie importante de ce livre est réservée à la géométrie et à ses fondements. Il s’agit là de travaux 


historiques, principalement des écoles allemandes (KLEIN, BACHMANN, XIX® et xx° siècles) et françaises 
(DESARGUES, PASCAL, XVI et xvu siècles), qui illustrent la construction d’un vaste édifice mathématique à partir 
seulement de quelques lignes d’axiomes. La valeur intrinsèque en est grande, même si aujourd’hui, à l'approche 
du troisième millénaire, les centres d’intérêt se sont déplacés. C’est dans une soixantaine de pages (pages 129 à 
189) qu’on rencontre, avec un vocabulaire peu connu de nos jours (plan métrique, géométrie absolue, 
anliappariement, mobilité libre, élation, plan idéal, etc.), les résultats de ces travaux, illustrés de géométries non 
euclidiennes et de leurs cortèges de calculs trigonométriques. Le lecteur se souviendra que « plan métrique » a 
un deuxième sens aujourd’hui. 


L'écriture mathématique utilise plusieurs alphabets et de nombreux signes ou symboles particuliers. Il est 
regrettable que l'emploi de ceux-ci ne soit pas complètement normalisé et varie d’un pays à l’autre, quand ce 
n’est pas d’un document à l’autre au sein d’un même groupe de mathématiciens. On trouve à la fin de l'ouvrage 
une liste des signes et symboles utilisés avec leurs significations. Ils sont, dans leur ensemble, d’un usage 
commun dans la littérature mathématique de langue française. On trouvera également, en complément, une liste 
des abréviations usuelles ou exceptionnelles que l’on peut rencontrer. Les tableaux A et B de la page 16 donnent 
quelques exemples classiques du rôle joué par les symboles de logique fondamentaux. Le lecteur gagnera à se 
familiariser avec leur emploi, qui apporte précision et concision. Il rencontrera en effet régulièrement ces 
symboles dans cet ouvrage. 


La présentation matérielle du livre est celle de la série Atlas : les illustrations, toujours en page de gauche, 
font largement appel aux couleurs. On sait que celles-ci sont d’un usage courant et agréable pour distinguer 
différentes parties d’une même figure. Mais, dans cet Atlas, leur intérêt ne s'arrête pas là : les couleurs 
participent aux étapes de la construction mathématique des objets géométriques, en obéissant à des règles 
strictes, signalées page 8. 


On rappelle enfin qu’un Atlas n’est pas un livre où l’on peut trouver l’étude d’une théorie poussée dans ses 
moindres détails. En particulier dans celui-ci les démonstrations des théorèmes sont la plupart du temps omises. 
Celles qui sont proposées ont l’avantage d’être assez courtes et d'illustrer simplement des types de 
raisonnement. Le but de l'Atlas des mathématiques est d'apporter une vue d’ensemble du développement de 
cette science, en tenant compte des liens existant entre les différentes branches. 


Les tableaux des pages 12, 18, 70, 128, 206, 274, 328 donnent, avec le sommaire, la conception du contenu 
mathématique du livre dans le cadre décrit aux pages 11 et 13 par les auteurs. 


Un index, qui trouve sa place en fin de volume, reprend les termes mathématiques rencontrés, avec les pages 
de référence. Une bibliographie adaptée au lecteur de langue française fournit une liste d'ouvrages, non 
exhaustive bien sûr, que l’on peut consulter ou même étudier en profondeur, en liaison avec un ou plusieurs 
chapitres de l’Atlas des mathématiques. 


Jean CUENAT 
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M. Duflo, Mas, 1993. 

Notions fondamentales de la théorie des probabilités, 
M. Métivier, DUN, 1968. 

Calcul des probabilités, A. Tortrat, MAS. 

Éléments de calcul des probabilités, J. Bass, MAS, 1962. 

La probabilité, le hasard, la certitude, P. Deheuwels, 
PUF. 

Principes de statistique mathématique, À. Tortrat, 
« Monographies » Dun, 1961. 


19. Optimisation linéaire 

La Programmation linéaire par l'exemple, Droesbeke, 
ELL. 

Programmation linéaire, Teghem, ELL. 

Des points et des flèches... la théorie des graphes, 
A. Kaufmann, Dun, 1968. 


20. Suppléments 

Les Objets fractals, B. Mandelbrot, FLA, 1989. 

Algèbre linéaire et applications, H. Mascart, M. Stoka, 
Pur, 1985. 

Analyse de Fourier et applications, R. Dalmasso, 
C. Gasquet, P. Witombski, Mas, 1990. 

Mesure, intégration, convolution et analyse de 
Fourier, Vo Khac, ELL. 

Transformation de Fourier, M. Hervé, Pur, 1986. 

Théorie des distributions, L. Schwartz, HER. 

Distributions et équations aux dérivées partielles, 
C. Zuily, HER. 

Géométrie différentielle et mécanique, C. Godbillon, 
HER. 

Formes différentielles, H. Cartan, HER. 

Groupes de Lie, G. Pichon, HER. 

Introduction à la théorie des groupes de Lie 
classiques, R. Mneimné, F. Testard, HER. 

Non Linear Analysis on Manifolds Monge-Ampère 
Equation, T. Aubin, Grundlehren 252, Springer- 
Verlag, New York, 1982. 


21. Cours de mathématiques 

Classes préparatoires, À. Doneddu, Vui. 

Classes préparatoires, J.-M. Arnaudies, H. Fraysse, 
Dun, 1988 (4 tomes). 

Cours de mathématiques spéciales, E. Ramis, 
C. Deschamps, J. Odoux, MAS, 1977 (5 tomes). 

Cours de mathématiques spéciales, B. Gostiaux, PUF, 
1993 (4 tomes). 

Cours de mathématiques, J. Bass, MAs, 1971. 

Notions fondamentales de mathématiques modernes, 
R. Saint-Guilhem, ELL, 1989 (2 tomes). 

Algèbre et Géométrie, P. Sauser, ELL (2 tomes) 

On consultera utilement les ouvrages de Bourbaki, 
aux Éditions Hermann. 


Liste des éditeurs : 
ACO Armand Colin 


Cer Cépaduès 

DuN Dunod 

Epi Ediscience International 
ELL Ellipses 

FEN Fernand Nathan 

FLA Flammarion 

GAU Gauthier-Villard 

Hac Hachette 
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McG McGraw-Hill 

Mas Masson 

PUF Presses Universitaires de France 
Vui Vuibert 


Évolution des mathématiques 


Si l’activité mathématique remonte fort loin dans 
Phistoire de l’humanité, la conception des mathé- 
matiques a, elle, fortement évolué au cours des siècles. 


Babyloniens, Égyptiens, Phéniciens et autres peuples 
de l’époque préhellénique sont amenés au concept de 
nombre et à la construction de figures géométriques, 
essentiellement par des problèmes pratiques et par 
l'observation de l’environnement. Au v® siècle avant 
Père chrétienne les mathématiques s’émancipent sous 
la poussée de la pensée grecque et sont étudiées pour 
elles-mêmes. Cette évolution, caractéristique, fait 
apparaître, pour toute théorie mathématique, une 
construction partant d’un petit nombre de notions 
fondamentales (définitions) et d’assertions considérées 
comme évidentes (axiomes), en usant de raisonnements 
fondés sur la logique (méthode déductive). 


La géométrie traitée dans les « Éléments d'EUCLIDE » 
offre la plus belle illustration de cet effort créateur. 


Le concept de nombre, dans le même ouvrage, n’est 
malheureusement pas abordé avec la même rigueur, 
bien que le problème des rapports irrationnels de 
segments géométriques eût pu servir d’aiguillon. 


Plus tard Hindous et Arabes développent l'usage des 
nombres (trigonométrie, algèbre), accordant beaucoup 
de place à la résolution d'équations en vue d’appli- 
cations. 


Les calculs intéressent toujours les XVH° et Xvi? 
siècles (calcul infinitésimal, géométrie analytique). Is 
sont souvent conçus, avec succès d’ailleurs, dans 
l'idée d'apporter des outils aux sciences physiques. 


C’est seulement au XIX® siècle qu’on peut observer, 
dans toutes les branches des mathématiques, un 
renforcement de l’étayage axiomatique des théories. 
Le dégagement des structures relatives aux différentes 
parties constituant les mathématiques est d’ailleurs 
l'aspect dynamique de cette évolution. Il s’est 
poursuivi au XX° siècle grâce aux travaux de l’équipe 
connue sous le pseudonyme BOURBAKI. 
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Bien entendu l'être mathématique ne peut être conçu 
uniquement dans une construction structurelle. 
Aujourd’hui, comme toujours, son développement 
subit l'influence des problèmes techniques que posent 
de nombreuses sciences. À côté de l’abstraction et de la 
déduction, l'intuition et la méthode inductive ont leur 
place à égalité dans la recherche mathématique. On 
peut parler de mouvement oscillatoire entre ces deux 
sources dynamiques, la tendance récente ayant 
favorisé la mathématique pure au détriment provi- 
soire de la mathématique appliquée. N’apparaît-il 
pas cependant de plus en plus que les théories 
mathématiques peuvent venir en aide non seulement 
aux sciences physiques et aux autres sciences, mais 
encore à l’économie et à toutes sortes de domaines 
concernant l’humanité, les résultats auxquels elles 
aboutissent se révélant utilisables. Pour mettre en 
pratique cet aspect utilitaire, il faut mathématiser la 
situation, c’est-à-dire passer au langage mathématique, 
en imaginant un modèle portant d’une part sur des 
objets abstraits représentant convenablement les objets 
concrets à étudier, et reflétant d’autre part, dans sa 
structure, les relations mutuelles de ces objets concrets. 


L’intuition n’a jamais cessé de jouer un rôle 
important dans la réflexion mathématique. Bien 
entendu elle ne peut être reconnue comme une 
justification ; elle dirige toutefois dans une large 
mesure la pensée vers de nouvelles connaissances en 
apportant, le cas échéant, des indications concernant 
le chemin à suivre dans une démonstration. Elle se 
répercute dans le choix du vocabulaire et dans de 
nouvelles conceptions structurelles. La méthode 
axiomatique, précisément, qui ne permet aucun 
énoncé concernant le contenu d’un terme primitif, 
laisse une grande latitude aux associations sub- 
jectives : celles-ci peuvent donner au mathématicien 
chercheur de nouvelles impulsions, et faciliter la 
compréhension d’une théorie achevée à celui qui veut 
acquérir des connaissances. 


On peut assigner aux représentations graphiques un 
objectif analogue, non seulement en géométrie, mais 
aussi là où des relations même abstraites peuvent faire 
Pobjet d'illustrations. 


12 


Différents domaines 


des mathématiques 


Statistique 


Combinatoire 


probabilités 


Théorie des 


rie 


Thé 


- de la mesure 


Théorie des 


ations 


équ: 


différentielles 


fonctions 


Programmation 


Théorie des 


graphes 


Analyse 


fonctionnelle 


Topologie 


algébrique 


linéaire 


trie 


différentielle 


éomé 


G 


Théorie des 


ie 


omei 


G 


nombres 


analytique 


Calcul 
érentiel 


di 


Topologie 


éométrie 


G 


Construction du 
système des nombres 


> 


Relations 
et 
structures 


— 


2E 
É 


Théo 


-> 


Logique 
mathématique 


La recherche fondamentale en mathématiques montre 
que les notions d'ensemble et d'application jouent un 
rôle capital dans la construction et le développement 
de la plupart des disciplines mathématiques. 

La logique mathématique (logique bivalente) 
formalise le langage dans lequel on exprime une 
proposition mathématique ; elle établit les règles 
concernant la déduction de nouveaux énoncés à partir 
d'énoncés antérieurs ; elle analyse les formes 
d’assertion et élabore les procédés de démonstration. 
La théorie des ensembles montre comment la notion 
d'ensemble est le moyen de construction le plus 
important de la mathématique pure, en établissant 
en particulier des relations entre ensembles. Le 
symbolisme et les propriétés de l’algèbre des 
ensembles permettent une représentation unifiée des 
différentes disciplines mathématiques ; ils jouent 
également un rôle capital dans les applications 
(conception et construction des ordinateurs par ex.). 
Les relations permettent d'établir des liaisons entre 
éléments d’un même ensemble (par ex. une 
classification à l’aide d’une relation d'équivalence) ou 
d’ensembles différents. Les applications sont des 
relations particulières. Les structures sur des 
ensembles (par ex. structure algébrique, structure 
topologique, structure d’ordre) sont obtenues 
également à partir de relations particulières. 

Toutes les disciplines mathématiques font appel à des 
domaines numériques appropriés. La construction du 
système des nombres passe d’abord par une 
définition claire de la notion d’entier naturel, puis par 
des extensions successives de cette notion, C’est ainsi 
qu’on aborde le problème (signif lution) 
de la complétion d’un espace relativement à des 
propriétés structurelles déterminées. 

Manipuler des objets aussi différents que sont par ex. 
les nombres, les objets géométriques, les structures, 
conduit nécessairement à découper les mathématiques 
en plusieurs secteurs. Cette opération, liée au contenu 
de la science mathématique, est également condi- 
tionnée par l’histoire des mathématiques et les 
influences exercées par les autres sciences (physique, 
science des matériaux, géodésie, etc.). 

Dans ces conditions si en algèbre on étudie les 
ensembles à structure algébrique (groupes, anneaux, 
corps, modules, espaces vectoriels...), on propose 
également des méthodes de résolution d'équations et 
de systèmes d'équations. Ainsi dans le cadre de 
l'algèbre linéaire apparaissent matrices et 
déterminants, et leurs applications aux systèmes 
d'équations linéaires. De même l'exposé de la théorie 
de Galois est illustré par des équations algébriques 
liées à des problèmes géométriques. 

Dans la théorie des nombres on peut s’intéresser 
aussi bien à la divisibilité et à ses applications dans 
l'anneau des entiers qu’à des calculs dans le corps des 
nombres réels. Ses moyens d’action appartiennent à 
l'analyse comme à l'algèbre. 

La géométrie est consacrée à l’étude des formes et 
des grandeurs des figures. Les concepts sont 
empruntés à l’espace visuel. Par axiomatisation on 
aboutit, selon le système d’axiomes choisi, à des 
espaces abstraits présentant des différences notables. 


Différents domaines des mathématiques 13 


La géométrie analytique puise ses ressources dans 
les espaces vectoriels et les conséquences qui en 
découlent, en particulier l’usage des coordonnées : 
elle met l'algèbre au service de la géométrie. 

La topologie étudie les structures topologiques que 
l’on peut attribuer à des ensembles. Les notions 
fondamentales utilisées (voisinages, parties ouvertes...) 
appartiennent à l’analyse. La définition axiomatique 
d’une topologie permet de mettre une topologie sur 
tout ensemble. Mais le vrai problème est de mettre 
une topologie performante : cette qualité appartient 
souvent aux topologies métriques. 

La topologie algébrique (appelée autrefois analysis 
situs) fait appel à des moyens algébriques (groupes, 
modules) pour résoudre des problèmes topologiques. 
Les deux théories de l’homotopie et de l’homologie 
sont développées dans ce sens. 

La théorie des graphes est issue de la topologie. Elle 
est consacrée à l’étude de problèmes théoriques et 
pratiques, que l’on peut ramener à des problèmes 
concernant un ensemble de points dont certains sont 
liés par des segments. 

Le calcul infinitésimal, c’est-à-dire le calcul diffé- 
rentiel et intégral, repose sur la notion de limite. Il 
permet de faire apparaître des propriétés particulières de 
certaines fonctions réelles de la variable réelle : 
différentiabilité, en liaison avec la notion de tangente à 
une courbe, et intégrabilité, en liaison avec la notion 
d'aire limitée par une courbe. Le calcul différentiel et 
intégral s'adapte également aux dimensions supérieures. 
Une généralisation de la théorie de l'intégration est la 
théorie de la mesure : celle-ci a pour objet d’étudier si 
et comment l’on peut associer à un ensemble de points 
un nombre réel représentant la valeur de son contenu. 
De nombreux problèmes pratiques conduisent à des 
équations différentielles portant sur des fonctions à 
une ou plusieurs variables. La théorie des équations 
différentielles propose des méthodes permettant 
d'étudier et de résoudre de telles équations dans des 
cas aussi généraux que possible. 

Si l’on applique les méthodes topologiques à certains 
ensembles de fonctions (espaces fonctionnels), on 
aboutit à une généralisation, dont la portée est consi- 
dérable, du calcul infinitésimal : c’est là l’objet de 
l'analyse fonctionnelle. Les topologies qui interviennent 
sont celles d’espaces vectoriels normés particuliers. 
La géométrie différentielle traite des figures géo- 
métriques abordables par le calcul infinitésimal. Les 
théories des courbes et surfaces en constituent des 
chapitres importants. 

L'adaptation des méthodes du calcul infinitésimal aux 
fonctions complexes de la variable complexe conduit 
à une théorie particulièrement élégante, qu’on appelle 
simplement la théorie des fonctions. Le procédé du 
prolongement analytique conduit à l’importante 
notion de surface de RIEMANN. 

Grâce à la combinatoire on peut résoudre un certain 
nombre de problèmes de dénombrement d’ensembles 
finis, que ce soit en géométrie, en théorie des 
nombres, en théorie des graphes ou en calcul des 
probabilités. Ce dernier fournit des théorèmes 
concernant la réalisation d’un événement aléatoire et 
contribue au fondement de la statistique. 
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A, Le rosier est une plante 

A, La baleine est un poisson 

A, 2+4=6 

À, 4 est un nombre premier 

As Tout nombre pair plus grand que 2 est somme de deux nombres premiers 
(Conjecture de GOLDBACH) 

As Il existe des fonctions continues non dérivables 

A, 5 est un nombre premier si et seulement si deux droites parallèles 
et disjointes n’ont aucun point en commun 

A4 Si 5 est pair, alors la somme des angles d’un triangle plan 
vaut 180° 

A, Tout quadrilatère ayant deux côtés opposés égaux et deux angles opposés 
égaux est un parallélogramme 


A 


v(A)=V 
v(A) =F 
v(4;)=V 
v(A)=F 


v (A5) inconnu 
v(A)=V 


v(A)=V 
v(A)=V 
v (A) =F 


Exemples de propositions 


B 


Symbole 
habituel de 
connexion 


tous les connecteurs en deux variables. 


On observe une antisymétrie dans le sens suivant : la deuxième partie du tableau s'obtient par 
réflexion à partir de la première en échangeant simultanément V et F, c.-à-d. que 
v(Ao,B}=v(-(40,, ,B)). 1 suffit donc de connaître les 8 premiers connecteurs et le symbole ~. 

Le connecteur o, est indépendant de À, o, de B, o, de A et B. Ils sont donc inutiles. o, se retrouve 
dans o car v(Ao, B) =v (Bo, A). Les connecteurs présentés dans le tab. B suffisent donc à décrire 


Table de vérité pour tous les connecteurs en deux variables 


ʻA AA 
AAB (A1B)|(41B) 
AVB (A1A)|(B1B) 
A=B A|(41B) 


D 


Description des connecteurs =, A, V, = à partir de nand et nor 
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Propositions et valeurs de vérité 

Comme pour toute autre science, les résultats 
mathématiques doivent pouvoir être formulés par oral 
ou par écrit. Du fait de la multiplicité des langues et du 
risque de malentendu dû à l’utilisation du langage 
courant, on a finalement fait le choix en mathématiques 
de traduire les propositions en un langage artificiel et 
formel ne contenant que les termes logiques 
significatifs du langage courant. Dans un premier 
temps, il est d’ailleurs nécessaire de définir le terme 
même de proposition. On impose aux propositions 
d’appartenir soit à la classe des propositions vraies, soit 
à la classe des propositions fausses (Principe de la 
double valeur). Une proposition est alors toute forme 
écrite à laquelle on associe soit la valeur du vrai V, soit 
la valeur du faux F. La façon dont est déterminée cette 
valeur de vérité n’a ici aucune importance, La valeur de 
vérité d’un certain nombre de conjectures 
mathématiques n’est, jusqu’à aujourd’hui, pas 
déterminée. Seule l'opinion s’autorise parfois à les 
considérer soit comme vraies, soit comme fausses. Si À 
est une proposition, v (A) est sa valeur de vérité (tab. A). 


Formes propositionnelles 
Toute suite cohérente de signes ou de lettres n’est pas 
forcément une proposition. Ainsi : 

Tous mes vœux ! 

Le chiffre 5 est plus grand. 


x+3=8 
P(3) 
S (7,3,4) 


ne sont pas des propositions. 


Les trois derniers contre-exemples sont néanmoins 
d’un intérêt particulier en mathématiques, car ils 
contiennent ce que l’on appelle des variables. Celles- 
ci sont certes limitées à un domaine précis d’objets. 
Mais si l’on remplace x dans x + 3 = 8 par un ‘nombre 
naturel, on obtient une proposition du type 11 + 3 = 8 
(F) ou 5 + 3 = 8 (V). En remplaçant P(:) par ce que 
lon appelle un prédicat, comme « ... est un nombre 
premier » ou « ... est un nombre pair », on obtient la 
proposition suivante « 3 est un nombre premier » (V) 
ou « 3 est un nombre pair » (F). De même S(7, 3, 4) 
où S représente « ... est la Somme de ... et... » ou 
«… est situé entre … et... » devient soit « 7 est la 
somme de 3 et 4 » (V), soit « 7 est situé entre 3 et 4 » 
(F). De telles structures sont appelées formes 
propositionnelles. 


Connexion des propositions 

De nombreuses propositions et formes pro- 
positionnelles sont constituées de parties qui sont 
elles-mêmes des propositions ou des formes 
propositionnelles, On introduit alors des mots 
intermédiaires tels que : non, et, ou, si ... alors, si et 
seulement si. Il est habituel d’utiliser pour ceux-ci des 
symboles particuliers (connecteurs logiques). Cette 
symbolique n’est malheureusement pas universelle, 
Néanmoins, l’écriture suivante semble peu à peu 
s'imposer, aussi sera-t-elle utilisée par la suite : = A 


pour « non À », À a B pour « À et B », A v B pour 
«A ou B », A = B pour « si A alors B », À <> B pour 
« A si et seulement si B ». En logique des 
propositions, ces connecteurs sont définis de telle 
manière que la valeur de vérité d’une proposition 
puisse être déterminée par la connaissance des valeurs 
de vérité de ses parties, sans qu’il y ait forcément un 
contenu logique commun aux sous-propositions (A, et 
Ag dans tab. A). Par assignation de valeurs de vérité 
aux sous-propositions, on obtient la valeur de vérité 
de la proposition globale à l’aide de ce que l’on 
appelle des tables de vérité (tab. B). On peut 
remarquer que les valeurs ainsi définies ne 
correspondent pas toujours à l’usage courant d’une 
langue peu précise et non universelle. Ainsi v n’est 
utilisé que pour le « ou inclusif ». Attention aussi à la 
table de vérité pour => : comme une proposition 
fausse peut conduire par une implication logiquement 
correcte soit à une proposition vraie, soit à une 
proposition fausse, il est préférable d’affirmer que 
v(A = B) est toujours égale à V lorsque v(A) = F. Par 
exemple, il est clair que l'égalité de deux nombres 
implique l'égalité de leurs carrés. Les propositions 
suivantes de la forme À => B sont donc vraies : 

2=3—4=9 

=-2=4=4 

Dans le premier cas, on a aussi v (B) = F, alors que 
dans le second v (B) = V. 
On peut facilement se convaincre qu’il est possible de 
construire 16 connecteurs logiques, se ramenant 
néanmoins tous aux 5 précédents (tab. C). Le même 
principe est valable pour toute connexion de plus de 
deux propositions, Le système précédent à 5 
connecteurs peut lui aussi être simplifié. Ainsi A <> B 
a même valeur de vérité que (A => B) a (B = A), ce 
qui est facile à prouver. L'utilisation du connecteur 
A |B (A nand B, non (A et B), Suerrer), ou AVB (A nor 
B, non (A ou B), conduit même à un système à un 
connecteur (tab, D). 
Des relations très différentes s’obtiennent lorsque l’on 
abandonne le principe de la double valeur et que l’on 
autorise alors plus de deux valeurs de vérités. Malgré 
des applications intéressantes en mathématique 
intuitionniste (p. 19) ou en mécanique quantique, la 
logique à plus de deux valeurs joue un rôle de second 
plan. 
Les lettres A, B, C, … ont été utilisées précédemment 
en tant que variables propositionnelles pour une 
proposition quelconque. Une expression écrite avec 
de telles variables s'appelle de même une forme 
propositionnelle, car elle devient une proposition par 
substitution. Une forme propositionnelle est dite 
satisfiable lorsqu'elle devient une proposition vraie 
par une substitution appropriée, Les formes 
propositionnelles identiques ou tautologiques 
constituent un cas particulier. Elles sont en effet 
vraies pour toute substitution, Par exemple : A = A, 
ou ((A = B) a (B = A)) = (A < B). Par contre les 
formes propositionnelles (a => B) A A) A = Bou 
= A a A sont fausses pour toute substitution (formes 
propositionnelles contradictoires ou insatisfiable). 
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Principe du tiers exclu 
Loi de non-contradiction 
Loi de la double négation 


Lois de DE MORGAN 


Règle de contraposition 
< Règle du modus ponens 
Règle du modus tollens 
Règle du modus barbara 


Règles de distributivité 


Théorèmes fondamentaux du calcul propositionnel 


Règles de négation 


Règles d'échange 


Attention au signe = dans (7), (8) et (9) (et non <>) 


Théorèmes fondamentaux du calcul des prédicats 


Expression : 
Ensemble d'individus : 


B(x) =2, B(N=7, B,()=1, Bal)=3, B{(u)=16 
Ba(P)= {(1, 2), (2, 7), (7, 10)} 
B,(0)= {(2, 3, 4), (3, 4, 5)} 
3, (R)= {16, 32, 48, 64, 80} 
(Bx), Bo) E BoP), 
(B(x), Bolz), 8,(0)#8,(0) , d'où BAN, z, t) =F 
9, (0) e B (R), d'où B*(R(0))= V 

La valeur de vérité induite par l’assignation Best donc %#(P(x, y) À Q(x, z, 1) R(u))= V . 


d'où B#(P(x, y)}= V 


Exemple d’une @-assignation 


L'expression écrite ci-dessus signifie qu’une relation transitive sur @, pour laquelle tout élément peut être 

pris comme élément initial, est valable pour au moins une paire d’éléments égaux. Cette propriété est 

vraie lorsque w est fini. Par contre, ia propriété n’est plus vraie pour tout œ infini, par ex. lorsque © = N 
D (ensemble des entiers naturels), À étant assignée à « est plus petit que », la propriété est fausse. 


Exemple d’une expression -identique pour tout @ fini, mais non universelle 
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Principes et règles du calcul propositionnel 
Les formes propositionnelles tautologiques 
s'appellent théorèmes du calcul propositionnel. Ceux- 
ci sont en mathématiques d’un intérêt tout particulier, 
car ils permettent de déterminer des règles de 
raisonnement, grâce auxquelles on construit de 
nouvelles propositions vraies à partir de propositions 
vraies. Quelques théorèmes particulièrement 
importants du calcul propositionnel sont présentés 
dans le tableau A. Pour simplifier l'écriture, certaines 
parenthèses ont été supprimées, avec la convention 
suivante : les connecteurs À, v, =>, + ont, dans cet 
ordre, une priorité croissante, On déduit de (7) et (9) 
les règles fondamentales suivantes : 

Si A = B et A sont vraies, B est vraie (modus ponens 
ou principe du syllogisme). 

Si A = B et - B sont vraies, - A est vraie (modus 
tollens). 

Si A = B et B = C sont vraies, A = C est vraie 
(modus barbara ou règle de transitivité). 

Une formulation plus simple s’obtient à partir des 
figures de dérivation suivantes : 


A=B A=B A=B 
A - B B=C 
B - À AC 


Il est toujours possible de déterminer la validité d’une 
forme propositionnelle en un nombre fini d'étapes, 
donc de savoir si elle constitue un théorème du calcul 
propositionnel. Il suffit en effet d’assigner aux 
variables propositionnelles toutes les valeurs de vérité 
autorisées. Cela revient à considérer les connecteurs 
comme des fonctions opérant sur les valeurs de vérité. 
Cette méthode est appelée procédé sémantique. 

Il existe une autre méthode dite syntaxique visant à 
constituer un système complet de théorèmes du calcul 
propositionnel. Les formes propositionnelles sont 
alors considérées comme des suites de signes sans 
préoccupation d’une quelconque cohérence du 
contenu. Des règles prédéfinies permettent en un 
nombre fini d'étapes de construire, à partir de ces 
premières formes, de nouvelles formes pro- 
positionnelles. Il est alors possible de constituer un 
système de formes propositionnelles (axiomes) et de 
règles de dérivation à partir desquelles on peut 
déduire les théorèmes du calcul propositionnel cités 
ci-dessus. 


Calcul des prédicats du premier ordre 

Le calcul propositionnel n’est pas suffisant pour 
formaliser les théories mathématiques. Une analyse 
plus poussée des propositions conduit aux notions 
d'individus, de prédicats, de termes de quantification 
comme « pour tout » et « il existe ». Un individu est 
un objet d’un certain ensemble prédéfini. Un prédicat 
est une relation sur cet ensemble d'individus. Un 
prédicat à un argument s’appelle également une 
propriété (par exemple p. 15). On introduit enfin les 
quantificateurs Vx pour « quel que soit x » (quanti- 
ficateur universel) et Jx pour « il existe x » (quantifi- 


cateur existentiel), x étant une variable associée à un 
élément d’un ensemble d'individus. En remplaçant le 
prédicat à un argument « est un nombre premier » par 
P, la proposition « il existe un nombre premier entre 5 
et 9 » peut s’écrire sous la forme 1x, P(x) A 5 < x < 9, 
x parcourant l’ensemble N des entiers naturels. On 
peut l'écrire de manière plus concise sous la forme 
Jx e N, P(x) a 5 < x < 9. On peut remarquer qu’il 
s’agit ici d’une proposition et non d’une forme 
propositionnelle comme pourrait le faire supposer la 
présence de la variable x : x n’est en effet ici qu’une 
variable muette. On dit que x est liée au quantificateur. 
Les variables utilisées jusqu’à présent étaient par 
contre des variables libres. 

Comme autres exemples, on peut citer pour 
l’ensemble IR des nombres réels : 

Vx, Vy,xER AYEIR = Pe(x, y) v Pe(y, x) 

Vx, Vy,xERAYER—%,z€R 4 SC, x, y) 

où Pe(x, y) signifie « x inférieur ou égal à y » et S(z, x, 
y) « z est la somme de x et y ». Pe est donc un prédicat 
à deux arguments, $ un prédicat à trois arguments. 


Théorèmes du calcul des prédicats 

Pour aboutir aux théorèmes du calcul des prédicats, il 
existe comme pour le calcul propositionnel deux 
méthodes. 

La première méthode est dite sémantique. Elle 
consiste à appliquer l’ensemble des expressions dans 
l’ensemble {V, F} des valeurs de vérité à l’aide de la 
notion de w-assignation, w étant un ensemble 
d'individus donnés. Une œ-assignation %,, est une 
application qui associe à toute variable d’individu un 
élément de w et à toute variable de prédicat à n 
arguments une relation à n arguments dans w 
(p. 31). V, induit alors une valeur de vérité B% à 
P (x, .….,x,). Celle-ci est égale à V si et seulement si 
GG), …, B,(,)) E BoP) (tab. C). Les variables 
liées doivent être traitées selon la signification du 
quantificateur, Une expression A est dite w-satisfiable 
s’il existe V, tel que V$ (A) = V. A est dite w- 
identique si V% (A) = V quelle que soit B, . À est 
une forme propositionnelle tautologique ou 
universellement vraie où un théorème du calcul des 
prédicats, si A est w-identique quel que soit 
l’ensemble œ. Le théorème de LOWENHEIM-SKOLEM, 
selon lequel une expression est tautologique s’il 
existe œw dénombrable pour lequel elle est œw- 
identique, est ici d’une utilité remarquable (cf. 
tab. D). Une w-assignation pour laquelle tout un 
ensemble M d'expressions est satisfiable s’appelle un 
modèle de M selon w. 

La deuxième méthode (syntaxique) procède comme 
pour le calcul propositionnel par des axiomes et des 
règles de raisonnement. Il est ici également possible 
de fabriquer un système duquel dérivent tous les 
théorèmes du calcul des prédicats (théorème de 
complétude de GÖDEL). Par contre il n’est pas possible 
pour toutes les expressions de déterminer en ün 
nombre fini d'étapes s’il s’agit ou non d’un théorème 
du calcul des prédicats (Théorème d'indécidabilité de 
CHURCH). 
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Logique des ordres 
Moyens d'expression supplémentaires : 
Pas de limitation dans la construction des niveaux 
Caractéristiques particulières : 
Incomplétude, Indécidabilité 


Î 


Calcul des prédicats à l’ordre n (n 2 2) 
Moyens d'expression supplémentaires : 
Variables (et constantes) pour des prédicats élargis 
(Prédicats de prédicats (2* ordre), 
Prédicats de prédicats de prédicats (3° ordre, etc.)) 
Quantificateurs portant sur des prédicats au sens étroit ou élargi 
Limitation dans la construction des niveaux 
(Prédicats élargis juqu’à l’ordre n, quantification 
des variables jusqu’à l’ordre n-1) 
Caractéristiques particulières : 
Incomplétude, Indécidabilité 


Calcul des prédicats à l’ordre 1 avec 
identité et variables fonctorielles 


Moyens d'expression supplémentaires : 
variables et constantes fonctorielles 


î 


Calcul des prédicats à l’ordre 1 avec identité 
Moyen d'expression supplémentaire : 
Signe d'égalité 


Calcul des prédicats à l'ordre 1 

Moyens d'expression supplémentaires : 

Variables et constantes d’individu 

Variables et constantes de prédicat 

Quantificateurs portant sur des variables d'individu 
Caractéristiques particulières : 

Complétude, Indécidabilité 

Calcul propositionnel 


Moyens d'expression : 
Variables et constantes propositionnelles 
Connecteurs 

Caractéristiques particulières; ` 
Complétude, décidabilité : 


Construction de la logique mathématique 
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Extensions du calcul des prédicats du premier ordre 
Pour élargir les applications du calcul des prédicats, 
on procède comme toujours à quelques extensions. La 
première consiste à introduire le signe d'égalité « = » 
pour exprimer l'identité. A travers l’identité, chaque 
élément est en relation avec lui-même mais ne l’est 
avec aucun autre. Comme c’est le cas pour d’autres 
symboles mathématiques, il n’est pas possible de 
définir le symbole d'égalité. Il semble alors sensé de 
ranger le signe d'égalité parmi les constantes logiques 
(calcul des prédicats avec identité). 


Les prédicats ont été définis comme des relations sur 
un ensemble d’individus œ (p. 17). Soit alors une 
fonction à n variables sur œ (cf. p. 33). Elle définit une 
relation à n + 1 arguments toute particulière. Ainsi, 
l'application qui à toute paire ordonnée (x, y) € IR x R 
associe la somme x + y = z€ IR est d’une part une 
fonction à 2 variables, mais d’autre part a été définie 
page 17 comme un prédicat à 3 arguments S(z, x, y). 
L'écriture à l’aide de fonctions est donc une simpli- 
fication. C’est pour cela que l’on autorise l’utilisation 
de variables dites fonctorielles ou opératrices dans 
l'écriture des formes propositionnelles. Le terme 
foncteur ou opérateur est utilisé ici au sens de 
fonction (à ne pas confondre avec les foncteurs de la 
page 249). L'expression x + y ne forme néanmoins 
qu’un seul terme lorsque l’on utilise l’opérateur +. Par 
substitution, cette expression devient un nombre et 
non une proposition, L'extension terminologique ainsi 
décrite n’a alors d'intérêt qu'avec l’utilisation 
simultanée du signe d'égalité (calcul des prédicats 
avec identité et variables fonctorielles). 


Calcul des prédicats d’ordre supérieur 

La quantification ne portait jusqu’à présent que sur 
des variables d’individu, Cela suffit pour de vastes 
domaines en mathématiques, comme par exemple 
pour la théorie générale des structures. Par contre, 
lorsque l’on cherche à caractériser de manière 
axiomatique les nombres naturels (p. 53), il devient 
nécessaire de quantifier les variables de prédicat. Un 
prédicat à n arguments sur œ correspond à un sous- 
ensemble du produit cartésien de w effectué n fois 
avec lui-même. La quantification nécessite alors 
l'usage de l’ensemble de tous les sous-ensembles de 
ce produit (calcul des prédicats au deuxième ordre). 
En introduisant et en quantifiant des prédicats de 
prédicats (et ainsi de suite), on est amené à construire 
une logique des prédicats par niveau, chaque niveau 
pouvant être défini à partir de la connaissance des 
niveaux inférieurs. S'il n'apparaît que des prédicats 
jusqu’à un niveau n, on parle de calcul des prédicats à 
Pordre n. Lorsque l’on n’impose aucune limite dans la 
construction des niveaux, on dit simplement logique 
des ordres. Les possibilités offertes par les calculs des 
prédicats d’ordre supérieur sont illustrées par 
l'exemple du deuxième ordre suivant, On peut définir 
l'identité par x = y <> VP, P (x) < P (y), en supposant 
que la quantification porte sur tous les prédicats à un 


argument. Le signe d'égalité n’a plus alors à être 
introduit comme une constante logique. 
Malheureusement, pour des logiques d’ordre 
supérieur à un, il n’est plus possible d'obtenir une 
concordance entre la construction sémantique et la 
construction syntaxique (incomplétude du calcul des 
prédicats élargi). En théorie élémentaire des nombres, 
cela signifie que l’on obtient grâce au calcul des 
prédicats au premier ordre un calcul logique complet, 
mais qu’il n’est pas possible de caractériser 
univoquement les nombres naturels. Cette 
caractérisation est certes possible au second ordre, 
mais il n’y a plus alors de procédé pour obtenir tous 
les théorèmes régissant les nombres naturels par une 
méthode syntaxique. 


Le problème de la consistance absolue d’une théorie 
mathématique construite sur certains axiomes est 
étroitement lié à cette question. Cela consiste à 
démontrer qu’une formule contradictoire du type À À = À 
n’est pas dérivable. Une telle démonstration nécessite 
systématiquement des outils dérivant des calculs par 
lesquels sont formulés les axiomes. La consistance 
absolue de nombreux domaines mathématiques n’a, 
jusqu’à présent, pas encore été démontrée. 


Intuitionnisme 

Entre autres problèmes posés par le calcul des 
prédicats élargis, l’incomplétude a conduit à un 
certain nombre de critiques concernant les 
fondements de la logique dite classique présentée 
jusqu'ici, en particulier en ce qui concerne la notion 
d’infini. La perception de l'infini actuel, habituel- 
lement formulée, permet d'étudier l’ensemble des 
nombres naturels avec leurs propriétés comme on 
étudie un ensemble fini perçu comme un tout. La 
perception de l'infini potentiel n'autorise par contre à 
considérer que ce que l’on est capable de construire 
en un nombre fini d'étapes. L'ensemble des nombres 
naturels ne doit plus alors être perçu comme un tout, 
mais comme un domaine ouvert. Or, il existe des 
théorèmes concernant les nombres naturels qui ne 
peuvent être dérivés selon certaines règles en un 
nombre fini d'étapes (incomplétude du calcul des 
prédicats élargis). Il n’est plus alors possible de savoir 
si les propriétés des nombres naturels découlant de 
ces théorèmes sont valables ou non. On est ainsi 
obligé de rejeter le principe du tiers exclu lorsqu’il est 
utilisé sur des ensembles infinis, de même que le 
principe de la double valeur logique. L’intuitionnisme 
construit une toute autre logique sur ces bases. Son 
utilisation en mathématiques exclut toute dé- 
monstration d’existence non constructive, de même 
que les démonstrations indirectes (p. 21). Elle rejette 
de plus la méthode axiomatique, qui consiste 
justement à dépasser l’aspect constructif. On a ainsi 
tenté de diverses manières de s’éloigner du cadre très 
étroit de la logique classique. Les mathématiques 
modernes se basent toutefois encore généralement sur 
ses résultats. 


20 Logique mathématique / Démonstration et Définition 


Démonstration : 


0) Yæ y (=y ==) 


(2) Va y) ((x = y) = Aa) 40) 
G) VA» (+y=y+2) 

(4) Vx(O+x=x) 

(5) Aw)æuz=2z+0 

(6) 0+z=24+0 


par définition 


(7) A(0 +z) de (3) avec x[0, y|z 


(8) 0+z=z de (5) et (6) 


©) z=2z+0 de (4) 
(10) z+0=z 


de (7), (8) et (2) 
(11) Vx +0=x) de (9) et (1) 


Exemple d’une démonstration directe formalisée 


Justifier la relation : 


n 


Vnn ENS 2 


Démonstration : 


n 
La formule Ý, k (k+ 1) 
K=0 


a LED w2) 


TAI est désignée par A(n). 


(1) Début de la récurrence 


=0 

(2) Passage de n à n + 1 
On suppose À (n) vraie. 
On en déduit, puisque : 


ntl n 
DATE DITES DjiDu+2. 
k=0 k=0 


soit par hypothèse de récurrence : 
nt 


A (0) est vraie, car > k(k+ 1) signifie ici 0 + 1 qui est égal au second membre 
k 


à. tkr- Lu DEEE PACA LR - CIE tant) 


0:1-2 
E 


k=0 3 
que : 
utl 


k(k+1)= 
k=O 
c.-à-d. À (n +1). 


(n+1)(n+2)(n+ 3) 
SR 


A (n) = À (n +1) se généralise en Vn, A (n) = À (n +1). De (1) et (2), on déduit le résultat demandé. 


B 


Exemple d’une démonstration par récurrence 
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Démonstration 

Une démonstration consiste à déduire une 
proposition à partir d’autres propositions suivant 
certaines règles logiques de raisonnement. Il est 
clair que toutes les propositions mathématiques ne 
sont pas démontrables, sinon on aboutirait à un 
cercle vicieux. Certaines propositions ne peuvent 
donc être déduites d'aucune autre. Le mathéma- 
ticien fonde, de ce fait, ses théories sur des propo- 
sitions postulées comme vraies qu’il appelle axio- 
mes, et n'utilise que des démonstrations dérivant de 
ces axiomes. Tous les résultats mathématiques se 
ramènent donc d’une façon ou d’une autre à des 
axiomes (exemples de systèmes axiomatiques p. 39, 
53, 133). Ce que l’on peut déduire d’un système 
donné d’axiomes dépend alors plutôt de la logique 
choisie, c’est-à-dire des règles de raisonnement 
adoptées. 

Le calcul propositionnel et le calcul des prédicats 
permettent de construire facilement des systèmes de 
règles de raisonnement pour bien formaliser le 
contenu des résultats habituels. Néanmoins, même 
dans l’enseignement des mathématiques supérieures, 
on autorise des démonstrations exactes au niveau du 
contenu mais non totalement formalisées. 
La méthode de démonstration la plus connue est celle 
de la démonstration directe, reposant sur le modus 
ponens (p. 17). Les règles fondamentales de la 
démonstration directe sont d’une part celles qui 
concernent l'introduction et l’élimination de 
connecteurs et de quantificateurs, d’autre part celle de 
la substitution, Ainsi, y[2 dans l’exemple A, signifie 
qu'on a le droit de remplacer y par z si y est variable 
libre. 

D'un autre côté, il est bon de remarquer qu’on peut 
introduire dans une démonstration des hypothèses non 
axiomatiques qui seront éliminées par la suite. Ainsi, 
lorsque l’on veut dériver une proposition A d’un 
ensemble d’axiomes M, il est parfois plus judicieux de 
supposer la négation = A, d’en déduire une 
proposition B, dont la négation = B peut être dérivée 
de M. De - A = Bet de ~ B on en déduit à l’aide du 
modus tollens (p. 17) - > A et ainsi A (démonstration 
indirecte ou par Pabsurde). 

Si l'affirmation A est du type C = D, la négation = A 
est équivalente à C À > D. Des cas particuliers de 
démonstration indirecte peuvent être construits 
lorsque de la supposition = À, c’est-à-dire C a > D, 
on peut déduire soit = C, soit D. 

Un procédé similaire consiste à démontrer la 
contraposition = D = ~ C (p.16) à la place de C = D. 
L'exemple le plus connu de démonstration indirecte 
est celui de la démonstration de P'irrationalité de V2 
(p. 58). 

Les règles de raisonnement du modus ponens ct du 
modus tollens justifient d’autre part les dénominations 
couramment utilisées de condition nécessaire ou 
suffisante. Quand À = B est vraie, on dit que À est 
une condition suffisante pour B ; B est alors une 
condition nécessaire pour À. 


Démonstration par récurrence 

Lorsque la proposition à démontrer est du type 
Vn, A(n), où A(n) est une fonction sur l’ensemble des 
nombres naturels N, on peut faire reposer la 
démonstration sur une propriété particulière des 
nombres naturels décrite dans le 5° axiome de PEANO 
(p. 53). Le procédé consiste à démontrer tout d’abord 
A(0) (début de la récurrence), puis à démontrer 
Vn, A(n) = A(n + 1) (déduction de n + 1 à partir de 
n). En particulier les propositions A(0) = A(1), 
A(1) = A(2), etc. sont alors vraies. En utilisant de 
manière répétitive le modus ponens, on en déduit 
A(1), A(2), etc. et donc Yn, A(n) (tab. B). 

L'induction transfinie (p. 49) permet d’étendre le 
procédé. 


Méthode axiomatique 

Lorsque l’on construit des systèmes axiomatiques, on 
impose la consistance absolue comme citée plus haut 
(p. 19), de même que l'indépendance (aucun axiome 
ne peut être dérivé de ceux qui le précèdent). D'autre 
part, une question intéressante est de savoir si toutes 
les propositions vraies d’une théorie peuvent être 
déduites des axiomes. La réponse est négative pour de 
nombreuses théories utilisant des outils logiques 
(p. 19). 


Définition 
La définition est la délimitation précise d’un concept 
dans un cadre plus général en utilisant d’autres 
concepts. Les problèmes sont analogues à ceux de la 
démonstration. On aboutit nécessairement à des 
concepts de base, qui ne peuvent pas être définis par 
la méthode citée ci-dessus. Pour préciser les 
définitions explicites, abordées en premier, on 
introduit les notions de definiendum, le concept à 
définir, et de definiens, le ou les concept(s) permettant 
de l’expliquer. 
On écrit : 

Definiendum : = Definiens ou 

Definiendum : <> Definiens 
suivant que le definiens est un mot ou une 
proposition. L'écriture est alors simplifiée, le 
definiendum pouvant d’ailleurs toujours être remplacé 
par le definiens lorsque le besoin s’en fait sentir. 
Un certain nombre de concepts, en particulier bien sûr 
les concepts de base Nombre, Point, Droite, 
Intervalle, Aire d’une surface, etc., ne sont pas définis 
de manière explicite, mais de manière implicite, grâce 
aux relations réciproques pouvant être formulées dans 
un système axiomatique approprié. 
Selon le théorème de définissabilité de BETH, il est 
possible de formuler sous forme explicite toute 
définition implicite d’une relation ou d’une fonction 
obtenue à l’aide des outils du calcul des prédicats au 
premier ordre. 
De manière analogue à celle de la démonstration par 
récurrence, on peut introduire la définition par 
récurrence où récursive. Ainsi n! est défini pour tout 
neN par0!=1et(n+1)!=n!(n+ 1). 
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A 


Ensembles et éléments, représentation des ensembles 


M, := {3,5,7} 

M:= {XIxEN A x? — 15x? +71x— 105=0} 

M; est l’ensemble des nombres premiers impairs à un chiffre 
M, est l’ensemble des diviseurs premiers de 315 

M, est l’ensemble des nombres impairs compris entre 2 et 8 


M,=M,=M,=M,=M; 


Diverses descriptions possibles d’un même ensemble 


ASBABSCsASC 
AcBaBcCsAcCcC 


Sous-ensembles 


Ao=9 PAo) = {0} 
A, ={a,} P(A)= {9, {a,}} 
A= {a,, a} P(A)= {9, {ai}, {a}, {a1, a2}} 


A3= {ai a2, a3} P(A)= {Ø, {ai}, {a}, {a}, fai, a2), {a,a3}, {a2, a3}, (as, a2, a3} } 


BA,- DOLLA) Ua and, fans dn) (a, a} 
U{{a,,a,,a,},{ai,as,a,}, …, {a,-2,4,-1,4,}} 0... U{{a;,a2,..,4,}} 


Ensemble des parties d’un ensemble 


La notion d'ensemble joue un rôle fondamental en 
mathématiques modernes. Le maniement des 
ensembles a, de plus, considérablement influencé la 
recherche fondamentale, car des paradoxes résultaient 
de la définition originelle des ensembles formulée par 
CANTOR (déf. 1). Néanmoins, cette définition est encore 
couramment utilisée aujourd’hui, à condition toutefois 
d'éviter la formation des ensembles qui se sont révélés 
paradoxaux. Cette théorie naïve des ensembles est 
exposée ci-dessous. La rigueur souhaitable dans le 
développement d’une théorie contenant une définition 
précise mais restrictive de la notion d'ensemble, 
permettant de préserver les propriétés à signification 
mathématique, sera abordée par la suite dans la théorie 
axiomatique des ensembles (p. 29). 


Notions initiales 
Déf. 1 : Un ensemble est une collection d’objets issus de 
notre perception ou de notre pensée, tous déterminés et 
distincts, Ces objets s'appellent éléments de l’ensemble. 
On utilise les lettres a, b, c, .... pour désigner des 
éléments d’un ensemble, les lettres À, B, C, … pour 
désigner des ensembles. a € A signifie que a est un 
élément de A, b É M signifie que b n’est pas un 
élément de M (fig. A). 
Les principaux objets mathématiques que l’on réunit au 
sein d’ensembles sont les nombres, les figures 
géométriques, les applications, etc. Mais il est tout 
aussi sensé de vouloir former des ensembles à partir 
des chaises d’une salle de concert, des pièces d’une 
machine, des accidents de la route durant une année en 
France, des habitants d’une grande ville, Les ensembles 
peuvent être finis ou infinis (p. 35). Les ensembles finis 
peuvent être décrits en répertoriant tous leurs éléments, 
généralement entre accolades, comme par exemple 
{2, 4, 6, 8, 10}. Des ensembles quelconques peuvent 
être décrits par des propriétés caractéristiques. On écrit 
alors de manière simplifiée REG pour l’ensemble 
des x vérifiant E(x). Ceci signifie que y € {x[£(x)} si 
et seulement si Æ(y) est vraie (tab. B). Si PA signifie 
« x est un nombre premier », tro) A x < 10} est 
l’ensemble des nombres premiers plus petits que 10, ce 
que l’on peut aussi écrire sous la forme {2, 3, 5, 7}. Par 
contre {x|P(x)}, c'est-à-dire l’ensemble des nombres 
premiers, ne peut plus être décrit en répertoriant tous 
les éléments, car il s’agit d’un ensemble infini. 
Certains ensembles particulièrement importants ont 
une notation symbolisée. Ainsi les symboles N, Z, Q, 
R, € sont utilisés pour représenter respectivement les 
ensembles des nombres naturels, entiers relatifs, 
rationnels, réels, complexes. 


Déf. 2 : Deux ensembles sont dits égaux s'ils 
contiennent exactement les mêmes éléments, 
A =B: 4 Vi EA & x€eB) 

L'ordre des éléments n’a donc aucune importance. Ainsi 

{2, 3, 5 ,7} = {3, 5, 2, 7}. La relation d'égalité entre les 

ensembles est une relation d'équivalence (p.31). Une 

condition irréalisable du type {x|P() NILEX 
< 37} introduit la notion d'ensemble vide, symbolisé 

par Ø. La définition de légalité permet de conclure à 

l’unicité de l’ensemble vide, que l’on peut alors 


Théorie des ensembles / Concepts de base 23 


définir de manière simple par : 


Déf. 3: Ø: = {x|x 2x}. 


Représentation des ensembles 

Pour se représenter une collection d'éléments, on peut 
imaginer ceux-ci sous forme de points d’un plan 
entourés d’un cercle ou de toute autre courbe fermée 
(Représentation V EULER ou de Venn) (fig. A). 


Sous-ensemble et ensemble des parties d’un 
ensemble 

Lorsque tous les éléments d’un ensemble A sont 
éléments d’un ensemble B, on dit que A est un sous- 
ensemble de B, ce que l’on symbolise par A € B. 


Déf.d:ACB:« Vx(x EA =x €B). 
On définit aussi de manière plus forte un sous- 
ensemble strict : 


Déf.5:ACB:æACBAA#B. 

Cela signifie qu’il existe des éléments de B qui ne 

sont pas éléments de A (fig. C). 

La relation binaire G vérifie les propriétés suivantes : 
ACB Réflexivité, 
ACBABCA—=A=B Antisymétrie, 
ACBABCC—ACB Transitivité (fig. C). 

C’est ce que l’on appelle une relation d'ordre (p. 31 et 

p. 43). 

Il est important de ne pas confondre € et C. On a 

ainsi 2 € {2, 3, 4}, mais non 2 C {2, 3, 4}. Par contre 

{2} C {2,3,4}. 

Pour tout ensemble A, Ø € A. Si A # Ø, la propriété 

plus forte Ø C A est vérifiée. 

Les ensembles eux-mêmes peuvent être éléments d’un 

ensemble (ensemble d'ensembles). Un ensemble 

d'ensembles particulier est l’ensemble des parties 

d’un ensemble A, noté P(A). 


Déf. 6: $ (4): = {x|x S A} (tab. D). 

On a la propriété suivante : 

Théorème : L'ensemble des parties d'un ensemble à 
n éléments contient 2" éléments (n € N). 
La démonstration s'obtient par récurrence sur n. 


Construction d’ensembles paradoxaux 

La construction d'ensemble d’ensembles nécessite des 
précautions particulières. Ainsi, peut-on concevoir 
qu’un ensemble se contienne, ou ne se contienne pas, 
lui-même comme élément ? Dans l’affirmative, RUSS 
propose l'étude de l’ensemble R des ensembles ne se 
contenant pas comme élément, c’est-à-dire 

R:={x|x É x}. On a donc x E€ R <> x x. Cette 
propriété de définition devrait être en particulier 
vérifiable pour R ; mais si R € R, alors R É R, et si 
RER, alors R € R. C’est le paradoxe de RUSSELL. 
L'ensemble de tous les ensembles (ensemble universel) 
est également une notion paradoxale. En évitant de 
telles constructions, on tente alors, en théorie naïve des 
ensembles, d'échapper à ces paradoxes. 


24 Théorie des ensembles / Algèbre des ensembles 


©: 


Partie restante, complémentaire 


LO) pi 


A\B 


A 


Intersection Réunion 


R 
CS ON 
ZDI = (ABASO Cra 
SO 


AVE G - ADAT 


D 


Distributivité de N et de U 


Théorie des ensembles / Algèbre des ensembles 25 


Opérations algébriques sur les ensembles 

Les opérations algébriques sur les ensembles sont 
d’une grande importance pour les applications. Elles 
ont des propriétés comparables à celles des opérations 
du calcul propositionnel ou de l’arithmétique (p. 39). 


Déf.1: A\B:={x |x EA a x EB} (fig. A). 


A\B se lit A moins B. Cet ensemble contient 
exactement les éléments de A qui ne sont pas éléments 
de B. 

Si A € G, G \A est également appelé le complémentaire 
de A dans G (fig. A), ce que l’on note aussi par (54, 
ou ÇA lorsqu'il n’y a aucune ambiguïté sur 
l’ensemble G. Il est ainsi possible d’écrire CA lorsque 
dans une théorie donnée, G représente l’ensemble des 
individus sur lequel repose la théorie, c’est-à-dire 
l’ensemble fondamental. Comme la notion 
d'ensemble universel est paradoxale (p. 23), il mest 
pas possible d’éviter de mentionner l’ensemble G lors 
de la construction du complémentaire. 

Les notions de complémentaire et de négation sont 
liées par xEG—(xEG\A<+-xEA). 

Les opérations algébriques entre ensembles les plus 
importantes sont l'intersection et la réunion de deux 
ensembles. ; 


Dé.2:ANB:={x|xEAaxEB}) (fig. B). 


A AB (intersection de A ct B) est donc l’ensemble de 
tous les éléments qui appartiennent à la fois à A et à B. 
Le symbole A rappelle a. Si A AB = Ø, on dit que A 
et B sont disjoints. 


Déf.3: AUB:=(xIxEAVxEB)  (fig.O). 


A U B (réunion de A et B) est donc l’ensemble de tous 
les éléments qui appartiennent à A ou à B (ou inclusif !). 
Le symbole U rappelle v. Les propriétés fondamentales 
de N et de U se déduisent de celles de a et de v : 

ANB=BNA 
AUB=BUA 


(ANB)NC=AN(BNC) 
(AUB)UC=AU(BUC) 


} Commutativité 
Associativité 


Date cu as a Distributivité 
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)f 
On peut retrouver ces propriétés à l’aide de diagrammes 
(fig. D). 

Du fait de la grande similitude formelle entre ces 
opérations et les règles d’addition et de multiplication 
dans les ensembles de nombres (structures 
algébriques, p. 39), le domaine des mathématiques qui 
étudie les opérations entre ensembles s’appelle 
algèbre des ensembles. 

Autres propriétés : 
À F i z i a À Absorption 
ANA=A 
AUA=A 


Il est possible de définir la réunion et l'intersection 


} Idempotence 


pour plus de deux ensembles. Soit Z un ensemble fini 
ou infini d’indices. On associe à chaque à € Z un 
ensemble À. Par définition, on a alors : 


Déf.4: M A;-{x|Viiel—xEA;). 
ii 
Déf. 5: U A;={x|AiiElaxEA;). 
ie 
L'ensemble vide et l’ensemble fondamental ont 
encore les propriétés suivantes : 
AND=S, AUØ=A, 
ANG=A, AUG =G, 
AN(G\A)=Ø,  AU(G\A)=G. 
D'autre part, on vérifie les lois de DE MORGAN : 
G\(AN B) =(G\A)U(G\B) et G\(AUB)=(G\A)N(G\B). 


Applications 

Les opérations algébriques sur les ensembles apparaissent 
dans tous les domaines mathématiques. En voici quelques 
exemples tirés des mathématiques élémentaires : 
l'intersection de l’ensemble T, des multiples de 2 et de 
l’ensemble 7, des multiples de 3 s’identifie à l’ensemble 
T des multiples de 6. De manière plus générale, on a 
T, O T, = Ty Si a et b sont premiers entre eux. On en 
déduit alors des règles de divisibilité. 

En algèbre, l’ensemble des solutions d’un système 
d'équations est l'intersection des ensembles des solutions 
de chacune des équations. Une solution graphique permet 
de le visualiser comme section commune des graphes des 
fonctions respectivement associées à chacune des 
équations. Cela explique d’ailleurs la terminologie 
intersection. 

Il est possible de construire d’autres exemples à partir des 
inéquations. L'ensemble des solutions d’une inéquation 
linéaire à deux inconnues est représenté graphiquement 
par un demi-plan. Lorsque plusieurs contraintes sont 
imposées sous formes d’inéquations, l’ensemble des 
solutions est un domaine polygonal obtenu comme 
intersection de demi-plans (programmation linéaire, 
p. 479). Ainsi soit à résoudre | x + 2 | > 7 dans l’ensemble 
des nombres réels. On a l’équivalence suivante : 
|x+2|>7 4 x> 5 v x<-9. L'ensemble des solutions 
s'obtient alors comme réunion des ensembles des 
solutions des inéquations reliées par v. D'autre part, par 
|x+2|>7 <> ~ |x+ 2| s7, on peut d’abord construire le 
complémentaire de l’ensemble des solutions de |x +2] <7, 
et passer ensuite à l’ensemble demandé. 


Partition 
Déf. 6 : Si U A;=G_et si tous les A; sont suppo- 


sés # Ø et disjoints deux à deux, l’ensemble {A;} 
s'appelle une partition de G. 

Les partitions les plus importantes en mathématiques sont 
celles obtenues sous forme de classes d'équivalence selon 
une relation d'équivalence (p. 31). Les nombres 
rationnels, les vecteurs et de nombreuses autres notions 
mathématiques sont ainsi définies sous forme de classes 
d'équivalence. C’est ainsi que dans un problème de 
construction géométrique, il importe simplement de 
mettre en place un représentant d’une classe de figures 
congruentes données. 
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Axiomes constitutifs des treillis 
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ti, 
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Diagrammes de HASSE pour tous les treillis à 5 éléments et pour deux treillis d'ensembles 


{1,2,3,4} 


Diagramme de Hasse pour des treillis booléens 


On a pu observer précédemment une forte analogie 
entre les opérations N, U et - de la théorie des 
ensembles et certains résultats du calcul 
propositionnel. D’autres branches des mathématiques 
font intervenir également des opérations similaires. 
Cette constatation a conduit à développer une théorie 
abstraite et axiomatique d’une telle structure, appelée 
théorie des treillis. 


Treillis, treillis d’ensembles 

Déf. 1 : Un treillis est un ensemble T dans lequel sont 
définies deux lois internes À et ù vérifiant les 
axiomes (1) du tableau A. Si (1) et (2) sont vérifiés, 
on dit que T contient un élément nul et un élément 
universel ; si (1), (2) et (3) sont vérifiés, T est dit 
complémenté ; si (1) et (4) sont vérifiés, T est dit 
distributif ; si (1) à (4) sont vérifiés, T est dit 
booléen. 


Exemples : 

a. L'ensemble $ (M) des parties d’un ensemble M est 
un treillis booléen pour les lois N, U, - avec Ø 
comme élément nul et M comme élément universel. 

b. Soit la relation d'équivalence (A, <> A,) définie sur 
l’ensemble des propositions du calcul proposi- 
tionnel. L'ensemble des classes d'équivalence 
{a, b,...} pour cette relation est un treillis booléen, 
où les lois internes sont définies de la manière 
suivante : a À b, a U b, a' sont respectivement les 
classes de A a B, A v B, -A lorsque 
A €a ct B eb. n est la classe des propositions 
contradictoires, e celle des propositions tauto- 
logiques. 

c. L'ensemble N des nombres naturels constitue un 
treillis distributif et non complémenté, a 7 b étant 
la borne inférieure et a u b la borne supérieure de 
a et b pour la relation < (p. 45). 

d. N forme également un treillis distributif pour les lois 
an b= pgcd (a, b) et a u b= ppem (a, b) (p. 118). 
e. L'ensemble des sous-espaces d’un espace projectif 
(p. 141) constitue un treillis complémenté non 
distributif, a À b étant soit Ø, soit le sous-espace 
projectif intersection, au sens de la théorie des 
ensembles, des sous-espaces a et b, et a u ble plus 
petit espace projectif contenant à la fois a et b. 
L'espace lui-même est alors l’élément universel, 

l’ensemble vide l’élément nul. 

L'exemple a. conduit à définir : 

Déf. 2 : Un ensemble N de sous-ensembles d’un 
ensemble M, contenant M et Ø, et tel que N 
contienne aussi l'intersection et la réunion de toute 
paire d'éléments de N s'appelle un treillis 
d'ensembles. 

On peut remarquer la dualité du système axiomatique 

du tableau A dans le sens que tout axiome du système 

se transforme en un autre axiome du système par 
échange simultané de 7 et U et de n et e. Chaque 
démonstration de la théorie des treillis fournit alors 
une démonstration duale. Ainsi, les axiomes 
définissant l'absorption permettent de déduire 
añ (a U aj=acta u (añ (a u a))=a cen 
substituant dans le premier axiome a à b et dans le 
second a u a à b. Par substitution, on en déduit le 
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théorème d’idempotence a U a = a. Par dualité, on en 
déduit a A a = a. Les treillis distributifs ont la 
propriété suivante : 


Théorème d’unicité pour un treillis distributif 
ahñc=bncAaaUc=bUcæaz=b. 
Démonstration : de a Ñ c = b c , on en déduit : 

a U(anñc)=a u (brc), 

ce qui par absorption et distributivité devient : 

az= (a ub) ñ(a uco). 

Par échange de a et b et par commutativité, on en 
déduit : 

b=(a Ub)n(b uco). 

D’autre part, ona a U c =b u c, ce qui entraîne que 
les seconds membres des deux égalités précédentes 
sont égaux et donc que a = b. 

Une conséquence de ce théorème est l’unicité du 
complémentaire dans un treillis booléen. 


Lien avec les relations d’ordre 

Soit T un treillis. La relation binaire dans T définie par 
a x b: & a = a Nb vérifie toutes les propriétés d’une 
relation d'ordre (p. 43). Selon cette relation d'ordre, 
a A b est la borne inférieure de a et b, a U b la borne 
supérieure de a et b (p. 45). De même, si on considère 
un ensemble ordonné M (p. 43) dans lequel toute paire 
d’éléments possède une borne inférieure et une borne 
supérieure, on constate qu’un tel ensemble vérifie les 
axiomes de la théorie des treillis : a À b est la borne 
inférieure de a et b, a u b la borne supérieure de a et b. 
Lorsque M contient un plus petit élément et un plus 
grand élément, ceux-ci jouent respectivement le rôle 
d'élément nul et d'élément universel. 

Ce lien avec les relations d'ordre permet de visualiser 
les treillis finis à l’aide de diagrammes de HASSE 
(p. 43) (fig. B). 

L'ensemble des parties d’un ensemble à p éléments 
constitue un treillis booléen à 2 éléments. On appelle 
atome d’un treillis booléen fini T tout élément 
minimal de T \ {n} pour la relation d'ordre <. Alors 
tout élément a de T'\ {n} est de la forme U@,, où les 
a, sont des atomes. Cela signifie que tout treillis 
booléen fini est isomorphe (p. 37) à l’ensemble des 
parties d’un ensemble fini (fig. C). Son cardinal est 
donc toujours une puissance de 2. De façon plus 
générale, tout treillis distributif est isomorphe à un 
treillis d'ensembles. 


Anneaux booléens 

Les deux opérations définies par 

a:b:=añb 

a+b:=(añb')u (a' nb) 

introduisent les propriétés les plus intéressantes des 
treillis booléens. On démontre en effet qu’on structure 
ainsi un tel treillis en anneau commutatif unitaire 
(p. 41). De plus, Va (a > a = a) (anneau idempotent), 
et Va (a + a = n). Réciproquement, il est possible de 
construire à partir d’un anneau commutatif unitaire et 
idempotent un treillis booléen, avec les conventions 
suivantes : 

anb:=a"b; 

aUb:a+b+a-b; 

a':=e+a. 
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(1) ÉPIMÉNIDE (vers 600 avant J.-C.) 
Le Crétois ÉPIMÉNIDE affirme : « Ce que je dis présentement est un mensonge. » 
Si É. ment, son affirmation est fausse et il n’a donc pas menti. S’il dit la vérité, alors son affirmation 
est vraie et il a donc menti. 


(2) PRrokLoS (vers 450 après J.-C.) 
PROTAGORAS enseigne le droit à un disciple. Il est convenu que celui-ci n’aura à payer les frais 
d’études qu'après avoir gagné son premier procès. Comme le disciple ne se charge d’aucun procès 
après ses études, P. décide de porter plainte pour l’obliger à payer les frais de celles-ci. Son argument 
est le suivant : si je gagne mon procès, je récupère mon argent du fait du jugement prononcé ; si je 
perds mon procès, je récupère mon argent du fait de l’accord passé. Le disciple argumente de manière 
inverse : dans tous les cas, il n’a pas à payer, soit du fait de l'accord passé, soit du fait du jugement. 


(3) GRELLING (1908) 
On sépare l’ensemble des adjectifs français (mots caractérisant une propriété) en deux classes : 
a) Adjectifs hétérologiques : ce sont ceux qui ne sont pas ce qu’ils signifient. Par ex. l'adjectif « long » qui 
est court, l'adjectif « allemand » qui est français, l'adjectif « unisyllabique » qui est multisyllabique. 
b) Adjectifs autologiques : ce sont ceux qui sont ce qu’ils signifient. Par ex. les adjectifs « court », 
« français », « multisyllabique ». 
Le problème de la classe de l'adjectif « hétérologique » est paradoxal. Lorsqu'on suppose qu’il 
appartient à a), on en déduit qu’il appartient à b) et inversement. 


Exemples d'antinomies sémantiques 


(1) BURALI-FoRTI (1897) 
On considère l’ensemble B, s’il existe, de tous les ordinaux. Comme tout ensemble d’ordinaux est 
bien ordonné, B a un ordinal B’ évidemment supérieur à tous les éléments de B. D’après la déf. de B, 
B’ € B. Or B’ U {B'} est un ordinal strictement supérieur à B’, alors qu’il appartient lui aussi à B. Il y 
a contradiction (cf. p. 49). 

(2) Cantor (1899) 
On considère l’ensemble C, s’il existe, de tous les ensembles (ensemble universel). En particulier 
toute partie de C est un élément de C, et donc $ (C) c C. Par suite, Card. (R((C)) < Card. (C). Mais 
Card. (R(C)) > Card. (C) (p. 35). Il y a contradiction. 

(3) RUSSEL (1903) 
On considère l’ensemble R, s’il existe, de tous les ensembles E tels que E € E. Si R £ R, alors R € R, 

B et si R E€ R, alors R € R. Il y a contradiction (p. 23). 


Exemples d’antinomies syntaxiques 


Classe y d'ensembles 
non vides 


L'application f associe à 
tout ensemble x de la clas- 
se y un de ses propres élé- 
ments f (x) Ex 


Diagramme relatif aux 
ensembles de y et à leurs 
images (éléments en cou- 
leur) 


Axiome du choix 
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La théorie naïve des ensembles engendre des 
contradictions. Les cheminements suivis pour aboutir 
à celles-ci s'appellent des antinomies (p. 23). Leur 
analyse a imposé une révision de la construction 
originelle de la théorie des ensembles. 

On distingue deux types d’antinomies. Une antinomie 
syntaxique mène à la contradiction par déduction 
purement formelle (tab. B). Une antinomie 
sémantique a par contre un contenu contradictoire 
(tab. A). Si on analyse une antinomie sémantique, on 
découvre un abus de langage, puisqu'il n’est fait 
aucune distinction entre significations courantes et 
significations plus élaborées (A,), entre propriétés 
triviales et propriétés affinées (A;). 

L'application aux mathématiques, en particulier à la 
théorie des ensembles à laquelle appartiennent toutes 
les antinomies syntaxiques, signifie qu’il faudra par 
exemple organiser les relations entre objets 
mathématiques dans le sens suivant : après avoir 
défini un ensemble fondamental M, faire la distinction 
entre éléments de M, ensembles d'éléments de M, 
ensembles d’ensembles d'éléments de M, etc. Pour 
éviter toute confusion, il importe évidemment de 
noter différemment les variables à chacun des 
niveaux. Dans une telle théorie, une expression du 
type x € y serait valable uniquement lorsque le niveau 
de y dépasse d’une unité celui de x. RUSSELL a basé sa 
théorie des types sur ces réflexions. Comme des 
expressions de la forme x € x ou =x € x y sont 
interdites, cette théorie empêche la formation des 
antinomies précédemment citées. Plus tard a été 
développée la théorie axiomatique des ensembles. 
Cette théorie découle du même principe en n’appelant 
ensembles que certaines classes d'objets ayant des 
propriétés caractéristiques définies de manière 
axiomatique. 

Divers systèmes axiomatiques ont été formulés. Il est 
cependant toujours nécessaire de considérer des 
notés par les variables x, y, z... et appelés classes. On 
peut alors définir entre eux la relation binaire x € y. 
Les cl qui sont éléments d’au moins une classe 
seront par la suite appelées ensembles. 


Déf, 1 : Ens x : + Jy, xE y. 
Deux ensembles sont dits égaux lorsqu'ils sont 
éléments de la même classe tout en ayant les mêmes 
éléments. 
Déf.2:x=y< Vz(xezyez)AVz(GEx + 7e )). 
On impose alors pour les ensembles ainsi définis les 
axiomes suivants : 
(1) 3x, Ens x (axiome d'existence) 
(2) Vz(cex<zey)=>x=y (axiome d'extension) 
(3) Vx (A (x) = Ens x) = Fy Vx (x € y <> AQ) 

(axiome de compréhension) 
(4) Ens Ø (axiome de l'ensemble vide) 
(5) Ens x = Ens {x} (axiome des singletons) 
(6) Ens x a Ens y = Ens (x U y) 

(1° axiome de réunion) 


(1) Ensx=Ens U y (2% axiome de réunion) 
yE* 
Avant d’énoncer les quatre autres axiomes, on peut 
montrer qu'avec ce système partiel, Pantinomie de 
RUSSELL se transforme. 
En substituant - x € x à A(x) dans (3), on obtient tout 
d’abord : 
Vx(hxex = Ens x) = Jy Wx (x E€ y <> =x €x), 
et en choisissant x = y dans le second membre pour 
étudier la situation de y, on aboutit à : 
Vx(-xex= Ens x)= (yEy & =y Ey). 
Comme le second membre n’est pas valable, on en 
déduit que le premier n’est pas valable non plus. 
D'où : 
= Vx (=x € x = Ens x), c’est-à-dire : 
Ax(-x ex a ~ Ens x). 
Au lieu d’une simple contradiction, on obtient donc 
l'affirmation qu’il existe une classe qui n’est pas un 
ensemble. 
L’axiome suivant justifie l'existence d’ensembles 
infinis, en particulier l’ensemble IN des entiers 
naturels : 
(8) Ax(Ensx a Dex a (y Ex =y U {y} €x)) 
(axiome de l'infini) 
En effet, Pensemble x contient, outre Ø, les éléments 
12}, {, 1}, (0, 12), (2, 1D}, ete. On dit 
que l’ensemble est infini. 
On peut maintenant définir des couples de classes, 
puis construire des relations et des fonctions entre 
classes. Lorsque le domaine de définition d’une telle 
fonction est un ensemble, on exige qu’il en soit de 
même pour l’image. 
(9) Ens x A f: x > y = Ensy (axiome fonctionnel) 
Enfin, il est possible d'associer à tout ensemble x 
l'ensemble K(x) de ses part 
(10) Ens x => Ens Yx) 
(axiome de l'ensemble des parties d'un ensemble) 
Le dernier axiome pose le plus de difficultés : 
(11) Quelle que soit la classe y d'ensembles non vides x, 
il existe une fonction f tel que f(x) € x pour tout x € y. 
(axiome du choix) 


La fonction f choisit dans chaque ensemble un 
élément de cet ensemble (axiome du choix, fig. C). 
LĽaxiome (11) m'indique pas comment construire une 
telle fonction ; il n’assure que son existence. 
L'intuitionnisme (p. 19) rejette de ce fait cet axiome et 
toutes les conséquences qui en résultent (p. 45, 
axiome du bon ordre, lemme de Zorn). En supposant 
la consistance de la théorie axiomatique des 
ensembles, on peut démontrer que l’axiome du choix 
est indépendant des autres axiomes. Il existe des 
modèles vérifiant les dix premiers axiomes pour 
lesquels (11) n’est pas vérifié, Il est donc tout à fait 
possible de développer une théorie des ensembles 
sans axiome du choix, tout autant qu'une théorie avec 
axiome du choix. La seconde théorie est néanmoins 
adoptée par la plupart des mathématiciens. 
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mais : 


vérifie la définition 
de l'égalité de deux couples 


Définition du couple selon la théorie des ensembles 


C 


Graphe d’une relation binaire 


surjection canonique $ 


Ensemble £ RS I — 


R 
a ————— | 
relation 


d'équivalence 


Classes d'équivalence 


Relation d'équivalence et ensemble quotient 


Composition de relations 


Produit cartésien 


Relation d'égalité (en rouge), relation d'ordre (en bleu) 


La notion de relation fait partie des notions 
fondamentales des mathématiques. Elle est basée sur 
le produit cartésien d’ensembles. Les relations 
établissent des liens entre éléments soit d’un même 
ensemble, soit d’ensembles différents. Elles permettent 
ainsi d’une part de construire les applications (p. 33), 
qui sont des relations particulières, et d’autre part de 
donner des structures aux ensembles (p. 37 sqq.). 


Produit cartésien, relation 
Quand l’ordre de deux éléments x;, x, intervient, on 
utilise la notion de couple (x,, x,) (x, est appelé 
première composante du couple, x, deuxième 
composante). L'égalité de deux couples est définie 
par : 

Go) = Wo J2) | M = y1 AN E Yo 
La définition du couple selon la théorie des ensembles 
est rappelée au tableau A. Par récurrence, on définit le 
n-uplet comme une généralisation du couple : 

i X» aeg X) “= (Gi, be Xi), x). 
De même que pour le couple, l'égalité de deux 
n-uplets équivaut à l'égalité de leurs composantes de 
même indice. 


Déf 1H Ex. XE, "= {œ 2%) NE E} est 


appelé produit cartésien des ensembles E,, …, E,. 
Dans le cas où £, =... = E, = E, on écrit également 
E". 


Le produit cartésien sert d’une part à définir de 
nouveaux objets mathématiques (voir fig. B), et 
d'autre part à définir la notion de relation. 


Déf. 2 : Tout sous-ensemble R € E, x... x E, est 
appelé relation n-aire. 

Les relations binaires R € E, x E, sont particu- 

lièrement importantes. Elles peuvent être interprétées 

comme une correspondance (des éléments de E, 

correspondent selon un critère déterminé à des 

éléments de Æ,). Cette correspondance peut être 
représentée par un graphe (graphe de la relation, voir 
fig. C). On écrit alors x, Rx, au lieu de (x,, x;) E R. Si 

E, = E, = E, on a alors une relation binaire sur E : 

RCEXxE, 

Ex. : Relation d'égalité « = », relation d’ordre « < » 
dans N (voir fig. D), relation d’inclusion « € » 
entre les parties d’un ensemble, orthogonalité « L » 
dans l’ensemble des droites d’un espace euclidien. 


Propriétés des relations binaires 

a) RCE,xE, 

(1) R surjective à gauche : <> V x, 4x, (x Rx) 

(2) R surjective à droite : <> Y x, 4x, (x, Rx) 

(3) R doublement surjective : < (1) À (2) 

(4) R injective : + V x V y V z (x Ry a z Ry = x=2) 
(5) R univoque : <> V x V y Y z (x Ry ax Rz = y = 2) 
(6) R bijective (ou biunivoque) : + (3) À (4) a (5) 
Ces propriétés sont fondamentales pour la définition 
des applications (voir p. 33). 

b) RCEXxE 

(7) R réflexive : > V x (x Rx) 

(8) R symétrique : <> Y x V y (x Ry = y Rx) 
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(9) R asymétrique : + VY x Y y (x Ry = - (y Rx) 
(10)R antisymétrique : <> V x Y y (x Ry ay Rx=x =y) 
(11)R totale : <> Y x V y (x Ry v y Rx) 

(12)R transitive : + V x V y VY z (x Ry a y Rz = x R2). 


Relation d’équivalence, ensemble quotient 


Déf. 3 : Une relation À € E x E est appelée relation 
d'équivalence si, et seulement si, elle est réflexive, 
symétrique et transitive. 


Ex. : Parallélisme de deux droites dans un espace 
affine, égalité de fractions arithmétiques, équipotence 
de deux parties d’un même ensemble (voir p. 35). 
Toute relation d'équivalence partage Æ en des sous- 
ensembles non vides, deux à deux disjoints 
(partition de Æ en classes d'équivalence). 


Déf. 4 : L'ensemble de tous les éléments de E en 
relation avec x E E est appelé classe d'équivalence 
[x] de x: 

[k] = {z|x EE AzEE ax Rz}. 

La réflexivité de À entraîne [x] # Ø. La symétrie et la 

transitivité assurent (lx) = [y] <> x Ry) et 

z E fx] a z E fy) = lx] = [y]), c’est-à-dire que chaque 

lément de Æ appartient à une et une seule classe 
d'équivalence. Ces classes d'équivalence sont donc 
deux à deux disjointes. 

Une relation d'équivalence bâtit donc un nouvel 

ensemble : l’ensemble des classes d’équivalences 

de E. 


Déf. 5: E / R = flx] |x E E} est appelé ensemble 
quotient de E par À (voir fig. E). Un élément y E [x] 
est appelé représentant de la classe |x]. T est appelé 
système de représentants de E / À si T contient 
exactement un élément de chaque classe de E / À. 

E JR est le résultat d’un « processus d’abstraction » : 

la propriété permettant de constituer une classe 

d'équivalence peut être identifiée à cette classe, les 

éléments de celle-ci perdant leur originalité propre. A 

chaque partition de Æ, on peut associer une application 

surjective s : E —> E /R (surjection canonique) (p. 33). 

Ex, : La propriété commune à deux droites parallèles 
d’un espace affine est leur « direction », celle à des 
segments congrus d’un plan euclidien leur 
« longueur », celle commune à deux sous-ensembles 
équipotents leur « cardinal », celle à deux sous- 
ensembles bien ordonnés isomorphes leur « type 
ordinal ». 


Composition de relations 

SiRCAxBetS € B x C, alors R ctS permettent de 
définir une relation $ o R € A x C (composition de R 
par S) par : 

X(SoR)z:< Ay(xRyAySz) (voir fig. F). 


Relation inverse 

Pour toute relation R € E, x E, on peut définir une 
relation inverse R~’ € E, x E, par 

R:s {@» x) | 2) E R}, c’est-à-dire 

X R7! x, < xRy, (cela correspond à l'inversion des 
flèches dans le graphe de R). 
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Types d'applications 


bijective 


hog 
hr nl 


Associativité de la composition d'applications 


A, B, C Ensembles 
DASR, g:4>C Applications 


Le diagramme est dit commutatif 
s’il existe une application 
vérifiant : 


A PEES B 
g Pa 
# h 
e 
E C 


Diagramme commutatif 
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On étudie ici des relations f € Æ x F univoques. On 

les appelle fonctions de £ dans F. 

Définition d’une application 

Déf. 1 : Une relation f € E x F, surjective à gauche et 

univoque est appelée application (voir fig. A). 

On convient de la terminologie suivante : 

a) Comme à chaque x E€ E correspond exactement un 
y E F, au lieu de (x, y) E f on écrit x > y ou 
x> f(x) avec y = f(x). De même, au lieu de 
fEExF,onécrit f: E >F. 

b) x +> y est appelée représentation écrite de 
l'application. Dans certains cas, celle-ci peut être une 
expression (équation de fonction) : par ex. y = 2x + 5. 

c) E est appelé domaine de définition, F ensemble 
d'arrivée de f. f [T] = {{(x) | x ET & E} est 
l'image de T par f, f’ [S] = {x |fO ES E F} 
l’image réciproque de S par f (f~' est ici un 
symbole et non pas une application, voir plus bas). 

d) {(x, Sœ) | xE E} G E x F est appelé graphe de 

application. Pour les ensembles numériques, le 

graphe peut se représenter dans un système de 
coordonnées (voir fig. B). On emploie alors le 
terme de représentation graphique de f. 

Rem. : Deux applications f, g : E —> F sont dites 
égales si l’on a, pour tout x E Æ, f(x) = g(x). Une 
fonction de Æ dans F est une application d’une 
partie de Æ dans F. 

Types d’applications 

a) Application surjective : f: E —> F est dite surjective 
(fest une surjection) si f [E] = F (voir fig. C). 

Ex. : p: E, x... x E, — E; définie par (x, ….,x,) > X 
est surjective. Cette application est la i-ème 
projection. s : E —> E / R définie par x > [x] est 
également surjective. s est appelée surjection 
canonique (voir p. 31). 

b) Application injective : f: E —> F est dite injective 
(fest une injection) si pour tout y E F , f- {p[= {x}, 
c.-à-d. un singleton ou f~ 10} = Ø (voir fig. C). 

Ex. : Pour S € E, Papplication à : § > E définie par 
u > i(u) = u est injective. i est l'injection 
canonique de § dans E. 

c) Application bijective : f: £ — F est dite bijective 
si f est surjective et injective (voir fig.C). Les 
isomorphismes (voir p. 37) sont des applications 
bijectives particulièrement importantes. 

Ex. : L'injection canonique E —> E est bijective. Elle 
est appelée application identique et est notée 15. 


Applications particulières 

a) Application constante : f: E — F est dite 
constante si f(x) = f(y) pour tout (x, y) E E x E. 

b) Restriction : g : S > F est appelée restriction de 
J:E >F siS € E et f(x) = g(x) pour tout x E S. 
On écrit alors f/ $ (f restreinte à $) au lieu de g. 

c) Prolongement : g : G — F est appelée pro- 
longement de f:E > Fsi E € Getg/E =f. 

d) Suite : Toute application dont le domaine de défi- 
nition est l’ensemble N des entiers naturels est 
appelée suite. Habituellement, on note une suite 
sous la forme (ap, 4y, a» …). 


Composition d’applications 
Soient f : A > B et g : B > C. Alors il existe unc 


application composée g o f analogue à celle définie par 
la composition des relations (voir p. 31) : g o f: A > C, 
définie par (g o f) (x) =g (W). g o fest une application. 
La loi de composition est associative : pour trois 
applications f : A > B, g : B > C et h : C > D, on a 
h o (g o f) = (h o g) o f (voir fig. D). 
La composition avec une application identique 
donne : lpo f=f et fol, =f. 
On vérifie également que : f, g surjectives (resp. injectives, 
bijectives) => g o f surjective (resp. injective, bijective). 
Dans de nombreux cas, il est utile d'employer la 
caractérisation d’une bijection comme suit : 
f:A — B bijective +> 

IJg(g:B>Angof =l,Afog=ly 


Rem. : g o f = 1, garantit l'injection, f o g = 14 la 
surjection. 


Application inverse 

La relation inverse f~' d’une application f : E —> F 
n’est pas en général une application (voir fig. A). 
Mais on vérifie que: 

f~’ est une application de F dans E si, et seulement si, 
f est bijective. f-! est alors une bijection et 


F'of=ls, fof’ =1r 


Applications et opérations sur les ensembles 
Pour toutes applications f : E — F et g : F > G, les 
propriétés suivantes sont vérifićes : 
FIA AB] S fF [A] af [B] pour tous A, B € E 

A| E Ai] où J 
A i AR dioda; ag 


JIA UB] =f[A] uf [B] pour tous A, B S E 
SUAÏ= Y, SA] où4, € E 


i&l 
FA AB] =f ' [A] o f [B] pour tous A, B € F 
SIA A|= A f'A) où A, SE 
f? [AUB] =f ' [A] u f '{B] pour tous A,B € F 
f JY Aaļ= Y S'IA] ùA SE 


[SAIS A F [sB] 28 

pour tous A EEB SE 
f [A \B] =f- [A]\ F ' [B] pour tous A, B € F 
(gof) IA] =f | g A] pour tousA € G 


Rem. : f-' [P] désigne ici l’image réciproque de P 
par f, et non l'image de P par f ', dont Pexistence 
n’est pas assurée dans le cas général. 


Diagramme commutatif 

Soit deux applications f: A —> B et g : A —> C ayant le 
même domaine de définition A. Une question 
fréquente est de savoir si l’on peut expliciter une 
application A : C — B telle que f soit égale à 
l'application composée A o g. Si cela est possible, on 
parle alors de diagramme commutatif (voir fig. E). 


Fonctions à n variables 

Quand le domaine de définition £ d’une fonction 
f: E — G est un sous-ensemble du produit cartésien 
E, x. x E, des ensembles £}, …, E,, on dit que fest 
une fonction à n variables. On écrit en général 
Ps 22% au lieu de f(n x) 
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Non-dénombrabilité de l'ensemble IR des nombres réels 


dénombrabilité 


1) card (4) + card (B) = card (A U B) 
_siANB=0 

(2) card (A) : card (B) = card (A x B) 

(3) card (4) = card (4?) 


si A’: = {f| f: B A} 

(4) card (£) = Ko A card (A) S Ro 
= card (E UA) = card (E), 
c.-à-d. card (E) + n = card (E) + 8o 
= card (E) 


Opérations sur les cardinaux 


La figure indique un procédé per- 
mettant de construire une application 
surjective de N sur Q : 


d: N — 


Si, lors du parcours, on saute les 
valeurs numériques déjà rencontrées 


(par ex. £ = 3), l'application devient 
bijective. 


Alors il existe une application bijective N — J 
0s>ro =0, 260201202203. 
1r, =0, Z1o2iiZ27 
24r =0, 220272123823. 


3er = 0,23023123 2244. 
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Quand on considère des ensembles, il est intéressant 

de comparer les « quantités » d'éléments qu'ils 

contiennent ; qu’en est-il par exemple des ensembles 

{0, 1, 2, 3, ...} et {0, 5, 10, 15, ...}. La réponse à 

cette question nécessite de définir exactement la 

notion de « nombre » (ce qui mène à la puissance) ; 
on va voir qu’on opère sans utiliser l’ensemble des 

entiers naturels N. 

Équipotence 

Déf, 1 : Soit À et B deux ensembles. S’il existe une 
bijection A > B, À et B sont dits équipotents (on 
notera dans la suite A ~ B). 

Selon cette définition, les ensembles {1, 5, 7, 8, 9} et 

{a, c, f, g, h} par exemple sont équipotents, ainsi que 

les ensembles {0, 1, 2, 3, …} et {0, 5, 10, 15, ..} 

(voir fig. A). 

Puissance, cardinal 

L’équipotence d’ensembles a été définie sans parler de 

la puissance des ensembles elle-même. La puissance 

apparaît clairement comme une propriété qui doit être 
commune à une classe d’ensembles équipotents. La 
notion de puissance est alors le résultat d’un processus 
d’abstraction, fondé sur une relation d'équivalence. Or 
l’équipotence « ~ » est effectivement une relation 
d'équivalence dans un système d’ensembles € donné, 
ce qui se démontre facilement, à l’aide des propriétés 

des applications bijectives (voir p. 33). 

L'ensemble quotient €/- est donc constitué de classes 

d’ensembles équipotents. 

Déf, 2 : Un élément de l’ensemble quotient € / ~ est 

_ appelé cardinal ou puissance. 

À tout ensemble A du système d’ensembles, on peut 

associer un cardinal (surjection canonique, voir p.31). 

On définit l'application card : € — € / ~ par 

A> card (A) = [|A]. 

Rem. : La notion de puissance est relative au système 
d'ensembles choisi, car elle ne peut pas être fondée 
sur l’« ensemble de tous les ensembles », logiquement 
contradictoire (voir p. 28). 


Ensembles finis, ensembles infinis 

La notion d’équipotence rend possible une définition 

des ensembles finis et infinis qui n'utilise pas 

l’ensemble des entiers naturels. 

Déf, 3 : Un ensemble E est dit infini s’il existe un 
sous-ensemble strict $ C E vérifiant £ ~ $. Dans le 
cas contraire, Æ est dit fini. 

Ex. : N est un ensemble infini (voir fig. A) ; Ø, {0}, 
{0, 1}, {0, 1, 2} etc. sont des ensembles finis. 

Déf. 4 : Le cardinal d’un ensemble fini est dit 
cardinal fini, celui d’un ensemble infini cardinal 
infini (ou transfini). 

Les cardinaux finis, qui peuvent être représentés par 

Ø, {0}, {0, 1},... permettent de construire l’ensemble 

des entiers naturels à partir de la théorie des 

ensembles (voir p. 53). 


Opérations sur les cardinaux 

On peut définir une addition, une multiplication, et 
une exponentiation dans l’ensemble des cardinaux 
d’un système d’ensembles. Ainsi, l'addition est 
associée à l'union d'ensembles, la multiplication à 


leur produit cartésien et l’exponentiation de card (A) 
par card (B) à l’ensemble des applications de B dans À 
(voir tab. B / 1, 2, 3). L’associativité, la commu- 
tativité, la distributivité relatives aux deux premières 
opérations et les lois usuelles sur les exposants restent 
vérifiées. 


Comparaison de cardinaux 

On peut définir, dans l’ensemble des cardinaux d’un 
système d’ensembles, une relation d’ordre totale (voir 
p. 43) par : 

card (A) < card (B) : «> IC (C € BAA-C). 

À l’aide du théorème de ZERMELO (voir p. 45) et de la 
théorie des ordinaux (voir p. 49), on montre que « < » 
est un bon ordre. 


Dénombrabilité, non-dénombrabilité 
Les cardinaux des ensembles infinis ne sont pas tous 
identiques ; au contraire, l’exemple des cardinaux 
infinis montre la multiplicité des ensembles infinis. 
Par exemple, on a le théorème suivant : Le cardinal de 
tout ensemble Æ est plus petit que celui de l’ensemble 
de tous ses sous-ensembles P(E), c’est-à-dire 
card (E) < card (SE) Ainsi, on peut construire à 
partir de IN un ensemble de puissance plus élevée : 
LAN). 
En revanche, l’ensemble des nombres rationnels Q a 
la même puissance que N (ceci se prouve par 
exemple à l’aide du procédé diagonal de CANTOR, voir 
n 


fig. C). De même, Q" = Q x … x Q et U E, avec, 


card (E) = card (IN) ont également la même puissance 

que N. 

Déf. 5 : Un ensemble £ est dit au plus dénombrable si 
card (E) < Ro où Ro = Card (N), dénombrable si 
card (E) = R et non dénombrable si card (E) > X o. 

Rem. : Si £ est un ensemble non dénombrable et A un 
ensemble dénombrable, on a E U A ~ E. On en 
déduit une règle de calcul importante sur les 
cardinaux (voir fig. B / 4). 

Ex. : Voir plus haut pour les ensembles dénombrables. 

Pour les ensembles non dénombrables, on peut citer, 

si card (E) = KA, outre R(E), l'ensemble des nombres 

réels IR. La non-dénombrabilité de IR peut être 
prouvée en la démontrant pour le sous-ensemble 


J={x|0<x<1,x ER}, car R est équipotent à J 


(voir fig. D,). La non-dénombrabilité de J se démontre 
par l'absurde (voir tab. D,). IR” = IR x ... x IR est de 
même puissance que IR (donc également €, ainsi que 
l’ensemble des quaternions). Par conséquent, 
l'ensemble des points d’une droite et l’ensemble des 
points d’un espace euclidien de dimension trois sont 
équipotents, ce qui signifie que la dimension n’est pas 
invariante par une application bijective quelconque. 
Déf. 6 : Le cardinal de IR est noté € : © = card (R). 
€ est aussi appelé puissance du continu . 

Ro est le plus petit cardinal infini, car tout ensemble 
infini contient une partie infinie dénombrable, et tout 
sous-ensemble d’un ensemble dénombrable est au 
plus dénombrable, L'hypothèse du continu affirme 
que ¢ est le plus petit cardinal supérieur à Rọ. Il a été 
démontré que cette hypothèse était indécidable. 
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disciplines mathématiques 


axiomes 
supplé- 
mentaires 


structures mixtes (structures multiples) 


ni 


Structures fondamentales 


Convergence 
de suites 


Structure Structure Structure 
algébrique d'ordre topologique 


Construction à partir des structures Structures de l’ensemble IR des nombres réels 


Structure algébrique 


Sa+ry= S+S) 


Homomorphisme 


par ex. groupes 


Œ;+,Q;: ŒF;+,Q; 
(1) Homomorphisme 
Q) flax) =a: f) 
Application linéaire 
(homomorphisme de modules 
et d'espaces vectoriels) 

par ex. espaces vectoriels 

(ou modules) 


Structure topologique 


Structure d’ordre 


A 


Ensembles ordonnés i 
x<y=æf(@s fo) 
Application croissante 


Espace topologique 


O ouvert de F = f- ' [0] ouvert de £ 


Application continue 


(F; T 


Applications compatibles avec les structures (morphismes) 
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La conception bourbakiste a fait disparaître le 
cloisonnement entre les différentes disciplines 
mathématiques. L'examen des constructions 
axiomatiques des différentes théories fait apparaître 
des structures fondamentales communes. Les 
disciplines traditionnelles se développent alors à partir 
de ces structures fondamentales et des structures 
mixtes construites à partir de celles-ci, avant d’utiliser 
des axiomes et définitions supplémentaires (tab. A). 


Structures fondamentales 

a) Structure algébrique : Un ensemble est muni 
d’une structure algébrique si une ou plusieurs lois de 
composition (internes ou externes, voir p. 39) sont 
définies sur cet ensemble, comme l’addition et la 
multiplication dans les ensembles de nombres, ou la 
multiplication d’un vecteur par un scalaire. Les 
structures algébriques les plus importantes sont : le 
demi-groupe, le groupe, Panneau, le corps, le module 
et l’espace vectoriel (p. 39). 

b) Structure d'ordre : Un ensemble est muni d’une 
structure d'ordre si une relation d'ordre (p. 43) est 
définie sur cet ensemble. Cela signifie dans le cas le 
plus général que dans cet ensemble, il existe des 
éléments comparables selon une règle définie, comme 
c’est le cas en particulier dans les ensembles de 
nombres réels avec la relation « s ». Parmi les 
structures d'ordre, on peut citer : les ensembles 
ordonnés, totalement ordonnés, ordonnés inductifs, 
bien ordonnés (p. 43). 

c) Structures topologiques : Un ensemble est muni 
d’une structure topologique si on a choisi dans cet 
ensemble un système de sous-ensembles © vérifiant 
certaines propriétés (voir p. 51). La structure 
topologique est fondamentale pour définir la notion de 
convergence qui, grâce à celle de filtre, peut être 
appréhendée d’une manière plus générale qu’en 
analyse classique. Un ensemble muni d’une structure 
topologique est appelé espace topologique (voir 
p. 207). Le mot espace peut être également employé 
pour d’autres ensembles structurés. 


Structures multiples (structures mixtes) 

Une structure multiple est une structure mixte composée 
de plusieurs des trois structures fondamentales. Parmi 
les structures multiples, on trouve entre autres : les 
groupes topologiques, les espaces vectoriels topolo- 
giques, les corps ordonnés (voir tab. B). 


Système de relations 

Les structures fondamentales peuvent se ramener aux 
relations qui produisent ces structures. Un ensemble 
structuré est alors un ensemble Æ sur lequel est définie 
une famille de relations {R;}. Si E est muni des 
relations R, …, R,, on note (E ; Ry …, R,) l'espace 
structuré associé. Le couple formé de Æ et de (R;, …,R,) 
est appelé système de relations. Quand n = 2, les 
relations qui fournissent les structures doivent être 
compatibles entre elles. Le choix des conditions de 
compatibilité est déterminant pour bâtir une théorie 
particulière (par exemple, la distributivité pour 
construire les anneaux, voir p. 41). 


Structures dérivées 

À partir des structures fondamentales, on peut construire 
les trois importants types de structures suivants. 

a) Sous-structure (sous-système de relations) : 
Lorsque le rôle des relations qui engendrent la 
structure est restreint à un sous-ensemble, on crée une 
sous-structure. Parmi les sous-structures, on trouve : 
les sous-groupes, les sous-anneaux, les sous-corps, les 
sous-modules, les sous-espaces topologiques, les 
ordres induits (voir p. 43). 

b) Structure produit (système de relations produit) : 
Si (E, Ri), …, (En, R,) sont des espaces structurés de 
façon analogue, par ex. par des relations toutes p-aires, 
E =E, x... x E, sera muni de la structure produit par la 
relation R p-aire, satisfaite par p éléments de Æ si, et 
seulement si, pour tout = 1, ..., n leurs p composantes 
d'indice i satisfont à R, 

c) Structure quotient (système de relations 
quotient) : On crée une structure quotient quand on 
transfère à un espace quotient E / À (R relation 
d'équivalence) la structure de Æ, à l’aide de 9 et des 
relations qui engendrent cette structure. Parmi les 
structures quotient, on trouve : les groupes (resp. 
anneaux, corps, modules) quotients, les espaces 
topologiques quotients. 


Applications compatibles avec les structures 
Les applications permettent également de construire 
des liens entre les éléments d’ensembles munis de 
structures analogues. Il est important que ces 
applications soient compatibles avec les structures des 
ensembles qu’elles relient. De telles applications (voir 
fig. C) sont appelées morphismes, et créent en général 
une image « réduite » de la structure de départ 
(domaine de définition) dans la structure de 
l’ensemble d'arrivée. Les caractéristiques essentielles 
des structures sont conservées : par exemple le 
« groupe » par les homomorphismes de groupes (voir 
p. 73), l’« ensemble ordonné » par les applications 
croissantes (voir p. 47), la « convergence » par les 
applications continues (voir p. 225), 

Si l’on a affaire à des structures multiples, les 
morphismes doivent être compatibles avec chacune des 
structures fondamentales contenues dans ces structures 
multiples. Ainsi, les morphismes des groupes 
topologiques sont les homomorphismes continus. 


Isomorphismes 

Deux espaces de structures analogues sont considérés 
comme équivalents relativement aux structures 
considérées s’il existe entre eux un morphisme 
bijectif, dont l'application réciproque est aussi un 
morphisme. On parle alors d’isomorphisme, et les 
deux espaces sont dits isomorphes. 

On appelle automorphismes les isomorphismes d’un 
ensemble structuré sur lui-même. L'ensemble de tous 
les automorphismes d’un ensemble structuré, muni de 
la composition des applications, est un groupe 
(groupe des automorphismes), Ce groupe est 
important par exemple dans la théorie de GALOIS, et 
en géométrie. 
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R= Ro; Riu Ris + 


contient toutes pns qui envoient le 
polygone régulier à n côtés sur lui-même 


Définition d'une loi de composition interne 
o: G, X GrG, par 


(lire : « R; rond R; » c.-à-d. effectuer d’abord 
une rotation de į + @, puis une de j : 9) 
Ci 


Groupe de rotations 


Éléments inverses (resp. opposés) 
dans les ensembles de nombres 


a Ta; =4 
ie {0, 1, 2, 3} 
ao Ta; =a; =a; Tao 
ie {1,2,3} 
a, Ta, =a; =a, Ta, 
a, Ta; =4;, =4; Taz 
a, Ta, =a; =a, Ta; 


Table d'opération 


R° (R° R) = R? Risj= Résprx 


=Riigio= Rare Ri 


Rje R= R= R= RR; 
(qui se remarque grâce à la symétrie par rapport 


c à la diagonale dessinée en brun) 
2 


Structure 
imposée 


fpa 


Structure de groupe 
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On peut faire la somme ou le produit de deux 
nombres réels. Ces deux opérations sont des « lois de 
composition internes » dans IR. Ce chapitre développe 
cette notion. 


Lois de composition internes 

Dans un ensemble non vide Æ, le signe le plus souvent 

utilisé pour représenter une loi de composition interne 

est « T » ; il peut donc signifier « + », « : », ou toute 
autre opération. 

Déf. 1: T est appelée loi de composition interne sur 
un ensemble Æ si pour tout couple (a, b) E E x E il 
existe un unique c E E vérifiant a T b = c (voir 
fig. A). Un ensemble sur lequel est définie une loi 
de composition interne est désigné par (E ; T) et est 
appelé magma. 

Rem. : S'il existe une opération T qui n’est pas 
possible pour tout (a, b) E E x E, on dit loi de 
composition dans E (ex. : la division dans IR). 

Rem, : Toute loi de composition interne peut être 
définie comme une application. Soit T € £ x E ; on 
définit alors T : T — E par (a, b)}+> a T b. Dans le 
cas d’une loi de composition interne sur E, T= E x E. 

Dans le cas d’un ensemble fini, une loi de 

composition se représente commodément à l’aide 

d’une table d'opération (voir ill. B). 

Ex. de lois de composition sur E : 

a) «+», «°» sur N, Z, Q, R, C. 

b) La composition des rotations autour d’un point 
dans le plan euclidien (voir fig. C,). 

c) Addition, produit vectoriel sur un espace vectoriel 
euclidien de dimension 3 (voir pp. 191, 193). 

d) A et U sur R(E) (voir p. 25). 

e) «+ » sur l’ensemble des matrices (7, m) (voir p. 89). 

f) «: » sur l’ensemble des matrices (x, n) (voir p. 89). 

Ex. de lois de composition dans E : 

g) « -», « : » dans N, « : » dans Z. 

h) «+», «+» dans {1, 2, ..., 10}. 

Associativité 

La loi de composition interne n’a été définie que pour 

deux éléments. On peut l’étendre à plusieurs éléments. 

Déf. 2 : On pose dans (E ; T): Va, EE: 

a, T a, T a: = (a, T a) T a 

a T an Ril T a Ta) TanEN,n2»3 

Si Pon posait a, T a, T a, : =a, T (a, T a), les 

résultats pourraient être modifiés. 

Déf. 3 : On dit que T est associative sur E (ou que 
(E ; T) est un magma associatif) si Va, a» ay 
@,Ta)Ta;i=a,T (a, Ta). 

Lorsque T est associative, on peut placer les 

parenthèses à n'importe quel endroit, ou ne pas les 

mettre, et ce quel que soit le nombre de termes a, 

sans changer la valeur de l'expression. 

Demi-groupe (ou monoïde) 

Déf. 4 : (E ; T) est appelé demi-groupe (ou monoïde) 
si T est associative sur Æ . 

Les exemples a) à f) sont des demi-groupes, à 

l'exception de c) pour le produit vectoriel. 

Élément neutre 

Sia EN, Z, Q, R, C, onaa+0=a, a:1= a, pour 


les vecteurs a + 0,= a, pour A E R(E)A U Ø =A et 
ANEËE =A. 0, 1,0, Ø et E apparaissent alors comme 
«neutres» pour leurs lois respectives, puisque la 
composition d’un élément avec eux redonne cet 
élément. 


Déf. 5 : e E E est un élément neutre à gauche (resp. 
neutre à droite) de (E ; T) s’il vérifie Va E E, 
e T a=a (resp. Y a EE, a T e= a). e est un élément 
neutre s’il est neutre à droite et neutre à gauche. 

Rem. : S'il existe un élément neutre, il est unique. En 
outre, dans un groupe, la distinction entre éléments 
neutres à gauche et à droite est inutile, un élément 
neutre à droite étant nécessairement neutre à gauche 
et réciproquement (voir p. 73). 


Inverse d’un élément 

Les différences entre les structures algébriques sont en 

grande partie dues à l'existence éventuelle, pour 

a EE, d'un a™' E E (qui est aussi noté — a pour les lois 

additives) vérifiant a T a`' = a`! T a = e (e élément 

neutre). 

Déf. 6 : a`' E E est un élément inverse à gauche 
(resp. inverse à droite) de a E E dans (E ; T) 
possédant un élément neutre e, s’il vérifie a`! T a =e 
(resp. a T a™' = e). a~" est un élément inverse de a 
s’il est inverse de a à gauche et à droite. 

Rem. : Si T est associative (par ex. dans un groupe), 
l'inverse, s’il existe, est unique (voir p. 73). 

Le tableau D donne l'existence des éléments inverses 

dans les ensembles de nombres usuels. 

Rem. : L'existence d'éléments inverses permet la 
définition d’une loi inverse ; par ex. la soustraction 
et la division dans N, dans Q. 


Groupe 

Les ensembles munis d’une loi de composition interne 

pour laquelle l'existence d'éléments inverses est 

assurée possèdent des structures alg. particulières. 

Dét. 7 : (E ; T) est appelé groupe si (voir ill. E) 

I. T est associative, 
IL il existe un élément neutre, 
IL. tout élément possède un inverse. 

Un groupe est donc un demi-groupe qui vérifie en 

plus les propriétés H et II. 

Déf. 8 : Un groupe (E ; T est dit abélien (ou 
commutatif) si T est commutative (c.-à-d. vérifie 
Va,bEE,a T b=bT a). 

Ex. de groupes : (Z ; +), (Q ; +), (R ; +), (C€ ; +), 
(Q \4{0}; °), (R \ {0}; +), (C \ {0} ; +) (voir tab. D); 
l’ensemble de toutes les rotations d’un polygone 
régulier à n côtés (voir fig. C) où n = 3 est un 
exemple de groupe fini (Rọ élément neutre, R,._; 
inverse de R;) ; groupe à 2 (resp. 1) élément(s) (voir 
ill. C p. 40) ; ensemble £ de Pill, B (groupe de 
KLEIN) ; exemple e), exemple f) (en se restreignant 
aux matrices régulières, voir p. 91). Tous ces 
groupes sont abéliens, sauf le dernier. 

Si un groupe contient un nombre fini d'éléments, on 

parle de groupe fini, sinon de groupe infini. 

Déf. 9 : On appelle ordre de G et on note ordG le 
nombre d'éléments d’un groupe fini G. 
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Ensemble £ 
D tibilité 


Compa- 


demi-groupe 


Structure d'anneau 


Structure de corps 


La distribu- 


g 
tivité est 
ou" 


(E ; +) groupe abélien 
d’élément neutre g 


(E ; :) demi-groupe abélien 
d'élément neutre u 


(Œ \ {8}; :) 
groupe abélien 


Ix éléments 


(E est isomorphe à Z/27) 


Corps à deux éléments 


Ensemble 
d'opérateurs 


Loi de composition externe 


composi- 
tion interne 


Compatibilité 


Structure d’£2-module 


(voir ill. C, p. 38) 


Définition d’une loi de composition externe 
dont l’ensemble d'opérateurs est Z 


ZxG,—> G, application définie par 
GR) z R 


R, , peut être interprétée comme une rotation d’un multiple de k: p 


Exemple de Z-module 
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Anneau, anneau intègre 

Parmi les ensembles structurés algébriquement, ceux 

qui possèdent deux lois sont particulièrement utiles. 

Par analogie avec les ensembles de nombres, on notera 

ces lois « + » (addition) et « : » (multiplication). Pour 

que la structure soit homogène, ces deux lois doivent 
être compatibles. On pose alors, pour les anneaux, la 
condition de compatibilité suivante : 

Déf. 10 : On dit que « : » est distributive à gauche 
(resp. à droite) par rapport à « + » dans (E ; +, *) si 
on a Va, b,cEE,a:(b+c)=a:b+a:c (resp. 
(a+b):c=a:c+b:c). On dit que « : » est 
distributive par rapport à « + » si elle est distri- 
butive à droite et à gauche. 

Rem. : Si la multiplication est commutative, la 
distributivité à droite équivaut à celle à gauche. 

Parmi les ensembles de nombres, Z possède une 

structure intéressante : (Z ; +) est un groupe abélien, 

(Z ; +) est un demi-groupe commutatif possédant un 

élément neutre 1. Une telle structure algébrique peut 

d’ores et déjà fournir des résultats importants. 

Déf. 11 : (E ; +, +) est appelé anneau si (voir fig. A) 

I. (E ; +) est un groupe abélien, 

IL (E ; +) est un demi-groupe, 

II, «+ » est distributive par rapport à « + », 
L'élément neutre de la loi « + » est appelé élément 
nul. L'élément neutre pour « * », s’il existe, est 
appelé élément unité et on dit alors que l’anneau est 
unitaire, Un anneau est dit commutatif si la 
multiplication est commutative. 

Rem. : L'inverse de a pour l'addition est noté — a et prend 
le nom d’opposé. On a alors les relations suivantes : 
a:(-b)=(-a)"b,(-a):(-b)=a"b. 

Ex. : Z, Q, R, € munis de « + » et «+ », anneau des 
matrices (7, n), anneau quotient, anneau des polynômes. 

La distributivité fait jouer un rôle particulier au O dans 

les anneaux : a = 0 V b = 0 = a: b = 0, Si la 

réciproque a * b = 0 = a = 0 v b = 0 est également 
vraie, l'anneau est dit sans diviseurs de zéro. Dans le 

cas contraire, il existe a # 0 et b # 0 tels que a * b = 0. 

a ct b sont alors appelés diviseurs de zéro (voir 

anneau des matrices, anneau quotient). 

Déf. 12 : Un anneau unitaire (avec 1 # 0) sans diviseurs 
de zéro et commutatif est appelé anneau intègre. 

Corps 

Une structure plus forte que celle d’anneau unitaire est 

une structure où chaque élément possède également un 

inverse selon la multiplication, excepté l’élément nul, 

qui ne peut avoir d’inverse, car Va E E, 0 -a = 0# 1. 

Donc, si Æ est muni d’une structure d’anneau unitaire, 

on ne peut trouver d'éléments possédant un inverse 

selon la multiplication que dans Æ \ {0}. 

Déf, 13 : (E ; +, +) est appelé corps si (voir ill. B) 

I. (E ; +, *) est un anneau et 
IL (E \ {0} ; +) est un groupe. 

Rem. : Si (E \ {0} ; :) est un groupe abélien, Æ est un 
corps commutatif. Dans la pratique, on ne considère 
souvent que des corps commutatifs. Ainsi dans cet 
ouvrage, sauf mention explicite du contraire, tout 
corps intervenant sera commutatif. 

Rem. : L’inverse de a selon «: » est noté a°!. 

Ex. : Q, R, €, munis de « + » et « + », corps quotient, 
corps à deux éléments (voir fig. C). 


Dans chaque corps, on peut, par analogie avec les 
ensembles de nombres, définir une soustraction et une 
division sauf par O:a-b=a+(-b),c:d=c:d"! 


Loi de composition externe 
Les lois de compositions externes permettent également 
de construire des structures algébriques importantes. On 
fait agir sur un ensemble non vide Æ un autre ensemble, 
dit ensemble d'opérateurs. Les éléments de celui-ci sont 
composés avec des éléments de Æ pour redonner des 
éléments de Æ. On choisira le signe « L » pour 
représenter la loi de composition externe. 

Déf. 14 : L est appelée loi de composition externe sur 
un ensemble Æ muni de l’ensemble d'opérateurs Q 
si à tout couple (a, a) E Q x E correspond un et un 
seul b EE tel que a L a = b. Si un tel b n'existe pas 
pour tout couple (æ, a), on dit que L est une loi de 
composition externe dans E (voir fig. D). 

Un ensemble sur lequel est définie une loi de 

composition externe est noté (E, Q ; L). 

Rem. : Toute loi de composition externe peut être 
considérée comme une application. Soit T € Qx E ; 
on définit alors L : T > E par (a, a) > a L a. 
Dans le cas d’une loi de composition interne sur E, 
T = Q x E. Les anneaux et les corps peuvent être 
utilisés comme ensembles d'opérateurs. 

Toute loi de composition interne peut ĉtre considérée 

comme une loi de composition externe, en posant Q= £. 

Ex. : Multiplication d’un vecteur par un scalaire 
(Q= R), répétition d’une rotation ou de son inverse 
(Q = Z, voir ill. F), multiplication de matrices par 
un scalaire (Q = R). 


Module, espace vectoriel 

On remarque sur les exemples précédents que £ et Q 

peuvent avoir chacun des lois internes. Les modules et 

les espaces vectoriels sont des illustrations importantes 
de cette situation. 

Déf, 15 : Soit (E ; +) un groupe abélien, (Q ; +, *) un anneau 
unitaire et « Ħ » une loi de composition externe sur Æ dont 
Q est l’ensemble d'opérateurs. Alors (E ; +, Q ; +) est 
appelé module sur l'anneau Q (en abrégé &-module) si 
on a, pour tous 4, bE E et a, BEQ: 
Lae(a+b)=a*a+a®b 
IL (a+fpja=a*a+pea 
M. (a: fBjea=a°(pB°a) 

IV.lea=a (voir ill. E). 
Les propriétés I à II régissent la compatibilité des 
quatre lois de composition, 

Ex. : L'ensemble des rotations (ill. F) muni de la loi 
interne « o » (remplaçant +) et de la loi externe « : » 
(remplaçant +) est un Z-module. Tout anneau (et 
donc tout corps) est un module sur lui-même ; la 
multiplication de Panneau peut en effet être prise 
comme loi externe. 

Parmi les modules, ceux dont l’ensemble d’opérateurs 

est un corps jouent un rôle particulier. 

Déf. 16 : Si l’ensemble d'opérateurs & d'un module 
est un corps (non nécessairement commutatif), alors 
ce module est appelé espace vectoriel sur le corps 
Q (en abrégé Q-espace vectoriel, ou £2-e.v.). 

Ex. : L'ensemble des fonctions continues de IR dans 
R est un espace vectoriel sur R. Tout corps 
commutatif est un espace vectoriel sur lui-même. 
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Dans N, Z, Q, R, deux nombres peuvent toujours être 

comparés à l’aide de la relation < ; cette relation 

établit donc un « ordre » dans ces ensembles. Dans un 

système d’ensembles, la relation € permet la 

comparaison d’ensembles, mais deux ensembles ne 

sont pas nécessairement comparables (voir fig. A). 

Les deux relations « < » et « € » possèdent les 

propriétés fondamentales nécessaires et suffisantes 

pour établir une comparaison (voir p. 23) : 

(1) Tout élément est en relation avec lui-même 
(réflexivité). 

(2) Si a est en relation avec b et b en relation avec a 
alors a = b (antisymétrie). 

(3) Si a est en relation avec b et b en relation avec c 
alors a est en relation avec c (transitivité). 

Ces propriétés sont la base de la généralisation de la 

notion d’ordre connue sur les nombres. On renonce à 

la propriété qui assure que deux éléments sont 

toujours comparables. 


Relation d’ordre, ensemble ordonné 

Déf, 1 : Une relation < € E x E est appelée relation 
d'ordre si < est réflexive, antisymétrique et 
transitive (voir p. 31). (E ; <) est appelé ensemble 
ordonné. 

Rem. : < se lit « inférieur ou égal à ». 

Ex. d'ensembles ordonnés : (P(E) ; €), ainsi que tout 
système d’ensembles muni de € ; (N ; <) ainsi que 
Z, Q, IR munis de <. La divisibilité est également 
une relation d'ordre dans N. 

Relation d’ordre strict 

La relation < n’est pas une relation d'ordre dans les 

ensembles de nombres, car elle n’est pas réflexive ; il 

en va de même pour C dans tout système 

d'ensembles. En revanche, à la place de la réflexivité, 
ces relations possèdent la propriété suivante : 

a < b = » (b < a) resp., c.-à-d. que ces relations sont 

asymétriques (voir p. 31). Ceci conduit à définir la 

relation d'ordre strict. 

Déf. 2 : Une relation < € E x £ est appelée relation 
d'ordre strict si < est asymétrique et transitive. 
(E ; <) est appelé ensemble strictement ordonné. 

Rem. : < se lit « strictement inférieur à ». 

Construction des structures d’ordre 

A cause de l'absence de la réflexivité, une relation 

d'ordre strict ne peut jamais être une relation d’ordre, 

et réciproquement. Pourtant, on peut choisir 
indifféremment l'une ou l’autre pour bâtir les 
structures d'ordre, car toute relation d'ordre induit une 
relation d’ordre strict sur le même ensemble, et 
réciproquement. Le lien entre les deux uré par 
la diagonale D : = lœ x)|x € E}, qui caractérise la 
réflexivité. 

x relation d'ordre = < \ D relation d'ordre strict, 

< relation d’ordre strict = < U D relation d'ordre. 

Ou, avec les éléments : 

X<YX<YVXE}YTESp.X < y EX <YAX#Y. 

< et < peuvent donc être utilisées indifféremment ou 

même simultanément (voir ill. B). C’est également 
vrai pour > et >, relations d'ordre inverses 
respectivement de < et < : 

XZY:æ7Y<XrSpX>Y:æYy<X 

Aux relations d'ordre (strict ou non) €, C, <, <, « est 


diviseur de» correspondent respectivement les 
relations inverses 2, D, =, >, « est multiple de ». 


Ensemble totalement ordonné 

Les relations totales sont telles que deux éléments 

d’un ensemble sont toujours comparables (voir p. 31). 

Déf. 3 : (E ; <) est appelé ensemble totalement 
ordonné (ou chaîne) si < est une relation d'ordre 
totale (ou ordre total). 

Ex. : N, Z, Q, IR munis de < sont totalement ordonnés 
mais (PE) ; €) et (N ; |) ne le sont pas. 


Diagramme d’ordre (diagramme de HASSE) 

La structure d'ordre d’un ensemble fini peut, dans les 
cas simples, être représentée de façon claire par un 
diagramme d'ordre (diagramme de Hasse). Chaque 
élément de l’ensemble est représenté par un point du 
plan, avec la convention de dessiner b au-dessus de a 
et de le relier à a si a < b resp. a < b. On réduit le 
nombre de traits en rajoutant la convention de ne pas 
relier b à a si b est situé au-dessus d’un autre point 
relié à a (transitivité). 

L'exemple de la figure C a été dessiné de cette façon. 
On place b comme le voisin immédiatement supérieur 
de a si l’on a : 

a <bAVx(a<x<b=a=xvbz=x) 

Les éléments d’un ensemble totalement ordonné sont 
alors représentés sous la forme d’une « chaîne » (voir 
déf. 3). Pour les sous-ensembles de N, Z, Q et R, 
l'usage de la « droite numérique » permet également 
une bonne représentation de l’ordre induit dont on 
peut les munir (voir ci-dessous). 

Ordre induit 

Si l’on restreint la structure d'ordre d'un ensemble Æ à 
un de ses sous-ensembles S$, on parle alors d'ordre 
induit sur S (voir ill. D), La structure de Æ se transmet 
alors à S ; l’ordre induit peut posséder des propriétés 
supplémentaires par rapport à l’ordre de l’ensemble 
initial (dans la fig. C, par ex., {2, 4, 12} est un 
ensemble totalement ordonné, alors que Æ n’en est pas 
un), Le cas échéant, on peut explorer la structure de 
l'ensemble initial à l’aide des ordres induits (par ex. en 
utilisant le th. de Zorn, voir p. 45). Dans ce procédé, 
les notions suivantes jouent un rôle important. 


Plus grand élément, élément maximal 

Dans la suite, Æ est un ensemble ordonné. 

Déf. 4 : a est le plus grand élément (ou élément 
maximum) de E : + a E E a Vx (x E E = x < a) 
(voir ill. E). 

Comme on le constate sur la figure C, il mexiste pas 

nécessairement de plus grand élément dans un ensemble 

(mais s’il existe un plus grand élément, il est unique). 

En revanche, toujours dans cet ensemble ordonné de la 

fig. C, chacun des éléments 12, 25, 7 est le plus grand 

élément du sous-ensemble de ceux qui lui sont 
comparables. De tels éléments sont dits maximaux. 

Déf. 5 : a est un élément maximal dans 

E: ER xx)=(x=a)). 

Un ensemble ordonné peut en général posséder 

plusieurs éléments maximaux, mais un ensemble 

totalement ordonné en a au plus un : c’est le plus grand 
élément, s’il existe. Le théorème de ZORN porte sur 

l'existence d'éléments maximaux (voir p. 45). 
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(Œ; <) 
m, = sup (S) est le plus petit élément de M 
m, 


(E: 3) 
m; : majorant de $ 


m 
m, 


A 
Majorant Borne supérieure 
Élément Plus grand Bome Majorant 
maximal < dément 2 supérior E de 
dans $ des des S 
| | s'il 
appartient 
às 
C 


Lien entre élément maximal, plus grand élément, borne supérieure et majorant 


Soient (Q ; <)et S: = {x|xe Q'AX < 2} 


| n'y a pas de borne supérieure de $ dans Q, car 


V2 & Q (voir nombres réels, fig. A, p. 58). 


Si l'on considère (IR ; <), alors $ admet évidem- 

ment 2 comme borne supérieure dans IR. 

De manière générale, on a le résultat suivant : 
Toute partie bornée de Q possède une borne 
supérieure dans (IR ; <) (Théorème de la borne 
supérieure : voir p. 59). 


Sous-ensemble borné de Q n’admettant pas de borne supérieure 
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Rem. : Les notions de « plus petit élément » (ou 
élément minimum) et d’« élément minimal » sont 
définies de manière analogue, à l’aide de >. 

Majorant, borne supérieure 

La notion de plus grand élément d’un ensemble, 

explicitée en déf. 4 est également applicable à des 

sous-ensembles munis de l’ordre induit. Si, dans un 
sous-ensemble S$, il n’existe pas de plus grand 
élément, on peut éventuellement trouver dans Æ un 
élément m qui soit supérieur ou égal à tous les 
éléments de S, c’est-à-dire que m est le plus grand 
élément de $ U {m}. Ceci est par exemple le cas des 


nombres 1, 3, 2 pour le sous-ensemble 


Fi=x|x=1-1 nn EN \ (0}} de (Q; 3). 


Déf. 6 : m est un majorant de 
S: 4&8 C EamEE n VW (x ES = x < m) (voir 
ill. A). S’il existe un tel m, on dit que $ est majoré. 

Rem. : On peut également dire : 

m est un majorant de § <> m cst le plus grand 

. élément de SU {m}. 

Etant donné un sous-ensemble majoré, on peut 

considérer l’ensemble M de tous ses majorants, et se 

poser la question de savoir s’il possède un plus petit 
élément. Ainsi, pour le sous-ensemble F défini 

précédemment, M = {x | x E Q À x z 1} admet 1 

comme plus petit élément. L'existence d’un tel « plus 

petit majorant » (borne supérieure) n’est pas assurée 

dans le cas général (voir fig. D). 

Déf. 7 : s = sup (S) (borne supérieure de $) : «> $ € E À 
M = {m| m majorant de S} À s plus petit élément de M. 

De cette définition, on déduit immédiatement que si la 

borne supérieure d’un sous-ensemble existe, elle est 

unique (car c’est un plus petit élément). Les relations 
entre plus grand élément, élément maximal, majorant 

et borne supérieure sont rappelés en fig. C. 

Rem. : La notion de borne supérieure joue un rôle 
important dans de nombreux processus de 
complétion, comme la complétion de Q par les 
nombres irrationnels pour obtenir l’ensemble R. 
Dans (Q ; <), un sous-ensemble majoré ne possède 
pas nécessairement de borne supérieure (voir fig. D), 
alors que cette propriété est vraie dans (R ; <), grâce 
à l'introduction des nombres irrationnels (voir p. 59). 

Rem. : Les notions de « minorant », de sous- 
ensemble « minoré » et de « borne inférieure » (inf) 
sont définies de manière analogue. 


Ensemble bien ordonné, bon ordre 

La propriété d’une relation d’ordre totale est équivalente 
à celle qui assure que tout sous-ensemble constitué de 
deux éléments (et par conséquent, tout sous-ensemble 
fini non vide) possède un plus petit élément : 
cE{a,b}a 


a<bvb<a< Jc ee x 
c plus petit élément de {a, b} 


On peut différencier de ce point de vue (N ; <) et 
(Z ; <). En effet, dans (N ; <), tout sous-ensemble infini 
(y compris IN) possède également un plus petit élément, 
alors que ce n’est pas le cas dans (Z ; <) (par ex. Z lui- 
même ou {0,- 1, — 2, ...} ne possèdent pas de plus petit 
élément). (N ; <) possède donc un ordre total particulier. 
Déf. 8 : Un ensemble ordonné (E ; < ,,) est dit bien 


ordonné si tout sous-ensemble non vide de Æ 
possède un plus petit élément. On dit alors que 
< po, eSt un bon ordre. 

Un bon ordre est nécessairement un ordre total, et donc 

tout ensemble bien ordonné est totalement ordonné. La 

réciproque n’est pas vraie, car (Z ; <) est totalement 
ordonné, mais non bien ordonné (voir ci-dessus). 

Une conséquence notable du bon ordre est la propriété 

qui assure que tout élément d’un ensemble bien 

ordonné, s’il n’en est pas le plus grand élément, 
possède un et un seul successeur, au sens de la 

relation d’ordre (voir les entiers naturels, p. 53). 

Ex. : (IN ; <), ainsi que tout ensemble totalement 
ordonné fini, sont bien ordonnés. Z peut être bien 
ordonné, grâce à l'introduction d’une autre relation 
d'ordre, qui se déduit aisément de la suite (0, 1, — 1, 
2,-2,...)parz S po, Z4: & isk. (Q; s<)et(R ;<) 
ne sont pas bien ordonnés, puisqu'ils contiennent 
(Z ; <). Q peut être bien ordonné à l’aide d’une 
suite — celle du procédé diagonal p. 35, par ex. — 
mais ce procédé est voué à l'échec pour R, car ce 
dernier n’est pas dénombrable. Jusqu’à présent, un 
bon ordre sur IR n’a jamais pu être explicité. 

Si l’on admet la construction axiomatique conduisant 
au théorème de ZERMELO (voir ci-dessous), tout 
ensemble — et donc IR — peut être bien ordonné. 

Rem. : Les bons ordres sont à la base de l’introduc- 
tion des ordinaux (voir p. 47). 


Théorème de ZERMELO, théorème de ZORN 
La littérature mathématique utilise souvent, pour les 
démonstrations concernant les ensembles infinis, 
l'induction (ou récurrence) transfinie et le théorème 
de ZERMELO : 
Tout ensemble peut être bien ordonné. 
Le théorème de ZERMELO est une conséquence de 
l’axiome du choix, énoncé en théorie des ensembles 
(voir p. 29). Réciproquement, l’axiome du choix peut 
être obtenu à partir de la propriété exprimée par le 
théorème de ZERMELO, prise comme axiome. À cause 
de cette équivalence, les critiques faites à l’axiome du 
choix sont également valables pour l'énoncé du 
théorème de ZERMELO. 
Le théorème de ZERMELO ne garantit que l'existence d’un 
bon ordre pour tout ensemble Æ, mais la relation qui le 
définit n’a en général aucun rapport avec une quelconque 
structure d’ordre que l’on pourrait connaître sur Æ. Enfin, 
il existe un troisième énoncé, équivalent à l’axiome du 
choix, donc au contenu du théorème de ZERMELO, qui 
met en jeu la notion d'ensemble ordonné inductif, c'est-à- 
dire d’ensemble ordonné dans lequel tout sous-ensemble 
totalement ordonné (pour la relation induite) admet une 
borne supérieure. Il s’agit du lemme de ZORN, autre 
conséquence de l’axiome du choix : 
Tout ensemble ordonné inductif admet au moins un 
élément maximal. 
Le corollaire du lemme de ZORN suivant est souvent 
utile : 
Si (E ; <) est un ensemble ordonné inductif, alors 
pour tout x E E il existe un élément maximal m tel 
que x < m. 
Ex. d'appl. : existence de base pour un espace 
vectoriel quelconque # {0} contenant une partie 
libre donnée. 
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il 0 = plu él., pas de plus grand él. 
pas de plus petit él., 0 = plus grand él. 
pas de plus petit él., pas de plus 
_ grand él. ! 
0 = plus petit él., — 1 = plus grand él. 


Je plus grand él. n’a pas d’antécédent 
0 = plus petit él., — 2 = plus grand él. 
— 1 est l’antécédent du plus grand él. 
2= plus petit él., 1 = plus grand él. 
Oest l'antécédent du plus grand él. 


Équipotence et structures d'ordre 


CE 
Ensemble de types d'ordre 


d élément NT LUS 


Ensemble de la non-antisymétrie de S 


La notion de cardinal (p. 35) permet d'appréhender le 
« nombre » d'éléments d’un ensemble. Elle est basée 
sur la comparaison, à l’aide d’applications bijectives, 
d’ensembles non structurés. Si les ensembles finis ne 
posent pas de problèmes, il n’en est pas de même des 
ensembles infinis. Les exemples les plus simples de 
ceux-ci sont les ensembles dénombrables, c’est-à-dire 
ceux qui sont en bijection avec N, Or N a une structure 
d'ordre remarquable. Deux de ses éléments peuvent 
toujours être comparés, un élément a toujours un suivant 
(ou successeur) et tout élément # O a un antécédent. Un 
ensemble infini qui ne peut pas être mis en bijection 
avec IN est le corps IR des nombres réels. Si deux réels 
peuvent toujours être comparés par la relation d’ordre 
naturelle de R, en revanche aucun réel n’a de suivant ni 
d’antécédent. Le repérage et la prise en compte des 
éléments d’un ensemble E semblent donc pouvoir 
bénéficier d’une bonne structure d’ordre sur E, cette 
structure pouvant être définie soit directement, soit par 
bijection à partir d’un ensemble ordonné. On est amené, 
de toute façon, à comparer des ensembles ordonnés à 
l'aide d'applications bijectives compatibles avec les 
structures d’ordre. C’est l’objet du paragraphe suivant. 


Isomorphismes d’ensembles ordonnés 

Déf. 1 : Soit (E ; <,) et (F ; <,) deux ensembles 
ordonnés et f: E —> F une application. On pose : 
(a) f croissante : <> VxWy (x <x y = f()< SV) 
(b) f isomorphisme d'ensembles ordonnés : 
< f bijective a f, f”! croissantes. 
(E ; <;)et (F ; <,) sont dits semblables s’il existe 
un isomorphisme d’ensembles ordonnés de l’un sur 
Pautre. On notera (E ; <,) = (F ; <3). 

Deux ensembles ordonnés semblables possèdent des 

ordres équivalents (isomorphes), donc ne peuvent pas 

être différenciés selon leurs structures d'ordre. Dans 

Pill. A, seuls les ensembles (5) et (6) sont semblables. 

Rem. : Deux ensembles ordonnés semblables sont 
équipotents, car un isomorphisme d’ensembles 
ordonnés est une bijection, mais la réciproque n’est 
pas vraie : deux ensembles équipotents ordonnés ne 
sont pas nécessairement semblables (voir tab. A). 


Type d’ordre 

La relation = est une relation d'équivalence dans tout 

ensemble d'ensembles ordonnés € ; en effet : 
(1) 14 est un isomorphisme d'ensembles ordonnés, 
(2) f isomorphisme d’ensembles ordonnés => f~! 
isomorphisme d’ensembles ordonnés, 
(3) f isomorphisme d’ensembles ordonnés 4 g 
isomorphisme d’ensembles ordonnés = g o f 
isomorphisme d’ensembles ordonnés. 

L'ensemble quotient € / = est donc constitué de 

classes d’ensembles ordonnés semblables. 

Déf. 2 : Un élément de l’ensemble quotient € / = est 
appelé type d'ordre. 

On peut attribuer à tout ensemble ordonné de € un 

type d'ordre à l’aide de l'application (surjection 

canonique, voir p. 31) oty : © — © / = définie par 

(E ; <) '> oty (E ; <) =|(E ; <). On vérifie alors que : 
oty (E ; <) = oty (F ; <,) = card (E£) = card (F), 

mais la réciproque n’est pas vraie (voir tab. A). 

Rem. : La propriété de bon ordre étant conservée par 
un isomorphisme d'ensembles ordonnés, € / = peut 
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être partagé en deux sous-ensembles disjoints, 
C,. / = contenant tous les types d'ordre d’ensem- 
bles bien ordonnés, et ©}, / = contenant ceux des 
ensembles non bien ordonnés (voir fig. B). 


Comparaison de types d’ordre 

Puisque deux ensembles ordonnés semblables sont 
également équipotents, une relation d'ordre < pour les 
types d’ordre doit être compatible avec celle sur les 
cardinaux (voir p. 35). Une définition naturelle serait 
alors : 

oty (A ; <) < oty (B ; K;): © 3C (C S Ba CEA), 
où C est un sous-ensemble de B muni de l’ordre induit 
(voir p. 35). 

La relation ainsi définie est effectivement réflexive et 
transitive, mais non antisymétrique (voir ill. C), donc 
n’est pas une relation d’ordre. En revanche, si on se 
restreint au sous-ensemble ©, / = des types d’ordres 
d’ensembles bien ordonnés, l’antisymétrie est alors 
vérifiée (conséquence de la prop. 1, voir ci-dessous). 


Ordinaux 

Déf. 3 : Le type d'ordre d’un ensemble bien ordonné est 
appelé ordinal, que l’on note en abrégé ord (E ; <,,) 
(voir fig. B). 

Rem. : L'application ord peut être considérée comme 
la restriction de oty au sous-ensemble €, des 
ensembles bien ordonnés de €. 

Si on restreint la relation < définie ci-dessus aux 
ordinaux, elle devient une relation d'ordre et on la 
note définitivement s. En outre, la structure 
particulière des ensembles bien ordonnés fait que 
cette relation est totale et est aussi un bon ordre sur 
tout ensemble d’ordinaux. 

Pour cette étude, on utilise la notion de section 

commençante ouverte, resp. fermée dans un ensemble 

totalement ordonné E. Six E £ , la partie 

Ax: = {y EE | y < x} est la section commençante 

ouverte définie par x, tandis que A, : = {y EE | y < x} 

est la section commençante fermée (voir p. 59). On a 

le résultat remarquable : 

Prop. 1 : Soient deux ensembles bien ordonnés. Alors 
soit ils sont semblables, soit l'un est semblable à 
une section commençante proprement dite de 
l'autre. 

Corollaire : Un ensemble bien ordonné n'est 
semblable à aucune de ses sections commençantes 
proprement dites. 

Ordinaux finis 

(N ; =) est bien ordonné, et donc tout sous-ensemble 

fini de N l’est également. Les sous-ensembles Ø, {0}, 

{0, 1},... quand ils sont non structurés, représentent 

les cardinaux finis. Munis de l’ordre induit, ils 

représentent les ordinaux finis. En effet, soit (E ; <,,,) 
un ensemble bien ordonné tel que card (£) = n : on 
peut alors le représenter sous la forme d’une suite, 
comme ao po, 41 Spo. Sho. er L'application 
fE — {0, 1, ... n- 1}, définie par a, i est alors un 
isomorphisme d’ensembles ordonnés, ce qui signifie 

que ord (E ; <,,)=0rd({0, 1, ….,n—1}; 3 

L'exemple des ensembles finis montre clairement que 

plusieurs bons ordres peuvent être définis sur un 

même ensemble (toute permutation différente de 
l'identité appliquée aux éléments de la suite crée un 
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Successeur d’un ordinal 


o3+1 


wti 


Suite d’ordinaux (CANTOR) 


. al Union ordonnée, somme d’ordinaux 


ANA (os Xi 222 Ja Yn ++) 


né Co 


b) Produit lexicographique, produit peur 
Xx }; <p: e (Co Yo) Coran on Onyo 


Somme et produit d’ordinaux 


nouveau bon ordre ; si card (E) = n, il existe alors 7 ! 
bons ordres sur Æ différents deux à deux). Mais, pour 
des ensembles finis, les différents bons ordres sont 
associés au même ordinal (voir plus haut), c.-à-d. 
card (E) = card (F) <> ord (E) = ord (F). 

Les ordinaux finis peuvent alors être confondus avec 
les cardinaux finis 0, 1, 2 etc. En revanche, il existe 
une différence essentielle entre les ordinaux infinis et 
les cardinaux infinis (classes ordinales, voir p. 49). 


Ordinaux infinis 
Un ordinal infini important est œ : = ord (N ; <). wœ est 
le plus petit ordinal infini. 
En effet, si ord (A ; <,,) < w, alors (A ; Spo.) est 
nécessairement semblable à une section commençante 
de (N ; <) (th. 1, p. 47), laquelle est un sous-ensemble 
fini de N. Ceci implique que A est également fini, et 
donc que ord (A ; <,,,) est un ordinal fini. 
On peut trouver d’autres ordinaux infinis à l’aide de la 
Prop. 2 : Si l’on ajoute à un ensemble représentant un 
ordinal æ un élément comme plus grand élément du 
nouvel ensemble ainsi formé, on obtient un ensemble 
qui est un représentant de l'ordinal B, successeur 
immédiat de æ (ß : = a + 1) (voir tab. A). 
Ainsi, les ensembles bien ordonnés (0, 1, ..., — 1), 
(0, 1,...—1,-2), ... (0,1, …,-— 1, .…., — n) etc. sont 
des représentants des ordinaux successeurs de  : 
w+ 1={0,1,2,..., 0}, @+2= {0, 1,2, ..., 0, @+ 1}, 
w+ n= {0, 1, 2, ..., 6, w + 1, ..., W + n- 1}, etc. 
La prop. 2 permet de construire le successeur & + 1 de 
tout ordinal œ, mais ce procédé ne permet pas 
d’atteindre tous les ordinaux. Par exemple, Pordinal 
associé à (1, 2, ...,— 1, — 2, ...), que l’on note 
w+w= {0, 1, 2, ..., 0, w+ 1, w+ 2, ...}, ne peut pas 
être atteint, car cet ensemble ne possède pas de plus 
grand élément. Ceci serait également valable si on 
voulait appliquer ce procédé aux ordinaux finis pour 
construire œ. De manière générale, on appelle ordinal 
limite un ordinal (# 0) qui n’est pas le successeur 
immédiat d’un autre ordinal : œ et œ + © en sont deux 
exemples. 
On peut alors répéter le procédé ci-dessus, en partant 
d’un ordinal limite. Ainsi, à partir de œ + œ (ou © 2), 
on obtient l’ordinal limite qui lui est immédiatement 
supérieur, œ + w + © (ou œ: 3), ctc. On construit ainsi 
une suite d'ordinaux, infinie (voir ill. B), dite suite de 
CANTOR, dont une des propriétés importantes 
s'exprime sous la forme : 
Prop. 3 : L'ordinal d'une section commençante 
ouverte quelconque Q, de l'ensemble bien ordonné 
engendré par la suite de CANTOR est @. 


Antinomie de BURALI-FORTI 

L'ensemble Q de tous les ordinaux est une notion 
contradictoire, En effet, si l’on accepte l'existence de 
cet ensemble, alors il peut être bien ordonné (bon 
ordre <, voir p. 47). Il existe donc un ordinal 

a: = ord (Q; <), avec a E Q. a permet de définir une 
section commençante ouverte Q, de (Q ; <), qui 
vérifie ord (Q, ; <) = & puisque Q est supposé 
contenir tous les ordinaux (l’ordinal associé à la 
section commençante fermée est œ + 1). (Qa ; <) et 
(Q ; <) sont donc semblables, ce qui est en 
contradiction avec la prop. 1 (p. 47). 
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Classes ordinales 
Un ensemble non structuré peut être bien ordonné de 
plusieurs façons. Dans le cas des ensembles infinis, 
on peut produire ainsi différents ordinaux (voir ill. A, 
p. 46). 
Si a est un cardinal, on appelle classe ordinale Z (a) 
Pensemble de tous les ordinaux dont les représentants 
sont de cardinal a. On a alors : 
a fini = card (Z (a)) = 1, 
a infini = card (Z (a)) > a. 
Par exemple, Z ( 8o), où Rọ = card (N) est un ensemble 
non dénombrable, dont le cardinal est désigné par K;. 
On peut montrer qu’il n'existe pas de cardinal compris 
entre Ro et R}. Si l’on accepte l’hypothèse du continu 
(voir p. 35), on en déduit alors : card (IR) = 84. 
Rem. : A l’aide de la notion de classe ordinale et du 
bon ordre < sur les ordinaux, on montre que la 
relation < sur les cardinaux est aussi un bon ordre. 


Opérations sur les ordinaux 
L'union ordonnée d'ensembles ordonnés permet de 
définir une addition non commutative sur les 
ordinaux (voir ill. C / a) ; à l’aide du produit 
lexicographique d'ensemble ordonnés, on introduit 
une multiplication non commutative d’ordinaux (voir 
ill. C / b). Ces deux lois sont associatives, mais la 
multiplication n’est distributive qu’à gauche par 
rapport à l'addition (cf. opérations sur les cardinaux 
p. 35). 
Repérage des éléments d’un ensemble 
Le cardinal œ d’un ensemble Æ non vide peut être 
défini comme le plus petit ordinal équipotent à Æ. On 
peut transporter sur Æ un bon ordre <,, par la 
bijection associée à cette équipotence. 
Ona a: = ord (E ; Spa): (E ; Spa) est semblable à la 
section commençante ouverte @, formée des ordinaux 
P < a. Yx E E, la section commençante ouverte 
S, : = {y EE |y <x} définit l’ordinal ord (S,). Si x! =x", 
on a ord (Sy) # ord (Sx). On peut donc repérer 
(« compter » serait abusif) les éléments de Æ à Paide 
de ces ordinaux dont l’ensemble constitue &. 
Si E est dénombrable, on retrouve une numérotation 
de E par N. 
Induction transfinie 
Le cinquième axiome de Peano (voir p. 53) énonce : 
MINAOEM A 
loi ea) Mn} 


Il est généralisable aux sections commençantes ouvertes 

d’ordinaux. Cela permet une extension du principe de 

récurrence (voir p. 21) appelée induction transfinie. 

Prop. 4 : Soit Q, = {P| P < a} une section 
commençante ouverte d’un ordinal et E € Qy Si (1) 
0 E E et (2) pour toute section commençante ouverte 
Q; E E (P< a) on a aussi BE E, alors E = Qu 

Si Q, = N, on retrouve le cinquième axiome de 

PEANO. La prop. 4 rend possible l'extension du 

principe de récurrence aux ordinaux infinis. On pourra 

ainsi démontrer des propriétés de la forme 

w E Q, = A(B)). Il suffira pour cela de démontrer : 
DAO), Q)(Vr(r<B=+A(D) AB). 

Dans le cas Q, = IN, (2) est équivalent à 

Vn (AG) = A (n+ i 
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(a):= (rz) j (i. E 


n+1 


J ona, avecn > 0 — 


+— tout a, avec n = 2—{ PN 


Jaz 
JE 


Tout voisinage de 0 contient presque tous les éléments de la suite, c.-à-d. qu’au plus un nombre fini 


A deces éléments est en dehors du voisinage. 


e r En 


5 ~“ qasma 


Convergence d’une suite 


d(X,Y)e R' 
Z Y 


A 


i d(X,Z) d(X,Y) a(X,Y)+4(Y,Z) 


Distance dans le plan euclidien IR? 


R (ou Q) 


A m 
i 


intervalle ouvert 


R? 


intérieur d'une 
cercle sphère 


intérieur d’un 


Boules ouvertes de centre m et de rayon £ 


Dans le plan euclidien IR?, on peut définir une 
métrique par 


c.-à-d. par la distance entre les points X et Y 
(B,). 

On obtient immédiatement les propriétés 

(0) XY=0%X=Y, 

(2) XY = YX (symétrie). 

La propriété 

(3) XY+ YZ 2 XZ, 

dite inégalité triangulaire se démontre comme 
indiqué en B,. 

(En coordonnées cartésiennes, on a, si 

X: (x) et Y = Yi, 2) 


XY= VO =y) +(x y) 


Pour tout Ve e il existe un 
D ‘ve Blao telq A 


Continuité en un point a 
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Les suites (p. 33) sont un moyen d'étude et de 
construction important (voir par ex. p. 61 ou la partie 
Analyse). Cependant, les structures algébriques et les 
structures d’ordre ne permettent pas de définir la 
notion de convergence d’une suite. De manière 
intuitive, l’existence d’une limite pour une suite 
signifie que dans tout « voisinage » de cette limite, on 
trouve toujours tous les éléments de la suite sauf un 
nombre fini d’entre eux (voir fig. A). Cette définition 
intuitive sera reprise de manière rigoureuse en 
utilisant des sous-ensembles particuliers de 
l’ensemble initial. Ce dernier sera muni d’une 
structure dite topologique, et deviendra alors un 
espace topologique, dans lequel la notion de voisinage 
est définie de manière axiomatique. On pourra alors 
passer à la définition de la convergence d’une suite. 


Espace topologique 

Les axiomes utilisés devant naturellement être les plus 

simples possibles, on est amené à la définition 

suivante : 

Déf. 1 : (E ; ©) est un espace topologique si est un 
sous-ensemble de P(E) possédant les propriétés 
suivantes : 

MET, EET, (10O,0,ET-+0,n0,€®, 

uNg cT- 10 ET. 


T est appelé topologie sur E. Les éléments de © 
sont appelés ouverts, ceux de E points. 

La notion de voisinage peut alors être définie, à Paide 

des ouverts : 

Déf. 2 : V est appelé voisinage de x si V € E et s’il 
existe un O € Ẹ tel que xE O € V. On désigne par 
V(x) l'ensemble de tous les voisinages de x ; on 
remarque que V(x) # Ø, car E E V(x). 

Rem. : Un espace topologique peut aussi être défini à 
l’aide d’axiomes sur les voisinages, la notion 
d’ouvert en découlant ensuite (voir p. 215). 

A l’aide de la notion de voisinage, on définit la 

convergence d’une suite : 

Déf. 3 : Soit (a, a, …) une suite dans un espace 

topologique (E ; ©). On dit que la suite converge vers 

aECE (et on note lim a, =a) si pour tout voisinage 


VE W(x) il existe un n, EN tel que n > n = a, E V. 
Dans un espace topologique le plus général possible, 
la limite d’une suite n’est pas nécessairement unique 
(voir p. 225). En revanche, si pour tout couple de 
points de Æ distincts on peut trouver deux ouverts 
disjoints les contenant (espace séparé au sens de 
HAUSDORFF), alors la limite est unique. Les espaces 
métriques sont des espaces séparés. 


Espace métrique 

Un ensemble £ est un espace métrique si l'on a défini 

une distance sur E, c.-à-d. s’il existe une application 

d: Ex E — R, vérifiant les propriétés 
(dey =0 xy dy) =d Qa), 
(3) d (x, y) + d (y, z) > d (x, 2). 

(voir Pill. B pour l'exemple de IR?). 

Ex. : Q et R deviennent des espaces métriques pour la 


distance définie par la valeur absolue : 
d(x, y) : =|x- y| (voir p. 57). 

Tout espace métrique peut aisément ĉtre rendu 
topologique. Pour cela, on définit une boule ouverte 
de centre m et de rayon €> 0 par 
B (m, €): = {x|x E E À d (x, m) < £} (voir fig. C), et 
on dit qu’un sous-ensemble non vide de Æ est ouvert 
s’il contient au moins une boule ouverte centrée en 
chacun de ses points. Dans une telle topologie, les 
boules ouvertes jouent un rôle particulier, car ce sont 
elles-mêmes des ouverts et donc tout ouvert non vide 
est une réunion de boules ouvertes. Ainsi, au lieu de 
considérer l’ensemble des voisinages d’un point, il 
suffit de considérer l’ensemble des boules ouvertes 
centrées en ce point. Une suite est alors convergente 
vers a dès que pour toute boule ouverte B (a, €), il 
existe n E N tel que n > m = a, E B (a, €) (voir 
déf. 3), c.-à-d. si on a 

Ve (e E RE => 3 m Vn (n = n = d (a, a) < £). 
Il est facile de prouver que tout espace métrique est 
séparé. 


Applications continues 

Les applications compatibles avec la structure 

topologique doivent être définies à Paide des ouverts. 

Cela amène à définir les applications continues. 

Déf. 4 : Soit (E ; T), (F ; T’) des espaces topologiques 
et f: E > F une application. f est dite continue 
sur E si VO (O E "= f-' [0] E ©) (voir fig. C 
p. 36). 

f est dite continue en a E E (continuité locale) si (voir 

fig. D) VV (VE 8 ({a)) = AU(U E Y(a) a f[U] € V). 

On peut montrer que f est continue sur Æ si et 

seulement si elle est continue en tout point de £. 

Rem. : Deux espaces topologiques sont indiscerna- 
bles d’un point de vue topologique s’il existe un 
homéomorphisme (bijection continue f dont la 
réciproque f° ! est continue) entre eux. Les applications 
continues sont les applications compatibles avec la 
structure topologique (voir Topologie). 

Dans les espaces métriques, la continuité locale peut 

être démontrée au moyen des boules ouvertes : 

f est continue en a si, et seulement si, toute boule 
ouverte centrée en f(a) contient l’image d'une 
boule ouverte centrée en a. 

On peut aller encore plus loin dans les espaces 

métriques et déduire la continuité locale de 

considérations sur les limites : 
f est continue en a si, et seulement si, pour toute 
suite (a,) convergeant vers a, on a : 


Jim, fla, = f(Jim, a,)= fla). 
C’est une condition usuelle de continuité en Analyse. 


Structures topologiques particulières 

Espace séparé et espace métrique sont déjà deux structures 
topologiques. L'étude de structures topologiques dérivées 
(sous-espace, espace produit, espace quotient) et de 
structures topologiques particulières, possédant des 
propriétés additionnelles (par ex. connexité, compacité), 
sera entreprise en Topologie (voir p. 207). 


52 Construction du système des nombres / Demi-groupe des entiers naturels 


Table d’addition et relation de succession dans IN 


5+2=541 d'après déf. 


PEEP SENERARE o. 0 D: 
0 1 23 46)6 G@)s8 9 


5+2=5"=7 


ommutativit 


Distributivité 


Règles de calcul dans le demi-anneau des nombres naturels 
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Construction des entiers naturels 
Une opération de recensement conduit en particulier 
à répartir une collection d’objets en ensembles 
d'éléments de même nature, mais de populations en 
général plus ou moins importantes. La notion d’entier 
naturel est le résultat d’une démarche qui consiste 
d’abord à ranger dans une même classe des ensembles 
de populations comparables (fig. A) c.-à-d. des 
ensembles équipotents (p. 35). Puis en convenant 
d'introduire la classe de l’ensemble vide à laquelle 
on associe l’entier zéro, noté 0, on construit 
axiomatiquement l’ensemble IN des entiers naturels 
qui permet de préciser un ensemble particulier des 
classes précédentes (les classes d’ensembles dits 
finis). Les trois axiomes suivants définissent IN à un 
isomorphisme près (ils sont dus à PEANO). 
(1) 0 est un élément de N. 
(2) I existe une bijection de N sur IN \ {0} noté aussi 
N':x1 S(x). [S(x) est le successeur x' de x.] 
(3) Si une partie P de N contient 0 et le successeur de 
tout élément de P, alors P = N. 
L'axiome (3), dit axiome d’induction, est fon- 
damental. D'une part si on substitue par exemple IR à 
IN dans (1) et (2) on trouve bien deux propriétés de IR : 
or IR n’est pas isomorphe à N puisque IR et N ne sont 
pas équipotents. D’autre part ce troisième axiome est 
à la base du raisonnement par récurrence (ou procédé 
de démonstration par induction complète p. 21) : soit 
A une assertion dépendant d’un entier naturel n. Si 
A (0) est vraie et si quel que soit n EN on a limpli- 
cation (A (n) vraie => A (n') vraie), alors A (n) est 
vraie pour tout z EN. À partir de l’entier naturel 0 on 
peut donc ainsi construire tous les entiers naturels. 
Déf1:1:=0,2:=1,3 :=22 ele 
Opérations 
Les opérations d’addition et de multiplication des 
entiers naturels n’ont pas leur définition contenue 
implicitement dans la construction axiomatique de IN. 
La somme n + m et le produit n + m des deux entiers 
naturels z» et m sont construits par récurrence en posant : 
Déf.2 :VanENn+0=n,n:0=0 et V (n, m) E N? 
n+m':=(n+m;, n'm =n'm+n. 
Addition 
Den+O=ncetn +m = (n+ my 
on tiren +0" =(n +0, soitn+1=n'; 
de même n +2 =n + 1 = (n+ 1) = (n')… etc. (ill. B 
et C,). II s’agit bien d’une opération interne. 
Th. 1 : L'addition est associative : V (n, m, k) E N? 
ona(n+m)+k=n+ (m+ k). 
Dém. : V (n, m) E N?, c’est vrai pour k = 0. En faisant 
l'hypothèse de récurrence 
(n +m) +p =n + (m + p), on déduit 
(n+ m)+p'=((n+ m) + p) = (n+ (m+ p)) 
=n +(m+p) =n + (m + p'), d'où le résultat. 
Th. 2 : 0, qui est neutre à droite par convention, est 
également neutre à gauche. 
Dém. : On a 0 + 0 = 0. En faisant l'hypothèse de 
récurrence 0 + p = p, on écrit successivement : 
0+p'=0+(p+1)=(0+p)+1=p+1=p'. 
D’où la propriété de 0. 
Th. 3 : L'addition est commutative : 
V(n m) EN’, n+m=m+n. 


Dém. : c'est vrai pour n ou m valant O d’après le th. 2. 
On prouve alors que c’est vrai pour n ou m valant 1. On 
a déjà 0 + 1 = 1 + 0. Si on fait l'hypothèse de récurrence 
p+1=14+p, on peut écrire p'+1=(p +1)+1=(1+p) 
+1=1+(p+1)=1+p'. D'où la propriété Vn, n + 1 = 

1 + n. On termine par le cas général : on sait déjà que 

n+0=0+netn+1=1 +n pour tout n. n étant laissé 

fixe, on fait l’hypothèse de récurrence n + p =p +n. 

On écrit alors n + p'=n + (p +1)=(n+p)+1= 

(p+n)+l=p+(n+1)=p+(1+n)=(p+1)+n= 

p' +n. D'où la propriété de commutativité. 

Rem. : (N, +) est un demi-groupe commutatif (p. 39). 
Il permet d’interpréter commodément (existence et 
propriétés) la « somme » de deux classes d’ensembles 
finis comme classe d’un autre ensemble fini (fig. C). 


Multiplication 

C’est une deuxième opération interne. On l’étudie 

par des procédés analogues à ceux employés pour 

l'addition. On peut réunir ses propriétés dans le 

Th. 4 : La multiplication dans N est associative et 
commutative. Elle possède un élément neutre 
(l'élément 1). Elle est distributive à droite et à 
gauche par rapport à l'addition. 

La dernière propriété s’énonce V (m, n, k) E N? 

(m +n):k=m" k+ n> k pour la distributivité à droite 

(de façon analogue à gauche). 


Structure d'ordre 

La déf. 3 donne à N une structure d'ordre total (p. 43) : 

Déf.3 :nsm:<A1pEN/n+p=m. 

(On pose également n < m : <> n sm an» m. Cette 

inégalité stricte ne définit pas une relation d’ordre.) 

La structure d'ordre total de IN est compatible avec 

l'addition (loi de monotonie) : 

Th.5:VKEN n+tksm+k&nsm. 

Le cas particulier n + k = m + k <> n= m porte le 

nom de règle de simplification lorsqu'il est pris dans 

le sens =. De même la structure d'ordre total de IN 

est compatible avec la multiplication par un entier 

naturel non nul (loi de monotonie) : 

Th. 6: VkEN \{0}nksm'knsm. 

Le cas particulier n + k =m + k <> n = m pour k # 0 est 

également une règle de simplification dans le sens =>. 

Rem. : 1) Une partie P de N, contenant lentier naturel 
k et le successeur de tout élément de P, contient de 
manière équivalente tous les entiers naturels » > k. 

2) La représentation géométrique des nombres naturels 
par l’intermédiaire d’un diagramme de HASSE (p. 43) 
se concrétise par une demi-droite d’origine O munie 
d’une division régulière indéfinie (fig. C). 


Soustraction, division 

Le tableau D résume les propriétés d’addition, de 
multiplication et d’ordre du demi-anneau commu- 
tatif unitaire IN. L’équation dans IN, d’inconnue x, 
x+ n= m west possible que si l’on a m > n: la 
solution, unique, s'appelle la différence m - n, qu'on 
obtient par soustraction. 

De même l’équation, d'inconnue y, y 'n = m n’est pas 
toujours possible, même pour n # 0. L’algorithme de 
la division pour obtenir le quotient de m par n non nul 
n’aboutit pas en général à un dernier reste nul. 

La construction d’autres nombres que ceux de IN 
permet de réduire ces impossibilités. 
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Z ensemble des classes d'équivalence dans N x IN modulo l'alignement oblique indiqué en rouge 


Addition 

A, aeZ, AbeZ n la|>]|bl=a + b= |a|- |b]. 
ae, abeZ_ n la|s|bl=a+ b= — (|b| — lal). 
Pour additionner deux entiers relatifs non nuls de signes contraires mais non opposés, on fait la 
différence de leurs valeurs absolues qu'on affecte du signe de l'entier ayant la plus grande valeur 
absolue. 


A, aeZ_abeZ.=a+ b= — (la| + bl). 
Pour additionner deux entiers relatifs non nuls de même signe, on prend la somme de leurs valeurs 
absolues qu'on affecte du signe commun aux deux entiers. 


Soustraction 
S aeZnbeZ=a-b=a+(-—b) 
Soustraire un entier non nul, c’est additionner son opposé. 


Multiplication 

M, aeZ, AbeZ_=ab= -|a| Ibl. 
Faire le produit de deux entiers non nuls de signes contraires équivaut à prendre l’opposé du produit 
de leurs valeurs absolues. 


1 


M, aeZ_abeZ_=ab= |a|: |bļ. 
Faire le produit de deux entiers non nuls de même signe équivaut à faire le produit de leurs valeurs 
absolues. 


€ 
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Problème général d’extension 

La soustraction dans N, opération inverse de 
l'addition, n’est pas toujours possible ; il en est de 
même de la division dans IN\{0}, opération inverse 
de la multiplication. On sait que pour rendre la 
soustraction opérationnelle sans restriction, il suffit 
d'introduire les nombres entiers négatifs. L'extension, 
par ce procédé, du demi-anneau N des entiers naturels 
aboutit à l'anneau Z des nombres entiers relatifs. 

Pour cette extension, et d’autres ultérieures, il 
convient de bien poser le problème : 

(1) M, étant un ensemble structuré, c.-à-d. un espace 
(ici N), il s’agit de construire, dans le sens (2), (3), un 
deuxième espace M, (ici Z), à rôle universel (cf. infra), 
dont la structure d’une part contient celle de M,, et 
d'autre part vérifie une propriété P étrangère à celle-ci. 
(2) Il existe une injection à de M, dans M, compatible 
avec les structures (p. 37) permettant ainsi de plonger 
M, dans M, : M, et i (M,) étant isomorphes, on iden- 
tifie M, à i (M). 

(3) Si M, est un espace dont la stricture contient celle 
de M, et vérifie P, et si M, peut être plongé dans M, 
par au moins une injection f compatible avec les 
structures, alors, quelle que soit cette injection f, M, 
peut être plongé dans M, par une injection g 
compatible avec les structures telle que l’on ait f= go i 
(propriété universelle de i, ill. A). 

Ainsi M, apparaît, indépendamment du procédé de 
construction adopté, comme le plus petit sur-espace de 
M,, à un isomorphisme près, vérifiant la propriété P. 
Construction de Z 

Si l’on a dans N n, > m, la différence n, — m, existe et 
il y a une infinité de couples (7, m) EN x N tels que 
Pon ait n, — m, = n, — m,. Cette dernière égalité traduit 
d’ailleurs la situation 7, + m1, = 1, + My, 1 > My. 

La relation À définie dans N x N 

par (n, m) À Om, m) : + n, + m, = n, + m, est 
une relation d'équivalence (p. 31). L'ensemble des 
classes N x IN / R, que l’on va munir d’une structure, 
se note Z. Si n = m la classe ||(n, m)]] peut aussi 
s'écrire ||(n — m, O)]. Sin < m on peut prendre l'écriture 
CO, m = n)]. 

Structure algébrique de Z 

On définit une addition dans Z, induite par celle de N, en 
posant (n, m) + [C4 K] = f(n + 1, m + D. Cette 
convention est licite car la classe du second membre 
est indépendante du choix des représentants adoptés 
pour définir les deux classes dont on fait la somme. 
De même on définit un produit : 

UC, m)] W O= [Gr + L+m k, mte n D), 
convention également licite. 

Muni de ces deux opérations, Z est un anneau 
commutatif unitaire, L'élément neutre de l'addition est 
[(0, 0)], celui de la multiplication est |[(1, 0)]. La 
soustraction dans Z est donc toujours possible. 

Z extension de N 

L'application de N dans Z définie par n — {[(, 0)| est 
une injection į vérifiant les relations V (n, m) EN x N, 
i (n + m) = i (n) + i (m), i (n © m) = i (n) > i (m). Comme 
de plus à (1) = [(1, O)], les éléments neutres de la 
multiplication se correspondent : il s'agit donc d’un 
homomorphisme du demi-anneau unitaire N dans 
Panneau unitaire Z (homomorphismes d’anneaux 
p- 81). Par suite en identifiant les éléments {[(x, 0)] et n 
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pour tout # E N, on plonge IN dans Z en respectant les 
structures liées aux deux opérations d’addition et de 
multiplication. 
En remarquant que, pour n E IN\{0} les classes fi(n, 0)] 
et (0, #)] sont opposées et qu’on a également n -n = 0 
dans N, on convient de simplifier l'écriture {|(0, »)] en 
-= n (cf. règles de calcul dans Z). Finalement Pensem- 
ble Z apparaît sous la forme N U {- n| n EN \{0}}, 
comme on l’a fait remarquer dans l'introduction, les 
éléments — n étant qualifiés d’entiers négatifs au sens 
strict, ceux de N\{0} étant les entiers positifs au sens 
strict (cf. infra). On pose dans la suite Z* = Z \ {0}, 
2,=N,Z;=N,Z_=Z\N",Z'=Z\N. 
La propriété d’universalité de à sera étudiée dans un 
cadre général pp. 78, 79. On conçoit bien toutefois 
qu'un anneau contenant N ne peut pas avoir « moins 
d'éléments » que ceux qu’on vient de mettre en évi- 
dence. (Z, +) est, à un isomorphisme près, le plus petit 
groupe additif contenant le demi-groupe (N, +). De 
même (Z, +, :) est, à un isomorphisme près, le plus 
petit anneau commutatif unitaire contenant le demi- 
anneau commutatif unitaire (IN, +, +). 

La multiplication dans Z fait de cet anneau un anneau 

sans diviseur de zéro, c.-à-d. un anneau intègre (p. 41) : 

le produit de deux éléments de Z ne peut être nul que 
si lun des deux facteurs est nul comme on le constate 

dans l'étude des règles de calcul dans Z. 

Structure d’ordre dans Z 

On définit une relation d’ordre dans Z de la même 

façon que dans N :a sb: 1pEN/a+p=b.l 

s’agit d’un ordre total, dont la restriction à N 

s'identifie à l’ordre défini sur IN. Alors que l’ordre de 

N est un bon ordre, celui de Z perd cette propriété 

(p. 45). N est le sous-ensemble des éléments de Z 

qui sont > 0, L'inégalité a s b est compatible avec 

l'addition dans Z : Ve, a + c€ s b +c $ as b. En 
revanche si on a bien Ve > 0, ac < be <> a < b, il faut 

écrire Ve < 0, ac s be < a z b. 

Rem. : L'application x — x + 1 de Z dans Z est 
bijective (restreinte à N elle s'identifie à $ et n’est 
plus bijective). Par suite un diagramme de HASSE 
relatif à Z demande une droite comme support, les 
points représentatifs étant régulièrement répartis, 
indéfiniment dans les deux sens opposés (fig. B). 

Règles de calcul dans Z 

L'opposé de b E Z, noté opp b intervient dans l'équation 

en x dans Z : x + b = a. On a effet x =a + opp b. 

Il est d'usage d'écrire x = a — b (soustraction). Si 

a = 0, 0- b = opp b et comme 0 est neutre, on adopte 

finalement — b = opp b (- (- b) = b). 

Si deux nombres non nuls sont opposés Pun de 

Pautre, Pun est dans N\{0}, Pautre dans Z \N. On 

appelle valeur absolue de b # 0 celui des deux nom- 

bres (b, — b) qui est dans IN\{0}, On le note | b |. Si 
b>0 (+ bENYO}, onadoncb=|b|=0+|b]=+]b] 
pour faire le pendant de b =- | b | pour b < 0. Conven- 

tionnellement | 0 | = 0. 

On dit que le signe d’un nombre b non nul est +, resp. -, 

selon que b est > 0, resp. < 0. On justifie alors facilement 

la règle des signes pour un produit de deux entiers 
relatifs a et b non nuls : a- b= |a |- |b |si a et b ont le 

même signe, a + b =- | a |: | b | dans le cas contraire (il 

suffit de revenir aux écritures ||(», 0)] et [(0, »)]). 

Le tableau C illustre ce dernier paragraphe. 
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Deux couples dentiers, éléments de 
Z x Z*, sont équivalents ssi leurs 
points représentatifs sont alignés avec 
l'origine. Les classes d'équivalence 
sont donc définies par des droites d 
passant par 0, sécantes à la parallèle A 
à l'axe des abscisses d’ordonnée 1. 
Toute droite d rencontre À en un point 
unique, dont la projection sur laxe 
des abscisses représente le nombre 
rationnel associé. 


A NE EE nt 
Haba] fac: bd) 


pA 


Soustraction On soustrait un nombre rationnel en ajoutant son ia 


ion de (a, b= p t- Ie, oE [(- a, b)] = aie 


On ne change pas la classe ||(a, b)]} si Pon multiplie, ou si l’on divise lorsque c’est possible, les deux nombres 
a et b par un même entier relatif non nul. 


SE ex0, niied biip a dde 


Kla, b)} = llac, bo)], ; F " b b:d’ 


B b 


a , ; i í : 
est la représentation normale d’un nombre rationnel si b > 0 et si a et b sont premiers entre eux (p. 1 18). 


Règles de calcul dans Q. Changement de numérateur (a) et de dénominateur (b). Représentation normale. 


Ce qui suit entre dans le cadre général de la représentation décimale (p.63). Si pour n € IN* 10" est 
l-5 107” est représenté par 1 précédé de n zéros, le zéro le plus à 
10" 


représenté par 1 suivi de z zéros, 


gauche étant suivi d’une virgule (10" = 1). 


On en déduit une écriture décimale de = € x - | , pour c E N*: 
10" 10" 


47 357% 6 X 80 _ 
=a, i505 ogg 0006 =00060 F= 8 = 8,00. 


Le nombre rationnel s „a> 0, b >00, mis sous forme normale, sera du type précédent ssi les diviseurs 


> 
premiers de b sont 2 ou 5, puisque 10" = 2" x 5": 
SOS De RS A ee 
Ce... RP R G COMTE TUTO) 


=0,1625 


Introduction aux nombres décimaux 
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La division dans Z comme dans IN n’est pas toujours 
possible. D’une part l équation en x, x : 0 =a, 
impossible pour a # 0, est indéterminée pour a = 0. 
D'autre part l'équation x + b = a n’a de solution, pour 
(a, b) E Z x Z’, que si l’on a a E b Z, ensemble 
des produits de b par les éléments de Z. So en est 


ainsi, x est le quotient de a par b et on écrit x = $- AG est 
le dividende, b le diviseur). 

Pour étendre la divisibilité par tout diviseur non nul, il 
faut plonger Z dans un sur-anneau commutatif 
unitaire intègre pour lequel la division par un élément 
non nul est toujours possible, Un tel anneau est un 
corps commutatif. En remarquant que l’on a toujours 
x: 0 = 0, que x soit élément d’un anneau ou d’un 
corps, la division par O ne peut conduire à aucune 
recherche de construction algébrique. Tout diviseur 
doit être supposé # 0. 


Construction de Q a, 


a, 
On remarque que si dans Z on a ==", alors 
b, b, 


a, b, - a, b, = 0. On définit la relation À' dans 
Zx Z par (a, b) R (a, b,) : & a, b,- a, b, = 0. Il 
s’agit d’une relation d'équivalence. L'ensemble des 
classes d'équivalence ||(a, b)], que Pon va munir d’une 
structure de corps commutatif, est désigné par Q 
(cf. ill. A). On pose dans la suite Q° = Q \{[(0, DI} 
Structure algébrique de Q 
On définit dans Q l'addition par 
Ia, D) + ie, d| : = [I(ad + be, bd)] et la multiplication 
par (a, b)]| + [Cc, d)] : = [(ac, bd)]. Ces définitions sont 
licites car les seconds membres ne dépendent pas des 
représentants choisis des classes figurant aux premiers 
membres. L'usage veut que l’on représente la classe 
a $ Ë 
[(a, b)] par bp: On retrouve sous cette forme des règles 


de calcul connues (paragraphe suivant et tab. B). 
On démontre facilement que (Q, +) est un groupe 
additif commutatif d’élément neutre (0, D]. L'opposé 
de [(a, b}] est [(- a, b)]. Par ailleurs, (Q*, +) est un 
groupe multiplicatif commutatif d’élément neutre (1, 1)]. 


iiem EE RTE a 
inverse pour la multiplication d’un élément 4, non 


nul TE ol et b sont # 0). On vérifie que la multi- 


slication est distributive par rapport à l'addition. 
(Q, +, `) est un corps commutatif, C’est la structure 
demandée. 

Q plus petit corps contenant Z 

On définit une injection à de Z dans Q respectant les 
structures de Z et Q par i (a) = ||(a, D]. La vérification 
est facile. Comme à (1) est élément neutre de la multi- 
plication dans Q, į (Z) est un sous-anneau unitaire de 
Q isomorphe à Z. On peut donc identifier [(a, 1)] 
à l’entier relatif a, soit F =a. L'équation x : b = a où 
(a, b) E Z x Z' est toujours possible dans Q. Elle est 


équivalente à x + k = T , Soit 


4 
x4() =la, 1-16, 17! = la, 11-12, bN = [Ga D) 
= P. : la division de a EZ par b E Z’ donne un élément 


deQ aib= 5} 


La situation de Q vis-à-vis de Z cst comparable à celle 
de Z vis-à-vis de N : l’universalité de l’application à 
fait de Q le plus petit corps, à un isomorphisme près, 
contenant Z. On peut signaler ici que, d’une manière 
générale, un anneau commutatif unitaire intègre peut 
être plongé, par un procédé analogue, dans un corps 
commutatif minimal (corps des quotients). 

Le tableau C donne quelques indications sur les 
nombres décimaux, dont l'intérêt est lié à la numé- 
ration décimale. 


Structure d’ordre sur Q 

Comme [[(a, b)] = {(- a, — b)], on peut toujours définir 

un nombre rationnel par [(a, b)] où a E Z et b E N'. 

De [(a,, b,)] = [(@, b,)] avec b, et b, > 0, on déduit que 

a, et a, sont soit simultanément nuls, soit simultanément 

dans Z}, resp. Z'. On peut donc donner la définition 

suivante : 

Déf. 1 : Un nombre rationnel [|(a, b)] avec b > 0 est dit 
positif, resp. négatif, au sens strict, si a > 0, resp. 
a < 0. En désignant par Q, l’ensemble des rationnels 
> 0 (positifs au sens large), resp. Q_ l’ensemble des 
rationnels < 0 (négatifs au sens large), on pose : 


Déf.2:psq:<q-pEQ,(+p-qEQ). 
Cette relation est une relation d’ordre total, pro- 
longeant celle de Z, compatible d’une part avec 
l'addition, d'autre part avec la multiplication par un 
rationnel > 0. 
La représentation des rationnels sur une droite 
indéfinie (ill. A) met bien en évidence les positions 
respectives des rationnels > 0, resp. < 0 (ensembles Q; 
et Q’). Entre deux rationnels p et q distincts, on peut 
toujours trouver un autre nombre rationnel, par exemple 
(p + q) : 2. On en déduit que {r | rE Q A p <r <q} 
est infini. Enfin (Q, <) est archimédien : quels que 
soient p et q strictement positifs, il existe n € IN° tel 
que l’on ait np > q. 
Structure topologique de Q 
À l’aide de la valeur absolue |p| = p si p > 0, 
[p| =-p si p < 0, on peut définir une métrique sur Q 
(p. 51), et par suite une structure topologique. L'appli- 
cation d : Q x Q —> Q, définie par d (p, q) =|p- q| a 
les propriétés d’une distance. La structure topologique 
de l’espace métrique Q est essentiellement construite 
à Paide des ouverts fondamentaux, les intervalles 
ouverts Ja, b[ ainsi définis : 

la, b| : = {x| xE Qha <x <b}. 
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-1 0 1 2 


Prop. : Il existe pas de nombre rationnel d tel que d? = 2. 
Dém. (par l'absurde) : on suppose que s est la représentation normale d’un rationnel d tel que d° = 2. 
2] 
i 
EL a 2 i : à x 7 PN 
De d’ = = = 2 on tire a? = 2b? : a est nécessairement pair car le carré du nombre impair 27 + 1 est le 
p“ 
nombre impair 4n (n + 1) + 1 (a E Z ). Mais 


: : DA , ss 4 RE 
entiers a et b ne sont pas premiers entre eux, en contradiction avec l'hypothèse p ` "P normale. 


i a = 2n, on a b? = 2°, donc b est également pair. Les 


Prop. : Le nombre irrationnel d = QU {x| x E Q; ax? < 2} vérifie d° = 2. 


Démonstration : D'après la déf. 6 on a : d?= Q U {xy x EQ ax? <2ay EQ ay <2}, 
d'où pour x = Oety > 0 (xy =x” y? <4 et x y <2. Réciproquement tout rationnel z € ]0, 2] 
peut s'écrire z =x y avec xE Qf ax? <2 ay EQ) ay?’ <2 (1). D'où d’ = {z| zE QAz<2} = 


A=2. 
()YnEN Ta, EN /(a, 10") <z<((1+a,) 107"), Pour n assez grand on peut prendre 
À x=(L+a) 10 "ey= +. 


Irrationnalité de V2 


A={xIxe QA x <2} 
—2 -1 0 1 
A_3={xIXEQnx< -2} 
—2 — 1 0 1 2 3 
A' ne définit pas de nombre réel 


A! = {x| -xe Qa} + A-2 


i e5 1 0 I 2 3 


V2 = Q_U{xIxEQf à x? < 2} 
EEE mn Oe snees ous el 


=2 -i 0 1 2 3 
-V2= {x|- xe Q2} 
-2 -1 0 1 2 3 


Le complémentaire Q Nr d’un réel r possède un plus petit élément si r est rationnel ; il n’en possède pas sir 
est irrationnel. 

L'ensemble {x| -x E Q Nr} n'est donc une coupure ouverte dans Q, c'est-à-dire un réel, que si r est 
irrationnel. L’opposé d'un rationnel ne peut donc pas être défini de la même façon que celui d'un 
irrationnel (p. 59). 


Opposé d'un rationnel, resp. d’un irrationnel 


En dehors de la division par 0, qui n'a d’ailleurs pas de sens, on peut effectuer les quatre opérations fon- 
damentales dans Q sans restriction. Une structure algébrique incomplète ne peut donc être un motif de nouvelles 
extensions. En revanche la structure d'ordre et la structure topologique présentent des insuffisances notables qui 
conduisent à l'extension de Q au corps IR des nombres réels. 
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Faiblesse de la structure d’ordre de Q 

(Q, <) est un ensemble totalement ordonné (déf. 3, 

p. 43), mais bien que les nombres rationnels 

définissent un ensemble dense sur la droite, ils ne 

permettent pas de la remplir complètement. On 
considère par ex. la « longueur » d de la diagonale 
d’un carré unitaire : d? = 1 + 1 = 2 (théorème de 

PYTHAGORE). À l’aide d’un compas, on peut placer le 

point correspondant à d sur la droite (ill. A). On 

obtient un point dont l’abscisse n'existe pas dans Q. 

On peut toutefois proposer des suites de nombres 

rationnels « approchant d », comme par ex. : 1 ; 1,4 ; 

1,41 ; 1,414 ; 1,4142... suite (x,) de nombres 

décimaux tels que Vn EN, x} < 2 < (x, + 107"). 

Quel que soit n E N, l’image de d a une abscisse 

située entre x, et x, + 10°", Plus généralement 

l'ensemble T = {x / x EQ À x? < 2} n’admet pas de 

borne supérieure dans Q (p. 44, ill. D et p. 45, déf. 7). 

Pour pouvoir formuler la propriété structurelle 

supplémentaire concernant un nouveau problème 

d'extension, on donne les définitions suivantes 
relatives à un ensemble totalement ordonné (M, <). 

Déf, 1 : Une section commençante, définie par p E M, 
est l’ensemble À, : = {x |x EM A x < p}. 

Déf. 2 : Une partie B C M est une coupure si B est 
non vide majorée, et si V x E B, A, C B. Une 
coupure qui n’a pas de plus grand élément (p. 43, 
déf. 4) est dite ouverte. 

Toute section commençante de (Q, <) est une cou- 

pure ouverte, La réciproque est fausse. Par ex. 

Q u {x/x EQ; À x? < 2} est une coupure ouverte 

mais n’est pas une section commençante. Pour 

combler cette lacune on fait une extension de (Q, <) 
en (IR, <) où IR est, comme Q, un corps commutatif 
totalement ordonné, de telle sorte qu'il y ait identité 
entre section commençante dans IR et coupure ouverte 

dans IR (propriété P). 

Construction de IR 

Déf. 3 : L'ensemble des coupures ouvertes dans Q 

est désigné par R. Les éléments de R, c.-à-d. les 

coupures ouvertes dans Q, sont les nombres réels. Les 
nombres réels sont donc définis comme des sous- 
ensembles particuliers de nombres rationnels. Dans la 

suite on les notera r, $, l... 

On utilise alors une propriété générale des ensembles 

totalement ordonnés, facile à justifier : si (M, <) est 

totalement ordonné, l’ensemble des coupures dans M 

est totalement ordonné par la relation €, et donc 

ement l’ensemble des coupures ouvertes. D'où : 


Th. 1 : (R, €) est totalement ordonné. 

On peut alors prouver, au sens de €, que toute 
section commençante dans IR est une coupure ouverte 
dans IR (facile) et que réciproquement toute coupure 
ouverte dans IR est une section commençante dans IR 
(plus délicat). Pour cette réciproque on étudie la 
réunion T dans Q de tous les réels (sous-ensembles de Q) 
qui composent une coupure ouverte C dans (R, &). On 
prouve que T est une coupure ouverte dans Q, donc un 
réel £ et que C s'identifie à la section commençante 
s IR définie par £. En substituant la notation < à € 
s R, plus commode pour le langage numérique 
ultérieur, on peut énoncer : 


Th. 2 : Dans (R, <) il y a identité entre section 
commençante et coupure ouverte (propriété P). 
Une conséquence importante est le théorème dit de 
la borne supérieure. 

Th. 3 : Dans (R, <) toute partie majorée admet une 
borne supérieure. 

Rem. : La notion de coupure est due à DEDEKIND, qui 
introduit les réels à l’aide des coupures B dans Q et 
de leurs parties complémentaires Q \ B. 


Plongement de Q dans R 

On peut plonger Q dans IR par l’application injective 
Q—R:pri(p) = A, Comme p < q entraîne 
A, S A, l'application à est isotone (p. 47). Les 
éléments de IR \ Q sont les nombres irrationnels (par 
ex. d, cf. supra). 

Il convient de montrer toutefois qu’à toute applica- 
tion injective isotone f de Q dans un ensemble M 
totalement ordonné satisfaisant à la propriété P, on 
peut associer au moins une application injective 
isotone g de IR dans M telle que f = g o i (p. 54 A). 
L'application g doit opérer sur R = Q ù (R \ Q). 
On définit la restriction de g à Q simplement par 
g (p) = f (E '(p)). Soit maintenant un irrationnel r, 
c.-à-d. une coupure ouverte dans Q, qui n’est pas une 
section commençante dans Q : si p parcourt r, f (p) 
croît avec p et la réunion dans M des sous-ensembles 
F, = {x EM, x < f (p)} est une coupure ouverte dans 
M, donc la section commençante d’un certain élément 
r'de M. On prouve que r’ ¢ f (Q) et l’on pose 
g (r) =r’; g est donc définie sur R, et l'on a facilement 
f= g o i. On vérifie pour terminer que g est injective 
croissante de (IR, <) dans (M, <). L'unicité de g n’est 
pas assurée (elle n’est pas exigée). 


Structure algébrique de IR 
La construction de IR a été faite sans que les pro- 
priétés algébriques de Q interviennent. On peut 
introduire une structure algébrique sur R, pro- 
longement de celle de Q. 
Déf. 4 : On pose : 
V (n SER? r+s:={x+y|xEray Es}. 
r + s est une coupure ouverte dans Q. IR est un groupe 
abélien pour l'addition, d'élément neutre O associé 
à la section commençante Q`. Sir E IR \ Q, les 
rationnels opposés à ceux de Q \ r définissent la cou- 
pure ouverte — r opposée à la coupure ouverte r. Si 
r E Q, r et son opposé sont définis resp. par les sections 
commençantes À, et À_,. On peut écrire IR = R} U {0} 
U R’, deux éléments # 0 opposés étant l’un > 0, 
Pautre < 0. 
Déf. 5 : On pose Vr ER, |r| : = sup (r, — r). L'appl. de IR? 
dans R, : (r, s$) > d (r; $) : =|r— s| est une distance. 
Déf. 6 : Si r ou s est nul, on pose rs : = 0 ; sir ets 
sont > 0, on pose 
rs: =Q U {xy/xEr\Q ay Es\ Q} 
Plus généralement si r et s sont de même signe, 
s | = |r| |s| et s'ils sont de signes opposés rs : =- |r] |s|. 
On montre que IR, muni de ces deux opérations inter- 
nes, est un corps commutatif, admettant 1 E Q C IR 
comme élément neutre de la multiplication. Q apparaît 
comme un sous-corps de R. (R, <) est un corps 
commutatif totalement ordonné archimédien. La 
relation d'ordre sur IR prolonge celle de Q. 
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site convergente 
do 


a 
E 5 


a 
d, Ua As A} ag 


10 
Gi1,,.1 40 6 az 


a a+e 


\ 
Dans cet exemple 7 (£) = 9 : les valeurs absolues de a — ay, 4 — ayo 4 — Gyi @ — dis, SONT < €. , 
Pour justifier la convergence de (a,) vers a, il faut prouver qu’à tout nombre £> 0 on peut associer un 

A; entier zt (£) tel que l'on ait |a — a,| < € pour tout n > n, (€). 


a—E 


Suite de CAUCHY dio 


ao a az asayäg dode a4 a, 
e À 


Si une suite (a,) converge vers a, la distance |a — a,| tend vers O quand n —> œ% ; il en est de même de la 
distance mutuelle |a, — a„| quand (n, m) — (0, œ). Ainsi dans lex. proposé, pour n et m = n (£) = 6, les 
valeurs absolues des différences 


lg — an lg — g, lg — ly, Ag — Aim ++ 

A7 — üg, 47 — ly, l7 — Aim -+ 

ag — ly, Ag — lip se 

äg — lip ++. 

sont strictement inférieures à €. . 
On a affaire à une suite de CAUCHY, si à tout nombre € > 0 on peut associer un entier n (£) tel que l'on ait 
la, — a,| < € pour tout n = n (£) et tout m = n, (£). Une suite qui possède cette propriété n’est pas 
A, nécessairement convergente. 


Suite monotone croissante P 
ao a a, az dy 454 ? 


[1 1 11, 


Ici on a pour tout n, a, , à 4, (Résultats analogues pour une suite monotone décroissante). 
A; Th. : Toute suite monotone bornée est une suite de CAUCHY. 


Suites dans Q 


(M, W, T) est un groupe topologique ssi (M, W) est un espace topologique, (M, T) un groupe, la 
condition suivante étant satisfaite : 

L'appl. f: M x M — M déf. par (x, y) >x T y! 

est continue (au sens de la topologie produit p. 221). 
Ex. : Les groupes (Q, +), (Q5 {0}, +), (R, +), (R N {0}, :) deviennent des groupes topologiques si Q et IR 
sont munis de leur topologie naturelle (p. 215). 


|B 


Groupe topologique 


Faiblesse de la structure topologique de Q 

C'est une démarche toute différente, due à CANTOR, qui apparaît dans une autre approche de IR, lorsqu'on veut 
remédier à la non-complétude de l’espace métrique Q. Ici, IR étant supposé connu, on aboutit à un corps 
isomorphe à R. Le groupe (Q, +) est, par l'introduction de la métrique de la p. 57, un groupe topologique 
(tab. B), dans lequel peuvent donc se poser des problèmes de convergence. B 

Une suite (a,) = (dy di, a» …) d'éléments d'un espace métrique M (cf. p. 51) converge vers a EM lorsque 
n tend vers + %, si V £> 0, J z EN tel que l’on ait Yn = m,, d (a, a) < £ ; on écrit lim a, = 4 (ill. A,). Dans Q, on 
écrit de façon précise lim a, = a <> Ve (e EQ = 3 m Vn (n = m = |a -a| < €). Deux types de suites vont 


souvent apparaître ici : 
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Déf. 1 : Une suite (a,) est dite équivalente à 0 si elle 
converge vers 0. 

Déf, 2 : Une suite (a,) est dite suite fondamentale, ou 
suite de CAUCHY, si à tout € > O on peut associer 
n, EN, tel que l’on ait d (a, a,) < € dès que n > n, 
et m è n (ill. A). 

Rem. : D’une manière générale la convergence dans 

un groupe additif topologique d’une suite (a,) vers a 

s'exprime de la façon suivante : pour tout voisinage 

v (0) de l’élément neutre, il existe 7 EN tel que l’on 

ait Vn = no, 4, — a Ev (0). Pour une suite de CAUCHY, 

on écrit V v (0), An, EN tel que : 
Vazn,Vman,,a,-a,Ev(0). 

Th. : Toute suite convergente dans un espace métrique 
est une suite de CAUCHY . 

La réciproque est malheureusement inexacte. Une 

suite peut être de CAUCHY sans pour autant converger. 

Par ex. la suite des valeurs décimales approchées par 

défaut de V2 est une suite de CAUCHY dans Q, non 

convergente dans Q. On dit qu’un espace métrique 
dans lequel toute suite de CAUCHY est convergente est 
un espace métrique complet. Q n’en est pas un. On est 
donc amené à étudier une extension de Q en un 
espace complet. De façon précise il s’agit de cons- 
truire l'espace complété de Q. 


Construction de espace complété de Q 
Dans Q l’ensemble des suites de CAUCHY est un 
groupe additif C dont l'élément neutre est la suite 
nulle. L'ensemble des suites équivalentes à 0 est un 
sous-groupe Z de C (si (a,) et (b,) sont dans C, il en 
est de même de (C,) = (a, — b,) = (a,) — (b,), d'où les 
résultats). On peut dans ces conditions poser : 
Déf, 3 : Soit ((a,),(b,)) EC?. On convient : 
(a) R (b,)< (a b) E Z. 
HN est une relation d'équivalence (p. 31). 
R est permise pour l'addition : si (a,) À (b,) et 
(c,) À (d,), alors (a, + c,) À (b, + d,). Cette propriété 
confère à l’ensemble quotient C / À une structure de 
groupe additif : on peut définir la somme de deux classes 
La) et Ke par Kal + MeN: = Ka, + 6) puisque 
le second membre est indépendant des représentants 
choisis pour définir les classes figurant au premier 
membre. Les suites équivalentes à 0 constituent la 
classe nulle, et la classe opposée de ||(a,)] est : 
-= [a)l = I- a)l. Ce groupe additif est le groupe 
quotient C / Z (pp. 37, 75). 
Si une classe dans C / À n’est pas la classe nulle, on 
peut montrer qu’elle admet pour représentant une suite 
rationnelle (a’,) dont tous les termes sont non nuls et de 
même signe s. De plus pour tout représentant (a,) de 
cette classe a, * a! — 1 lorsque n tend vers + ©, En 
particulier a, finit par garder le signe s lorsque n — + ©. 
Déf, 4 : On convient de représenter par O la classe 
nulle, Si {[(a,)] est # 0, on dit que {|(a,)] est > 0 si s 
est le signe +, et que [[(a,)] est < 0 si s est le signe —. 
Plus généralement on pose [(a,)] > [(b,) ] si 
a, - b) > 0 et ia) < M) si (Ca, — b) < 0. 
On prouve facilement que la relation < est une 
relation d'ordre total dans C / À, compatible avec 
l'addition du groupe C / Z. 


| a) a,)|z0 
En posant ||la,l:= ] poup la T a 


définit une valeur absolue dans le groupe additif 
totalement ordonné (C / Z, <) noté dans la suite Q. Le 
paragraphe suivant montre que Q est le complété de Q. 


Structure de Q 

Si (a,) et (b,) sont deux suites rationnelles de CAUCHY, 
il en est de même de la suite (c,) = (a, b,). De plus on 
peut poser [(a,)] + 1(b,)1 = [c,)}, le résultat étant, ici 
aussi, indépendant des représentants choisis (cf. addi- 
tion). La classe [(e,)] où Vn, e, = 1, est l’élément 
neutre de cette multiplication commutative. Si |{(a,)] 
est non nulle, [(a,)] = [[(a/)] (cf. supra). La suite (z ) 
est de Cauchy. Elle définit la classe inverse de [(a,)]. 
Q est un corps commutatif totalement ordonné par <, 
relation compatible avec la structure de Q. L’appl. i de 
Q dans Q, p > i (p) : = [p,)] où Ya p, = p est un 
homomorphisme injectif du corps commutatif 
totalement ordonné (Q, <) dans le corps 
commutatif totalement ordonné (Q, <). L'application 
ô de Q x Q dans Q, définie par (a, B) > ô (a, B) : = 
la B a les prop. d’une distance à valeurs dans Q,. 
Elle permet de définir la topologie des e-voisinages 
sur Q (p. 51) avec € E Q',. On peut d’ailleurs ici 
prendre £ E Q', (Q, € Q) sans restriction. Pour cette 
topologie, toute suite de CAUCHY dans Q est 
convergente dans Q. Q est complet pour ô. De plus 
toute suite de CAUCHY (a,) dans Q converge vers 
a = |[(a,)] dans Q : 

V e (£ EQ, = 3m (n> m=|a-a,]| <e)). 
Partant de là, l'étude de la propriété d’universalité de 
l'injection à montre que Q est, à un isomorphisme 
près, le plus petit espace complet contenant Q. 
Isomorphie de Q et IR 
Dans (R, s) toute partie majorée admet une borne sup. 
En particulier tout réel r est la borne sup. de l’ensemble 
C des rationnels qui lui sont strictement inférieurs 
(C est la coupure ouverte définissant r). La distance 
d (r, s$) =|r -s| fait de (IR, d) un espace métrique. 
VnEN'3!p,EZ tel que 

-1+p, pnp, L+p, 

CET Big Bi sr < zok (prop. archim.) 
Le rationnel €, appartient à la coupure ouverte C et 


2. ; s 
|r=c,|< 3 : donc c,—> r dans (R, d). Comme 


22 OA ER 
z +m >» © en déduit que (c,) est de 


CaucHY dans Q. C s'identifie à l’ensemble des 
rationnels que l’on peut majorer par un c,. L’appl. 
r > [(c,)l est donc injective de IR dans Q. En fait 
c’est un isomorphisme du corps tot. ord. (IR, <) sur le 
corps totalement ordonné (Q, <) avec correspon- 
dance des distances d et ô. 

On peut terminer en signalant que R est, à un 
ismorphisme près de corps totalement ordonnés, le 
seul corps commutatif totalement ordonné archi- 
médien, complet. 


— Cnl< 
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(aniba) a=k, 10 b,=(k,+1):107" 


(:2 = A 
(1,4; 1,5) k;=14 a; =14 
(1,41; 1,42) k,= 141 

(1,414:1,415)  k,=1414 
(1,4142; 1,4143) ką = 14142 a, = 1,414 


a, = 1,4142 ` 1,4143 = b4 
M2 = 1,41421356237309504880.. 


Exemple de segments emboîtés pour définir v2 


Toutes les lettres utilisées désignent des entiers = 0. On obtient le dév. décimal de E (p et q > 0) par le 

; $ CT a Dis écim: e dév. se 

procédé de la division avec reste. Si celui-ci finit par être nul, c’est que P est un nombre décimal, dont le dév. se 
d 


stabilise à 0. Sinon la division peut être poursuivie indéfiniment. Mais comme les chiffres du reste forment 
un entier < q, on retrouve, au plus au bout de q divisions, une suite de chiffres dans le reste déjà rencontrée. 
Le dév. décimal devient alors périodique. Dans la suite p et q sont premiers entre eux. 


Ex. :P 223 = 0,116161616... = 0,116... (On surligne la première période rencontrée). Plus généralement 
q4 198 

P = ay Ay ee dk bi b, bi o avec ay E N ct Vi O < a; < 9, Vj 0 < b; s 9, le développement décimal ne 

q 

pouvant toutefois se stabiliser à 9. On peut donc écrire 


PE. a bhabi fiy 1 h 1 i a bibz..by 
ste 


= + - 

e; + 2 Ki 

4 jo aot | 10 10 18 10{10/-1) 

où a EN et P = b, bs. b,< 10! 1 (série géométrique p. 280). 

Comme q est de la forme 2“ 5” s, où & > 0, p> 0, s > 1 et premier avec 10, on constate que 
LEE d . La fraction du premier membre étant irréductible, on en déduit que k = A = sup (a, B) 

TA] 

sh 10 (10!-1) 

et que s divise 10'— 1 qui n’est évidemment multiple ni de 2 ni de 5. : | 

On prouve donc incidemment que tout entier premier avec 10 divise au moins un nombre de la forme 10° 1. 

On établit alors que k = h et que / se confond avec m = inf {1| EN" a s| (10"-1)}. 


p i p a st r p' 


Á . . 
L'écriture == = montre que Pest irréductible. En divisant p’ par s, il vient 


zy 5 s ; 
EET 10 s 
5 i ipli ê facteur 
P d -d irréductible, soit P' = c+—”— , en multipliant d et s par un même facteur 
- =c+<,d<s,— , 101 
$ S S - 
convenable. On a encore n < 10” — 1. Finalement : 


E E E (! al pl p, |= Co Ci ci Mg a ny, CE qui achève la démonstration. 
= m y SER € 
dd dioh 10 10” 
Rem. : Les résultats se généralisent pour une base de numération b quelconque (b > 1). Les nombres dits 


P |. ô éci fait i ir la déc siti he 
b-adiques [= 3 [jouent le rôle des nombres décimaux. On fait intervenir la décomposition de b en 


facteurs premiers pour aboutir à des conditions comparables concernant le développement b-adique. 


B 


Développements décimaux et b-adiques 


On trouvera pp. 301, 307, 309 les compléments nécessaires sur les fonctions de la variable réelle : 
1 x 

xmy=f()=xtæxzf, (y)=y: (a ER’) et 

XP y= exp, (x) = a" x = log, y (a ER; \{1}). 

Elles satisfont resp. aux relations suivantes : 

Fao fn = fa, exp, (X + x") = exp, (x) exp, G’), 

log, (yy) = log, y + log, y'. 
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Segments emboîtés 
La notion est due à WEIERSTRASS. Si a et b sont deux 
éléments d’un ensemble totalement ordonné (E, <), ils 
sont comparables, par ex. a s b : le segment [a, b] 
d’extrémités a et b est le sous-ens. des éléments x de £ 
tels que a < x s b. Il est réduit à un singleton si a = b. 
Une suite de segments ([a,, b,]) de £ est dite emboîtée 
si Vn EN [a,,,,b,,1] © [an b,]. Par ex. les deux 
suites rationnelles, 

a,=1+ i tit +1 b,=a,+ + nEN', 
définissent une suite ([a,, b,]) de segments emboîtés 
dans Q comme dans IR. Pour toute suite de segments 
emboîtés, (a,) est croissante au sens large, (b,) est 
décroissante au sens large. Si Æ est un corps 
commutatif totalement ordonné (b, — a,) est une suite 
positive décroissante au sens large. 
On dit que (E, <) vérifie l’axiome des segments 
emboîtés si pour toute suite de segments emboîtés 
(lan b,]) l'intersection À, [a,, b,] n’est pas vide. Q ne 
vérifie pas cet axiome. En revanche R le vérifie. 
Dans l'ex. préc., l'intersection dans IR des segments 
[an b,] est le singleton {c} : e est le nombre d’EULER 
qui est irrationnel ; dans Q cette intersection est vide. 
D’une manière générale dans IR si ([a,, b,]) est une 
suite de segments emboîtés, (a,) et (b,) sont des suites 
convergentes : a, > a, b, > b, avec a < b. On a 
alors „y [an b,] = [a, b]. Une condition nécessaire 


et suffisante pour que a = b est que b, — a, tende vers 
0 : on dit alors que (a,) et (b,) sont adjacentes, de 
limite commune a = b. On peut concevoir une 
construction de IR à partir des suites de segments 
emboîtés dans Q telles que b,-a,— 0. 


Représentation des nombres réels 

On connaît le principe de la représentation décimale 
dans IN. Les nombres 0, 1, 2... 9 ont leurs symboles res- 
pectifs appelés chiffres. Tout élément de N > 9 s'écrit de 
manière unique sous la forme z, 10" +... + z, 10 + Zo, 
où les z, sont des entiers naturels < 10, m E N°, z„ # 0, 
Ex. : 5436 = 5.10? + 4,10? + 3.10 + 6. 

L'écriture d’un élément de Z° est celle de son opposé 
précédé du signe moins. La partie entière £ (r) d’un 
nombre réel r est le plus grand élément de Z qui soit 
<r: E (V2) = 1, E (V2) =-2. Les nombres décimaux 
sont les réels de la forme o ,2EZ,SEN. 


Ils constituent un anneau. L'écriture d’un nombre décimal 


d utilise la virgule : Zek =54+ N = 54,36 ; pour un 
nombre négatif : — ar36, =-55 + 14 =55,74. 


10 10 
L’entier qui précède la virgule est Æ (d) ; il est surmonté 
d'un trait s’il est négatif. La partie décimale est 
toujours positive (— 54,36 a pour partie décimale 0,74). 
Pour ce qui va suivre, l'écriture 54,36 du nombre déci- 


5436 
Il 


mal d = ===> sera considérée comme la représentation 
) 


réduite de l'écriture 54,360000... comportant une infinité 
de zéros, appelée développement décimal de d (remarque 
analogue pour tout autre nombre décimal). Quel que soit 


le réel r, on peut écrire : 


a sr<a,+10-"=b,,p,EZ,nEN. 


P, 
"= 0" 
Les deux suites (a,) et (b,) sont adjacentes de limite 
commune r : (a,) est la suite des valeurs approchées 
par défaut de r à 107" près. 
Pour n = 1, si a, = E (r), « & … à, 
alors 4,,, = E (r), & @ … à, Op 1 Les @ sont les 
chiffres du développement décimal de r. Tout réel est 
parfaitement déterminé par son développement 
décimal. Toute écriture zo, 6, Bz.. Pp,- Où Zo EZ, les 
B, étant des chiffres, est l'écriture décimale d’un 
nombre réel, sous réserve que la suite (f,) ne soit pas 
stationnaire à 9 à partir d’un certain rang. 
En effet par ex. 54,359999... signifierait : 
lim [54.35 + 9.10-* + 9.10 -* + ... + 9.10-"] = 54,36 
dont le développement décimal est 54,360000... 
Le développement décimal d’un nombre rationnel 
finit par être périodique. Cette propriété caractérise 
les nombres rationnels. On obtient facilement le 


D 
développement de r = z (p EN’, q EN’) par 


l'algorithme de la division des entiers. Si r < 0 on se 

ramène à r— E (r). 

Rem. : Les résultats précédents se généralisent pour 
toute numération en base b EN’ (ex. classiques 
b: =2, 12, 16) (cf. tab. B). 


Exposants rationnels et irrationnels 

Sir ER et n EN’, r” est le produit de » facteurs 

égaux à n. Sir ER',r°=1etr"= : pour n 
E 


entier s — 1, Pour (; s) ER x R* et (n, m) E Z?on a 

(rs DETAIL LE ELLE (r" "= pom, 

Déf. : k étant un entier > 1, on appelle racine ke du 
nombre réel r = 0 le nombre réel s z 0 tel que s* = r. 

s existe et est unique : l’unicité provient du fait que 

l'appl. x> xt de R* dans IR* est strict. croissante. 

s est le nombre réel défini comme limite, lorsque 

n —> œ, de la suite (a,) telle que : 


k d'à k 
jE | P.) dé «| Pa) = (b}, où p, EN 


10" 10" 
les suites (a,) et (b,) sont adjacentes). On pose s = *Vr 
rest D ° m _P 
ous =r£, Pour m, n, p, q, dans N° tels que n = q? 


on a, pour r ER!',Vr" = Yr” . Cette valeur commune 
est désignée par 7“ où æ est le rationnel > 0 défini par 

D 
z . Si æ < 0, on pose, pour un réel r > 0, r“ = 1 
Pour (n s)ER; x R} et (œ, B)EQ?, on a 
rs)" = ra s% r“ r’ = 7" + A (ro) = reb, On défi- 
nit maintenant r° pour r ER', et s ER. On montre 
d’abord que si (x,) est une suite rationnelle équivalente 
à 0 (p. 61), alors r* —> 1 quand n — 0, Puis si (x,) est 
une suite rationnelle de CAUCHY (p. 61), (r*") est une 
suite réelle de Cauchy. Tout réel s étant associé à une 
classe $ de C/Z (p. 61), on en déduit que V(x,) ES, r“ 
converge vers une même limite dans IR. Celle-ci est par 
convention 7, qui coïncide bien avec 7“ si s = à EQ. 
Les règles des exposants réels sont les mêmes que 
celles des exposants rationnels. 
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rl 


Partie réelle de z 
Partie imaginaire de z 


z=rei® représentation normale. 


Plan complexe de GAUSS 


2 nom 

Z est l’image de z par 
des réels. 

—2= —a— bi opposé 


— z est l’image de z par les symétrie centrale de centre 


exe conju 
a réflexion par rapport à l’axe 


l'origine. 
kl=141=1- z| 
Rez=Rez= —Re(- z2) 
Imz = — Imž= — Im(- 2) 


C 


Addition et soustraction des nombres complexes 


Zi’ Z2ą P3 A0EP, ~ A0P, Py AOEP, ~ AOP, P, 
arg(z, : Z})=argz, +argzz 


lzi + zal tal: Izal 


z 

arg— = argz; — argz, 
Z2 

Zi 


Z2 


T izil 
22 


Z1 
Pi 


Multiplication et division des nombres complexes 
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Construction du corps € des complexes 

L'extension de la structure algébrique de IR met en 
évidence une remarquable propriété de clôture 
algébrique (p. 101). Certaines expressions n’ont 
aucun sens dans R. Par exemple le symbole Ÿ—1 ne 


peut être défini comme un nombre réel. Autrement 
dit, le polynôme X? + 1 de l'anneau des polynômes R [X] 
(p. 95) n’admet pas de racine réelle, il est irréductible. 
En algèbre (p. 103), on montrera comment, à partir 
d’un polynôme irréductible de l’anneau des polynômes 
R [X] sur un corps commutatif R quelconque, on peut 
construire un surcorps dans lequel le polynôme 
considéré admet une racine. En appliquant ce résultat 
au cas particulier présent, on peut former l’anneau 
quotient de R [X] par la relation d'équivalence 
« modulo X? + 1 ». Pour cela, on commence par 
définir l’équivalence de deux polynômes f (X) et g (X) 
de IR[XT] par : 
Déf, 1: f(X) À g (X): Ih (X), h (X) ERX] 
LA) -8 W = h (X) A +1). 
Déf.2: € : = RIX] /R = {W| / (A) E RIX]}. 
Rem. : on écrit aussi IR [X] / (X? + 1) au lieu de IR [X] / R. 
Dans C on peut définir une addition et une multi- 
plication des classes d'équivalence indépendamment 
des représentants choisis : 
Dét. 3: [FI + g Ol = 1/0 +g W). 
LEO Lg I = 1%: 8 I. 
Alors (C, +, :) est un corps commutatif. On prouve 
l'existence d’un inverse pour la multiplication de 
LA- [0] de la manière suivante : de l’irréductibilité 
de X? + 1, on déduit que le p.g.c.d. de f (X) et X? + 1 
est 1, Comme R[X] est un anneau intègre euclidien 
(p.117), il existe des polynômes A(X) et k(X) vérifiant : 
LA A (À) + (X? + 1) k(X) = 1, et donc : 

[OO h QON = LIN D'où [FCI = Lh CO 
Chaque classe contient exactement un polynôme de la 
forme a + bX avec a, b ER, et est par conséquent déter- 
minée par la donnée d’un couple de nombres réels, avec : 
(1) (a+bX)R(c+dX) e a=cAb=d,et 
D) SWN X+ 1) +r(X) avec 

P(r (X) s 1 e fXYRr(X). 
On en déduit que l’ensemble des polynômes de la 
forme a + bX avec a, b E R est un système de repré- 
sentants de €, avec les lois : 
[a + bXT + [fc + dX] =| (a + c) + (b + d)X], 
[a + AT: [c+ dX] =|| (ac + bdX?) + (ad + be) X] 
=|| (ac - bd) + (ad + bc) X]. 


Comme un calcul le prouve aisément, on a dans C*: 


{a + bX] = | | On plonge IR 
a +b" a +b° 

dans € par l'application f: IR — € définie par : 
a [a], [al peut être identifiée à a. On pose maintenant 
i: =[[X]. Alors i est racine du polynôme X? + 1, et on 
en déduit la représentation suivante pour un élément 
de C: 

la + bX] = a + b[X] = a + biaveca ,bER. 
Il s'ensuit P? =- 1. 

Les éléments de € s'appellent les nombres complexes. 
Le procédé de construction implique que € est le plus 
petit sur-corps de IR dans lequel X? + 1 a des racines. 


Rem, : on introduit souvent les nombres complexes 
directement comme des couples de nombres réels, pour 
lesquels les opérations d’addition et de multiplication 
correspondantes ont été définies ci-dessus. Les 
nombres b i avec b ER* s'appellent nombres 
imaginaires purs, et le nombre i unité imaginaire. 


Représentation géom. des nombres complexes 
Avant d’étudier dans € l’exponentiation et sa fonc- 
tion réciproque, on va tout d’abord représenter 
concrètement les nombres complexes. Le corps € peut 
être considéré comme un espace vectoriel de dimension 
2 sur R, de base {1, i}. Dans l'écriture z = a + bi, on 
interprète maintenant les nombres réels a (partie réelle) 
et b (partie imaginaire) comme coordonnées dans un 
repère cartésien. Ainsi, à chaque nombre complexe 
correspond un point du plan et réciproquement. L'axe 
des abscisses représente les réels et l'axe des ordonnées 
les imaginaires purs (plan complexe de GAUSS, fig. A). 
On peut définir sur € une valeur absolue appelée module : 


|z| =]a+biļ:= Va2+b? ; (2) |z- zd 
est alors une distance sur € (p. 51). 
On appelle le nombre Z = a — b i nombre complexe 
conjugué de z = a + bi. On en déduit z Z = |z|?, et aussi 
z= Z pour z # 0. 

|z| 

On obtient aisément les règles de calcul suivantes pour 
la conjugaison : 
Atn=2t2,4-2=2-2, 


RIZ 
A'2=2'2, | ]= 
2 


Zi 

ry 

Dans le plan complexe de Gauss, on emploie 

également les coordonnées polaires r et p avec 

0 s p < 2x, de sorte que pour z # 0 on peut écrire 

aussi z = r (cos p + i sin g). On en déduit r = |z |. 

o s'appelle l'Argument principal de z, et est noté 

Arg z. Plus généralement, pour tout k EZ, p +2 kx 

est un argument de z : on note arg z = p +2 k n. Dans 

la théorie des fonctions, on montrera que 

cos p + i sin p = ei? ; on obtient alors la représentation 

normale des nombres complexes non nuls z = r ei”, 

qui est très utile. (V k E€ Z, e" = 1.) 

Rem. : L’Argument principal, pour certains auteurs, 
correspond à pE ] - n, x]. 


Opérations dans le plan complexe de GAUSS 
L'addition et la soustraction des nombres complexes se font 
vectoriellement dans le plan complexe de Gauss (fig. C). 
De même la multiplication et la division sont effectuées 
géométriquement à l’aide de triangles semblables (fig. D). 
On justifie très facilement ces dernières interprétations en 
utilisant la représentation normale . 

Soit z, =r, e! etz =r,ei®:, zza 0; ona: 


a2=r mne +) ct a = ñ elno), 
Z 2 
Dans ces deux derniers résultats, la somme et la 
différence des arguments doivent être réduites modulo 
2 x à une valeur comprise entre O et 2 x pour obtenir 
une représentation normale. 
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| Gi oa roana 
04+0,3i=r- ci" 
1/0,16 + 0,09 = 0,5 
gp = Arctan 0,75 = 0,64350 
In(0,4 + 0,3i)= Inr Fig 
= — 0,69315 -+ 0,64350i 


(0,4 d 0,3) +21 Qlinr+ ig(s +2i) 
4,7527541,83120i 


=e 
= 000864 e'-83120i 
0,00864( — 0,25748 ++ 0,966281) 


[e 


1+di=r, e 
rı = 1+ 16=4,1231 
pı = Arctan 4 = 1,32582 
3+2i=r, c” 
r3= 9 +4=3,6056 
Pz = Arctan į = 0,58800 
In(1 + 4i)= Inr; +i@: 
= 1,41661 + 1,32582i 
In(3 + 2i)= nr; +192 
= 1,28247 + 0,58800i 
+4i 
logs will +4i)= ns î z 


| nn 


Exponentiation et logarithme d’un nombre complexe 


€ 


Plan complexe de GAUSS et sphère de RIEMANN 
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Clôture algébrique de C 

Comme l'élévation à une puissance entière se ramène 
à des multiplications, on peut immédiatement calculer 
l'élévation d’un nombre complexe à une puissance 
entière : z = re" An EN =z" =r" e" (z 2 0). 

On a aus = |z|" et Arg z” = n * arg z mod 2 x avec 
0 < Arg 2" < 2 x (fig. A). De même l'extraction de 
racine de z # 0 peut être ramenée à un calcul dans R : 
pour z = re"? a n EN \ {0} on peut définir : 


Nz =% re (p =Arg z). 


Ona ici |Yz|=%/{z| et Argiz =} Arg z (fig. A). 


#z est un zéro du polynôme X" — z. Ce polynôme 

possède exactement # racines distinctes qui s'écrivent 
y 

x = Vz-e" avec k E{0, 1, 2, …, 0- 1}. Le 


symbole #2 désigne parmi les x racines celle de plus 
petit Argument. Les racines de X" — 1 s'appellent les 
racines n°" de l'unité. Elles correspondent dans le 
plan complexe de Gauss aux sommets d’un polygône 
régulier inscrit dans le cercle unité, polygône dont un 
des sommets est situé sur le demi-axe des réels positifs. 
On déduit des propriétés ci-dessus que, outre X? + 1, 
tout polynôme X? -z avec z EC admet des racines. Le 
théorème suivant, qui en est une généralisation de 
grande portée, n’est pas élémentaire. 


Théorème de D’ALEMBERT-GAUSS 

Tout polynôme de € |X] de degré n > 0 admet au 

moins une racine dans € (p. 96). 
Il existe plusieurs démonstrations de ce théorème, 
appelé aussi théorème fondamental de l'algèbre. 
Cependant, on ne peut le démontrer à l’aide de 
moyens purement algébriques. On en obtient une 
preuve particulièrement simple comme conséquence 
du théorème de LIOUVILLE dans la théorie des 
fonctions (p. 447). Le corps € est alors algébrique- 
ment clos (p. 101). On déduit en effet de ce théorème 
que tout polynôme de € [X] de degré n > 0 se 
décompose en un produit de x facteurs du premier 
degré. Lorsque tous les coefficients du polynôme sont 
réels, si x; est racine, alors X; est aussi racine, et le 
polynôme se décompose dans R|X¥] en produit de 
facteurs linéaires et quadratiques. Si n est impair, 
alors on doit avoir x; = X; pour au moins une racine, ct 
le polynôme admet au moins une racine réelle, 


Exponentielle, logarithme dans € 

Grâce à la représentation normale des nombres 
complexes, on peut étendre le calcul des puissances à 
des exposants complexes en conservant les règles de 
calcul utilisées jusqu’à présent. 
Pourz=re",r>0,0<p<2n,ctw=x+iy,ona 
W= (r eln*+iy =r“ r? ein -P= (r* € o) giOlmr ‘ o), 
L’extraction de racine se ramène à un calcul de puissance 
comme pour les nombres réels on pose : 


rez pourzE C etw E C\{0}. 


w/z 


Pour la recherche du logarithme, Putilisation de la 
représentation normale est particulièrement indiquée, 
surtout pour le logarithme de base e. On peut définir : 
Inz:=Inr +i pourz=r ci, z» 0, r> 0, p= Argz. 
In z est une solution de l’équation e* = z. Comme 
et = 1, il y a encore une infinité de solutions à cette 
équation, à savoir : 

Inr+ip+2ink, kE Z. 

In z est la seule vérifiant 0 < p+ 2 kn < 2m. 

Une solution particulière de l'équation w* = z est 
JInz 
Inw 
log,,z et appelée logarithme de base w de z. Comme 
pour l’opération inverse de la multiplication où la 
division par O est exclue, on ne peut remédier aux 
exclusions indiquées pour l'extraction de racine et la 
recherche de logarithme. 


(pour z # 0, w # 0 et w # 1). Elle sera notée 


Autres propriétés de la structure de C 

Dans l'extension de la structure algébrique de IR à 
celle de C, on perd la structure d'ordre, Certes, on 
peut munir € d’un ordre, par ex. (ordre strict) : 


A <z: fiz lal 
1> T dzi l=]z2140 4 Arg z, < Arg z,). 


Mais il n’existe aucun ordre sur € compatible avec 
la structure algébrique, c.-à-d. vérifiant les lois 
de monotonie pour l'addition et la multiplication 
(p. 52, tab. D), soit par exemple : 
a<0Vva>0=æa>0=4+1>0, 

En revanche, il est possible d'étendre la topologie 
réelle en une topologie complexe à l’aide du module, 
qui prolonge la valeur absolue sur IR. On en déduit 
l'important théorème suivant : 


Théorème topologique des nombres complexes 
Toute suite de CAUCHY de nombres complexes est 
convergente dans €. 

€ est ainsi complet (p. 61). 


Sphère de RIEMANN, compactification 

Si on pose une sphère de diamètre 1 sur le plan 
complexe de Gauss à l'origine, on peut par une pro- 
jection stéréographique à partir du pôle nord rendre le 
plan complexe homéomorphe à la sphère privée du pôle 
nord (fig. C). L'équateur de cette sphère dite sphère de 
RIEMANN correspond par cette projection au cercle 
du plan de centre l’origine et de rayon 1. En faisant 
correspondre au pôle nord un nouveau point noté ©, 
on obtient par l’adjonction de ce point au plan complexe 
un espace compact (p. 229), Les domaines extérieurs 
aux cercles centrés en l'origine forment un système 
fondamental de voisinages de ce point œ, L'adjonction 
d’un point spécial n’est pas la seule possibilité de 
compactifier le plan (en géométrie projective, on 
procède différemment, p. 139), mais cette adjonction est 
très importante dans la théorie des fonctions complexes. 
Dans l’espace compact ainsi formé, le comportement 
des fonctions holomorphes et méromorphes est 
particulièrement clair, car on obtient une surface de 
RIEMANN par ce procédé de compactification. 
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Étrique com! 


propriétés 


Construction du système des nombres et propriétés structurelles 


Les quaternions de la forme 


forment en espace vectoriel de dimension 4 sur IR qui peut être muni 
d'une structure de corps par l'introduction d’une multiplication interne 
définie pour les éléments 1, i, j, k par la table ci-contre. a s'appelle la 
partie réelle, bi + cj + dk la partie vectorielle de œ. Le quaternion 
T: =a — bi — cj - dk est dit conjugué de a. 


Exemples et propriétés 
a=3+2i—4j+k =3—2it+dj-k @=4-3i+j-5k @,=4+3i-j+5k 


Module \øo}:= ax oi =30, lol = 30 am:=51, l= 5i 


La és 
Inverse a E Ona «a`'=0'a=1. 


CRE A si 
Addition et soustraction 


d+a=7—i—3j-4k a —a=-1+5i-5j+6k 


Multiplication 


= AE A =27—20i—-20j—-k 
a, =27+18i—6j—21k # ao, =27—20i j PAET 


e —3+36i— 12j+9k 
aza =- a 


B si 


Solution de 4,7 =%; . 


iques 


a=a+bi+cj+dk avec a,b,c,deR 


3-2i+4j-k à 4+3ij+5k 


Racines carrées (corps gauche) 
l 


Division de-l:a=0,P4+c+d=l 
i —3— 2i — 26j +29k : mar b = sin 0, c = cos 0 cos Q, 
naz =- + del Solution de xg, = &, , d = cos 6 sin 9 (8, ER? 


Quaternions 
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Construction axiom. du système des nombres 

Les nombres entiers naturels introduits axiomatique- 
ment jouent un rôle fondamental dans la construction du 
système des nombres (p. 52 à 67). On obtient 
successivement, à partir de N, Z, Q, R, € (tab. A) par 
des procédés de complétion concernant les différentes 
propriétés structurelles rencontrées. Lors de l’intro- 
duction des nombres réels, on peut déjà clairement 
obtenir des ensembles structurés de nombres isomorphes 
par des procédés très divers. Cela est également vrai 
pour les autres ensembles. Tous peuvent être introduits 
axiomatiquement. Par exemple, pour Z, on peut 
considérer le système d’axiomes de PEANO convena- 
blement modifié. Q peut être caractérisé comme étant 
le plus petit corps de caractéristique nulle (p. 105), IR 
comme un corps totalement ordonné archimédien 
dans lequel toute suite de CAUCHY converge. Dans €, 
on perd la structure ordonnée au profit de la clôture 
algébrique. Les entiers naturels représentent à chaque 
fois une sous-structure de l’ensemble considéré. 


Caractérisation univoque des entiers naturels 
Le système d’axiomes de PEANO caractérise les entiers 
naturels à un isomorphisme près (système d'axiomes 
univalent ou catégorique), Comme ces axiomes ne sont 
cependant pas formulés à l’aide des moyens 
dexpression de la logique du premier ordre, on ne peut 
en déduire toutes les propositions vraies concernant les 
entiers naturels (p. 19). On peut imaginer que certaines 
des conjectures de la théorie des nombres, non 
démontrées à ce jour, sont indécidables. 


Nombres algébriques et transcendants 

La construction de € peut aussi être réalisée à partir 
de Q. On effectue dans un premier temps la clôture 
algébrique de Q, puis dans un second la complétion 
topologique par la construction de la fermeture 
complète. C’est ainsi qu'on obtient comme extension 
intermédiaire le corps des nombres algébriques, c.-à- 
d. l’ensemble des racines des polynômes de Q [X]. A 
la différence de R et €, cet ensemble est encore 
dénombrable, Les nombres complexes non 
algébriques sont dits nombres transcendants. Les 
nombres fondamentaux e et x appartiennent à cette 
dernière catégorie. 

Rem. : La preuve de la transcendance d’un nombre 
est souvent difficile et ne résulte pas d’un rai- 
sonnement direct : on aboutit à une contradiction en 
faisant l'hypothèse que le nombre est un zéro d’un 
polynôme de Q [X]. 


Entre Q et le corps des nombres algébriques on peut 
intercaler, comme on le montrera en algèbre, une 
infinité de corps intermédiaires (extension algébrique 
de corps). 


Nombres p-adiques 

On peut arriver à des propriétés de nombres 
complètement différentes par une légère modification 
du processus d'extension effectué. Par exemple, on 
peut appliquer le procédé de Cantor déjà utilisé 


(p. 61) pour la construction de l’espace complété de Q 
à n'importe quel espace vectoriel métrique, donc en 
particulier aux corps valués (p. 122). 

Q peut également être muni d’une métrique différente 
de celle de la valeur absolue grâce aux valuations 
p-adiques. Soit r un rationnel non nul, p un nombre 
premier et w,(r) EZ l’exposant de p dans la 
décomposition en facteurs premiers de r. On obtient 
une métrique en posant |r|, = p ™® A0|, = 0. |r|, est 
toujours soit nul, soit une puissance de p (valuation 
discrète). Pour p = 2, on a par exemple : 


2 =2',|3| 259 
12h al, | b 


125k=151=1. 


Les notions de suites convergentes et de suites de 
CAUCHY sont introduites comme en page 61. La suite 
(2) = (1,2, 4,8, 16, ...) converge maintenant vers 0, et 
n 
la suite ( ` gk ) = (2, 6, 14, 30, ...) vers — 2. 
KZO 
De nouveau il existe des suites de CAUCHY non conver- 


n 5 
gentes, comme par exemple la suite | 5 2% } 

KZ0 
Par le procédé de CANTOR, on obtient maintenant 
comme complété de Q le corps Q, des nombres 
p-adiques (HENSEL), à ne pas confondre avec les réels 
écrits dans le système de numération de base p (p. 63). 
Les corps Q, pour différents entiers premiers ne sont ni 
omorphes entre eux, ni isomorphes à R, mais ils 
possèdent la puissance du continu comme RR. Ils jouent 
un rôle important en théorie des nombres (p. 123). 


Quaternions 

La construction des nombres complexes conduit à se 
demander si € est encore susceptible de nouvelles 
extensions, donc en particulier s’il existe d’autres 
extensions de corps commutatif K de IR qui seraient 
aussi des espaces vectoriels de dimension finie sur IR. 
On peut répondre négativement à cette question. Mais 
si l’on renonce à la commutativité de la multiplication 
dans K et que l’on souhaite seulement a & = & a pour 
tous a ER ct & EK, alors, hormis €, il existe encore 
d’après FROBENIUS un unique corps non commutatif 
(ou corps gauche) vérifiant les propriétés 
précédentes : c’est le corps des quaternions, de 


dimension 4 sur IR. Dans une base fixée d'éléments 


notés 1, i, j, k où tout & EK s'écrit «= a+bi+cj+dk, 
avec a, b, c, d ER, la multiplication est connue grâce 
à la table du tab. B. a s'appelle la partie réelle de a , 
bi + cj + dk la partie vectorielle de a. 


En posant «:=a-bi-cj-dk,ct|al:= Vaa, alors 


a= -2 > comme pour les nombres complexes. 
lal 

€, comme R, peut être interprété comme sous-corps 
du corps des quaternions. 

Si l’on accepte des diviseurs de 0 ou que l’on renonce 
à l’associativité de la multiplication, alors il existe 
d’autres structures algébriques contenant R. 
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Extensions 


Lois de composition internes 


Le but de l'algèbre est d'étudier les propriétés des 
ensembles munis d'une structure algébrique (par ex. 
les groupes, anneaux, corps, modules, espaces 
vectoriels). Les ensembles peuvent être finis ou 
infinis. Une structure algébrique consiste en des lois 
de composition internes ou externes (pp. 39, 41) 
possédant des propriétés particulières (par ex. 
associativité, commutativité, existence d’un élément 
neutre, existence d’un inverse, distributivité). L'étude 
de ces ensembles structurés conduit à l’étude de 
structures dites dérivées (p. 37), comme les sous- 
structures (par €x. sous-groupes, sous-anneaux, sous- 
corps, sous-modules, idéaux), les structures quotients 
(par ex. groupe quotient, anneau quotient, corps 
quotient, module quotient) et les structures produits 
(par ex. produit direct de groupes ou de modules). 

On compare deux ensembles structurés au moyen 
d'applications compatibles avec les structures des 
deux ensembles. On parle alors d’homomorphismes 
de structures particulières (par ex. homomorphis- 
mes de groupes, d’anneaux, de corps, de modules ; 
applications linéaires). Deux ensembles structurés 
sont considérés comme algébriquement équivalents 
(isomorphes) lorsqu'il existe un homomorphisme 
bijectif entre eux. Un tel homomorphisme bijectif est 
appelé isomorphisme, et plus précisément on parle 
d’isomorphisme de groupes, d’anneaux, de corps, et 
de modules. On peut entreprendre une classification 
des ensembles structurés à l’aide de cette notion 
d’isomorphie ; on en déduit des classes d'ensembles 
structurés isomorphes. Une tâche essentielle de 
l'algèbre consiste à décrire de telles classes au moyen 
de modèles particuliers (par ex. modèles des groupes 
cycliques, pp. 75, 77, ou encore modèles des espaces 
vectoriels de dimension finie, p. 87). 


Dans la théorie des groupes (pp. 73 à 79), on 
étudiera les ensembles munis d’une loi de 
composition interne associative, possédant un élément 
neutre, et pour laquelle tout élément admet un inverse. 
On différencie les groupes finis et infinis. Les groupes 
commutatifs jouent un grand rôle, Les sous-groupes 
distingués apparaissent comme d’importantes sous- 
structures. La structure de « groupe » est une 
propriété fondamentale pour la plupart des autres 
structures algébriques. 


La théorie des anneaux (pp. 81, 83) concerne les 
groupes commulatifs munis d’une deuxième loi de 
composition interne, associative, et distributive par 
rapport à la première loi, La notion d'idéal se dégage 
comme une sous-structure importante, correspondant à 
celle de sous-groupe distingué dans les groupes. Les 
idéaux jouent un grand rôle pour l'étude de la divi- 
sibilité dans les anneaux (par ex. théorie des nombres). 
Outre les anneaux commutatifs avec ou sans élément 
unité, on étudiera les anneaux intègres, dans lesquels 
il n'y a pas de diviseur de zéro. 
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Les anneaux de polynômes (pp. 95, 96, 97) et les 
notions qui s’y rattachent sont essentielles dans de 
nombreux domaines de l'algèbre (par ex. les 
extensions de corps). 


La théorie des corps (pp. 81, 83) étudie les anneaux 
qui, privés de zéro, ont aussi une structure de groupe 
pour la deuxième loi de composition interne. Le 
quotient d’un anneau commutatif unitaire par un idéal 
maximal est un Corps. 


La liaison entre les corps et leurs sous-corps, à 
l’origine de la théorie des extensions de corps 
(pp. 99 à 103), est fondamentale. Dans ce cadre, les 
corps premiers et les corps finis (p. 105) sont 
remarquables. Les notions relatives aux espaces 
vectoriels (par ex. la dimension) et les polynômes 
jouent également un rôle dans cette théorie. 


Dans la théorie de GALOIS (pp. 107 à 115) on décrit 
des extensions de corps particulières à l’aide des 
propriétés des groupes finis. Grâce à la théorie de 
GALOIS on sait que la résolution générale par radicaux 
des équations de degré n pour n = 5 n’est pas possible. 
De plus, la théorie de GALOIS fournit des critères de 
constructibilité à la règle et au compas. On peut alors, 
pour toute une série de problèmes de constructions 
classiques, savoir si celles-ci sont possibles ou non 
(par ex. la quadrature du cercle). 


La théorie des modules (pp. 85, 87) porte sur les 
ensembles munis d'une structure de groupe 
commutatif et d’une loi de composition externe 
compatible avec la loi de composition interne. Le 
domaine d'opérateurs de la loi de composition externe 
est un anneau commutatif avec élément unité. La 
théorie des modules présente des rapports étroits avec 
celle des groupes commutatifs et celle des idéaux. 

On peut également au moyen des modules dégager 
la théorie de P homologie (p. 249) où la méthode 
fonctorielle (p. 249) est appliquée. Les bases en sont 
traitées aujourd’hui dans une nouvelle partie de 
algèbre, l’algèbre homologique, qui reste un 
domaine ouvert. 


La théorie des espaces vectoriels (pp. 87, 89), où l’on 
considère uniquement des corps comme domaines 
d'opérateurs, est un cas particulier de la théorie des 
modules. Elle provient également de la théorie de la 
résolution des systèmes d’équations linéaires (p. 93) 
et possède de nombreuses applications, Les matrices 
(pp. 89, 91) et leurs opérations sont étroitement reliées 
aux applications compatibles avec les structures, 
appelées applications linéaires. La notion de 
déterminant (p. 91) fait aussi partie de la théorie des 
espaces vectoriels. On désigne par algèbre linéaire les 
théories des modules et des espaces vectoriels. 
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A2 


(Les éléments D, à D, peuvent être interprétés 
comme les rotations laissant un pentagone 
régulier invariant, p. 38 fig. C) 


sous-groupes propres 
pas de sous-groupe 


` {aas}, {do d4} , 


Un sous-groupe propre doit contenir, outre l'élément neutre (ici a, resp. Do), au moins un autre élément x. 
Les puissances de x,x?:=x:x,xtt=x: x?, etc., doivent aussi appartenir au sous-groupe. 

Dans la table A;, D, à D, ne peuvent appartenir à un sous-groupe propre car les puissances de chacun 
d'eux engendrent le groupe entier, Le groupe de la table À; ne contient donc aucun sous-groupe propre. 


Dans la table A, on trouve facilement les sous-groupes propres indiqués. 
A 


Sous-groupes propres des groupes finis 


(G: >) fini Lorsqu'il existe b, E€ G tel que b, Œ U, on peut 
trouver dans G au moins r éléments qui 
n'appartiennent pas à U, en considérant l’ensemble 
b U:={b, al a EU}. 
On montre : V i (b, a, U) èt 
ViVk(i* k= b a, + ba) 

Lorsqu'il existe b, € G tel que b, € U Eb U 
on peut trouver comme ci-dessus un ensemble 
de r éléments. b, U : = {b, a;| a, E U} vérifiant D3 
U n U = Ø, De plus on a aussi b, U A b, U =ø, si 
bien que l'on obtient trois classes de G disjointes. 
En particulier, on montre: 

© ViYk(i + k= b,a; + bia). 
Le procédé s'arrête après un nombre fini 
d’itérations, et alors tous les éléments sont répartis 
dans des classes de même cardinal. On en déduit : 


ebai 
eba, 


eba, 


U b, U 


U b, U b,U 


B 


Théorème d’EULER-LAGRANGE 


On renvoie à la p. 39 pour les définitions de la notion 
de groupe et des notions qui en découlent. Le but de 
la théorie des groupes réside dans la recherche de 
moyens d'étude adaptés aux groupes et dans la 
conception de modèles de groupes (voir p. 75). Ce 
dernier objectif ne peut être réalisé qu’en partie. 
Propriétés élémentaires des groupes 

On donnera deux ex. d’emploi des règles opératoires 
pour reconnaître un groupe dans un demi-groupe 
(G, T) vérifiant des propriétés apparamment faibles. 
1) Si d’une pat (eEG|VxEG,xTez= x), si 
d'autre part (Y x E G, Ix’ EG |x T x= e), alors 
(G, T) est un groupe d’élément neutre e. 

Dém. : Soit y =x’ T x. Alors y =x’ T e T x ou encore 
y=x'TxTx' Tx=y Onentiey=yTez= 
YTYTY=Y TY SYTY =e: 

YxEG, x Tx'=x'Tx=e 

Maise T x=xTx'TxsxTesx 
VxEG,eTx=xTez=x 

Tout neutre à droite est donc neutre à gauche. 

Il ne peut donc exister qu’un neutre. (Si e et € sont 
neutres, £ = £ Te=e). 

De même tout inverse à droite est inverse à gauche, 
d’où l'existence et l’unicité d’un inverse. 

2) Si V (a, b) E @ les équations en u, v a T u = b, 
v T a = b ont une solution, alors (G, T) est un groupe. 
Dém. : Soit cE G': il existe e tel que c T e =c. 

Quel que soit x E G il existe z tel que x=z T c. 

Alors xTe =zTcTe=zTce =x = e est neutre à droite. 
Or quel que soit x € G, il existe x" tel que x Tax’ = e. On 
est ramené à 1). 


Sous-groupes 

Déf, 1 : Une partie non vide d’un groupe (G, T) qui, 
munie de la même loi T, a une structure de groupe, 
s’appelle sous-groupe de G. 

Dans tout groupe (G, T), la partie {e}, constituée de 

l’élément neutre, et l’ensemble tout entier sont des 

sous-groupes de G. Les éventuels autres sous-groupes 
de G sont appelés sous-groupes propres. 

Ex. : Dans ( Z, +) les ensembles 
nZ:={.,-2n,-n,0,n,2n,.….}(nEN\{0,1}) 
sont des sous-groupes propres. Les groupes infinis 
possèdent toujours des sous-groupes propres, ce qui 
n’est pas toujours le cas des groupes finis (fig. A). 

Une caractérisation facile d’un sous-groupe est : 

Th. 1 : Soit (G, T) un groupe. UC G est un sous- 
groupe de (G, T) si, et seulement si, U # Ø et 
VaŒEU,VbEU, a Tb'EU. 

Groupes monogènes 

Tout élément x d'un groupe (G, T) est contenu dans 

un sous-groupe de G. Le plus petit sous-groupe 

contenant x est U, : = {x|*EGAKEZ} avec 
x Tao T x (k fois) pour k EZ, 
Ea e pourk=0 
x UT. Ta~! (k| fois) pour k EZ 


Ce sous-groupe U, appelé groupe monogène 
engendré par x, x € G, est fini si, et seulement si, il 
existe un plus petit entier naturel r # 0 vérifiant x’ = e 
(ord U, = r). On a plus généralement : 

Déf. 2 : Un groupe (G, T) est dit monogène lorsqu'il 


» 
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existe un x EG tel que G = {xt |k E Z }. x s'appelle 
un générateur de G. 

Ex. : (Z, +) et tous ses sous-groupes propres sont des 
groupes monogènes infinis. Les groupes de rotation 
G, (p. 38, fig. C) sont des groupes monogènes finis. 


Classes latérales 

Lorsque x E G n’appartient pas au sous-groupe U, 

alors U et x U : = {x T u |u E U} sont disjoints, sinon 

on aurait x Tu EU pour un u EU, donc aussi x EU. U 

et x U sont équipotents, cependant x U n’est pas un 

sous-groupe car par €x. e ¢ xU. 

Déf. 3 : Soit U un sous-groupe de (G, T), et x E G. 
Alors x U : = {xTu |u EU} s'appelle classe latérale 
à gauche modulo U (de même U x : = {u Tx|u EU} 
classe latérale à droite). On dit plus brièvement 
classe à gauche , resp. classe à droite. 

Rem. : Dans le cas d’une loi notée additivement, on 
écrit x + U, resp. U + x. 

On montre facilement que deux classes latérales à 

gauche (resp. à droite) sont ou disjointes ou 

confondues. On en déduit que les classes latérales à 

gauche (ou à droite) d’un groupe G forment une 

partition de G. L'ensemble des classes latérales à 

gauche (resp. à droite) sera noté G / U (resp. G/U’). 

Pour les groupes finis, le théorème d’EULER- 

LAGRANGE découle de ce qui précède (fig. B) : 

Th, 2 : L'ordre de tout sous-groupe d’un groupe fini 
divise l’ordre du groupe 

Rem. : Le nombre de c latérales à gauche (ou à 
droite) modulo U dans un groupe fini G est appelé 
indice de U dans G , et est noté [G : UJ. On obtient : 
ord G = [G : U] + ord U. 


Homomorphismes 

Les applications compatibles avec la structure algé- 

brique, appelées homomorphismes, sont importantes 

dans l'étude des groupes. 

Déf, 4 : Soit (M, T) et (M', T’) deux ensembles 
munis chacun d’une loi de composition interne 
(Lc.i.). Une application f: M —> M’ s'appelle homo- 
morphisme lorsque pour tout a, b E U on a : 
fla T b)=f(a) T' f(b). 

M ct f [M] sont dits homomorphes. Lorsque G et G’ 
sont des groupes, un homomorphisme f : G — G’ 
s'appelle homomorphisme de groupes (hom. de gr.). 

Ex, : une injection canonique, l'app. identité Ido, 
exp: (R, +) — (R$, ) déf. parxr ce", 

In: (R},:)— (R, +) déf. parx> Inx, 
1: (R, +)—> (R, +) déf. par x> mx (m ER), 
Sa: (Z, +) —> (G, T) déf. par z > a? (a EG). 

L'intérêt des homomorphismes réside dans le 

transport de la structure de l’ensemble de départ dans 

l'ensemble d'arrivée. On a : 

Th. 3 : Soit G un groupe (resp. un groupe commutatif, 
un demi-groupe, un monoïde) et M'un ensemble 
muni d'une Lei. Alors pour tout homomorphisme 
f:G— M l'image f [G] est un groupe (resp. un 
groupe commutatif, un demi-groupe, un monoïde). 

L'image d’un sous-groupe de G par un hom. de gr. 

f:G— G'est un sous-groupe de G’. 

Rem. : Dans la dém. du th. 3 on montre : 

fe) = e'él. neutre de G et fofa 
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Un hom. de groupes surjectif représente une 
«réduction », c-à-d, que plusieurs éléments de G Un hom. de groupes bijectif assure, en plus de la 


peuvent avoir le même élément image dans G. compatibilité des lois, l’équipotence (p. 35) des 
Exemple : G et G : = {e} avec e E G sont des ensembles. 

groupes homomorphes par lhom. de groupes Exemple : f: (R, +) — (IR; +) déf. par x > 2 
f: G —> G déf. par x > f (x) = e. (ill. B) 


On définit le pr 


L'application f 0RTH) — ORT) déf. par 
x> 2' est un hom. de groupes bijectif, 
c-à-d. que (R, +) et (IR, +) sont des groupes 
isomorphes. 


re L2R 
Exemple : Ga 


C 


Groupe des permutations 


Exemple de groupes isomorphes 


La relation d'équivalence R (x R y <> x-y En Z ), pour laquelle Z, : = Z / n Z est l'ensemble des cla 
d'équivalence, peut être interprétée pour # = 1 à l'aide des propriétés de divisibilité dans Z par : 


yen] x 


Pour A= Ü, chaque classe contient exactement un élément, car x- y E {0} < x = y. Zo peut donc être 
identifié XZ. 

Pour ME, on obtient exactement une classe car 1 divise toutes les différences x — y. Cette classe peut être 
représentée par le nombre 0 : [0] = {x / 1| x} = Z. On a alors ZPSONY. Z, peut être identifié à {0}, sous- 
groupe de Z. 

Pour W= 0, on déduit les classes représentées par 0 et 1. 


l 
Pour # = 3 on obtient I 


Pour tout x > 1il s'ensuit que Z, = { [0], [1], [7 - Li}. Z, est donc pour # = 1 un groupe monogène 
p fini d'ordre n. 


Groupe des classes de congruence modulo # 


Groupes isomorphes 

Deux groupes G et G’ homomorphes peuvent être 

encore structurellement très différents (fig. A). 

Cependant s’il existe un homomorphisme de groupes 

bijectif entre les deux groupes, alors on ne distingue 

pas ces deux groupes du point de vue de la théorie des 

groupes (fig. A). 

Déf, 5 : Un homomorphisme de groupes bijectif 
f: G — G'S’appelle isomorphisme de groupes. Deux 
tels groupes sont dits isomorphes (notation : G = G’). 

Ex. : (R, +) et (IR,, +) sont des groupes isomorphes 
(fig. B). 

Pour un homomorphisme de groupes injectif f: G —> G’, 

il vient : G = f [G] SG". 

L'isomorphie est une relation d'équivalence sur tout 

ensemble de groupes car on a : 

G=G,G = G'=G'= GaG = G'aG' =G" = 

G = G”. Le but de la théorie des groupes est de 

donner un représentant approprié (un modèle) d’une 

se de groupes isomorphes. 

: Tout groupe monogène infini G engendré par a est 
isomorphe à (Z, +) grâce à l’isomorphisme de groupes 
[12 G déf. par z 1> aè. (Z, +) est par conséquent 
un modèle pour la classe des groupes monogènes 
infinis (voir p. 77 pour les groupes monogènes finis). 

On connaît encore peu de choses sur les modèles de 

groupes infinis quelconques. Pour les groupes finis, le 

problème est cerné grâce aux groupes de permutations. 


Groupes de permutations 

Une permutation de n éléments (n E N \ {0}) définit 
une application bijective d’un ensemble {a,, …, a,} 
sur lui-même ; on la traduit par le schéma 


Gjrrsd M 
(a ii | (Vj aj a). 
nee Aal 


éléments 1, 2, 3. 

L'ensemble de toutes les permutations de n éléments 

muni de la composition des applications forme un 

groupe d'ordre n! (voir tab. C). 

Ex. : La table d'opération du groupe des permutations 
{ao 4, ay, Ay, ay, as} définies ci-dessus est donnée 
p. 72 (fig. A). 

Les groupes des permutations d'ensembles de même 

cardinal sont isomorphes, car ils ne dépendent pas de 

la nature des éléments, mais sculement de 
leur nombre. On peut donc parler du groupe des 
permutations $, d'ordre x! (groupe symétrique), Tous 
les groupes d'ordre # sont obtenus à partir du groupe 
des permutations $, car tout groupe d'ordre n est 
isomorphe à un sous-groupe de S, (théorème de 

CAYLEY), On peut attribuer à tout élément a, d’un 

groupe G = {a,, …, a,} une unique permutation 


| Ga, 
a;Ta;,,.….,a,Ta, 


Cette application est un homomorphisme de groupes 
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injectif, c.-à-d. G = f [G] S S, On peut donc co 
dérer comme modèles des groupes finis de cardinal n 
les sous-groupes du groupe S$, des permutations. La 
structure des groupes de permutations est cependant si 
complexe qu’on ne peut encore en présenter des 
résultats généraux. 


Groupes quotients, sous-groupes distingués 

En p. 73, on à vu que tout groupe (G, T) se décompose 

modulo un sous-groupe U en l’ensemble G / U des 

classes latérales à gauche. Une relation d'équivalence 

DR (p. 31) aboutit à une telle partition, De b E a U & 

a`! T bEU résulte a À b <> a”! T bEU. 

Rem. : G / U peut de ce fait être considéré comme 

l’ensemble quotient G / R. La classe a U est la 

d'équivalence [a]. 

. T définie sur G permet-elle de définir une 

Le.i. sur G / U ? Comme G et G / U sont reliés par 

l'application canonique k : G — G / U déf. par 

x> [x] = x U (pp. 31, 33), on cherche à transporter 
par k la structure de G à G / U en définissant la loi T* par : 

Déf. 6 : [a] T* [b]: =la T b] pour tous 

lal [b] EG/U. 

T’ est une lci. sur G / U qui ne doit donc pas 
dépendre des représentants choisis. Ce sera réalisé si : 
xE [la] A y E [b] = x T y E [la T b] (condition de 
compatibilité). 
Si cette condition est remplie, (G / U, T°) est un 
ensemble muni d’une lc.i., et de plus l'application 
canonique k est un homomorphisme surjectif. On en 
déduit que (G / U, T°) est un groupe comme image du 
groupe G (th. 3, p. 73). La question est maintenant 
de savoir pour quels sous-groupes la condition de 
compatibilité est remplie. On montre : 

Th. 4 : Un sous-groupe U de G remplit la condition de 
compatibilité si, et seulement si, toute classe latérale 
à gauche xU est en même temps la classe latérale à 
droite Ux, c.-à-d, lorsque xU = Ux pour tout x E G. 

On a alors G / U = G / U' (p. 73). 

Cela conduit à : 

Déf, 7 : Un sous-groupe N d’un groupe (G, T) est 
appelé sous-groupe distingué de G lorsque x N = Nx 
pour tout x E G. 

x. : Tout sous-groupe d’un groupe commutatif est 
distingué. Le groupe {dy 4, az} donné fig, A, p. 72 
est distingué, contrairement au sous-groupe {ao 43}. 

On obtient avec la déf. 7 le théorème suivant : 

Th. 5 : Soit (G, T) un groupe, N un sous-groupe 
distingué de G et G / N l’ensemble quotient de G 
par la relation d'équivalence À 
GR y< x! T YEN & x T y”! EN). Alors 
(G/N, T°), T° étant la Lei. de la déf. 6, est un 
groupe et l'application canonique k : G —> G / N est 
un homomorphisme de groupes. 

Déf. 8 : Le groupe (G / N, T°) s'appelle en vertu du 
th. 4 groupe quotient de G par N. 

x inZ: = {nz |z EZ } (n EN) est un sous-groupe 
distingué en tant que sous-groupe du groupe commu- 
tatif (Z, +). Le groupe quotient (Z,, +) avec Z, : 
=Z |n Z et |x] + [y] : = {x + y] est aussi appelé 
groupe des classes de congruence modulo n (tab. D). 
Il est monogène et, pour » > 1, fini. 
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Théorème d’homomorphie 


fa nn a 
Z ee C= J [Z] 


|Z mm 


ZIKer f, 


Ker f,={:12€Z A f{2)=c} 
{0}, si G est infini 
E e si G est fini 
(n est le plus petit entier naturel + 0 tel que a" = e) 


B 


Modèles des groupes monogènes 


C 


Exemple d'application du th. fondamental 


Preuve : Les sous-groupes monogènes 
intervenant dans la décomposition en produit 
direct peuvent être représentés par les groupes 
de classes de congruence Z, (th. 6). 

On doit alors avoir : 


Les diviseurs de 100 sont 1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 


50 et 100, qui donnent les factorisations 
possibles suivantes : 


(Remarquer que le 1 est en fait inutile). 
Il y a donc exactement quatre groupes comm. 
d'ordre 100. 


D 


+ — tA 
cammen 
Pour un nombre premier on obtient exactement un groupe (comm.). Pour le carré d’un nombre premier on 


obtient exactement deux groupes (comm.). Le nombre de groupes croît avec le nombre de diviseurs. 
(On ne peut encore présenter de résultat systématique !) 


Groupes finis 


Théorème d’homomorphie 

Lorsqu'on souhaite énoncer des propriétés 

structurelles pour un groupe G’, on cherche à le compa- 

rer à un groupe G connu. Une telle comparaison 
nécessite un homomorphisme f : G —> G’ de façon 

à obtenir en f [G] un sous-groupe de G”. 

Il convient toutefois de préciser l’action de f sur G. Or 

il existe également dans G un sous-groupe lié à f. 

C’est Ker f, ensemble des x E G dont l’image par f est 

l'élément neutre de G’. Entre les deux couples 

(G, Ker f) et (G’, f (G)), on a une relation remarquable 

qui s’exprime dans le théorème suivant, illustré par la 

fig. A: 

Théorème d’homomorphie : Soit (G, T) et (G’, T') 
deux groupes, et f : G —> G’ un homomorphisme de 
groupes. Alors on a : 

(1) Ker f: = {x| x EG A f(x) =e’ A e' élément 
neutre} = f~" [{e"}] est un sous-groupe distingué de G. 
(2) Le groupe quotient G | Ker f est isomorphe à 
[IG] par l'application g : G / Ker f > G’ définie 
par |x] > fœ). 

(3) De l'application canonique k : G > G | Ker f 
définie par x> |x], on déduit : g o k = f. L'application 
g est déterminée sans ambiguïté par ce résultat. 

Démonstration : (1) On montre que l’image réci- 

proque de tout sous-groupe distingué est distingué. I 

s'ensuit que Ker f : = f~! [{e'}] est un sous-groupe 

distingué de G. 

(2) L'application g est parfaitement définie, c.-à-d. 

qu’elle ne dépend pas du représentant choisi, puisque 

kl = ly] = y E [x] = x7! T y E Ker f= 

fO Ty)=e =f T SO) =e = 

SaY'T' SO) =e'=fE)=fO). 

Il est possible de changer le sens de tous les signes 

d’implication, ce qui prouve également l’injectivité 

de g. De la déf. de g il vient : g [G / Ker f | = f [G]. 

g est un homomorphisme, donc 

g (al T DD =g (x T yD=S/& T y) 

=f T'S) =8 (xl) T g (ll). 

On en déduit : G / Kerf = f [G]. 

(3) De g o k (x) = g (k Œ) = g (xI) = f (x) pour tout 

x EG, on déduit : g o k = f . Soit maintenant g’tel que 

g'ok= f, on a alors g' o k = g o k et donc g'= g 

puisque k est surjective. 

Rem. : Comme [x] = [y] <> f (x) = f (y), la classe [x] 
contient tous les éléments de G qui ont f (x) pour 
image, c.-à-d. [x] = /' H/N (fig. A). 

Applications du théorème d’homomorphie 

1. Modèles des groupes monogènes : Soit G un 

groupe monogène de générateur a. Alors l'application 

Ja : Z —> G déf. par z 1> f, (2) = a° est un homomor- 

phisme de groupes surjectif, si bien que 

ZI Kerf, = f, [Z] = G. Le sous-groupe distingué Ker f, 

est n Z (n E N), d'où G = Z, (fig. B). I vient : 

Th. 6 : Le groupe Z, = (Z, +) des entiers relatifs est à 
un isomorphisme près le seul groupe monogène 
infini, le groupe des classes de congruence Z, 
n > 0 (p. 75), est à un isomorphisme près le seul 
groupe monogène fini d'ordre n. 

2. Petit théorème de Fermar : Dans tout groupe fini G 
d'élément neutre e, on a pour tout a EG : a" =e, 
Démonstration : En considérant le sous-groupe 
monogène U, engendré par a E€ G (p. 73), on a lexis- 
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tence d’un plus petit entier naturel r # O vérifiant 

a' = e. Du th. 6, il vient U, = Z,, c.-à-d. ord U, = r. 

Du th. 2, p. 73, il vient r| n, d’où 

a"=a""=(a")"=e"=e(n = 0ord G). 

3. I. Th. d’isomorphie : Soit G un groupe, U un sous- 
groupe de G et N un sous-groupe distingué de G. 
En posant UN : = {x Ty|[XEUAYyEN}on 
obtient: UJU ^ N = UNIN. 

Démonstration : U N N est un sous-groupe distingué 

de U, UN un sous-groupe de G. N est aussi un sous- 

groupe distingué de U N. En considérant maintenant 
la restriction (p. 33) de l'application canonique 

k: G —> G / N à U ou U N selon le cas, on obtient les 

homomorphismes surjectifs 
k|U:U—k[|U] et k|UN:UN —> k [U]. 

En appliquant deux fois le th. d’homomorphie, on 

obtient : U / Ker (k| U) = k [U] = U N / Ker (k |U N). 

Comme Ker (k |U )=U n N et Ker (k |U N) =N, 

on a finalement U / U n N = UNIN. 

4. XL. Th. d’isomorphie : Soit G, et G, deux groupes, 
N, (resp. N,) un sous-groupe distingué de G, 
(resp. G). Alors si f : G, > G, est un homomor- 
phisme de groupes surjectif tel que f-' [N,] = N, on 
a: G/N, EG, IN, 

Lorsque G est un groupe et M, et M, sont deux sous- 

groupes distingués de G tels que N, € N,, on déduit 

de ce th. que (G /N,) / (N3 /N,) = GIN,. 

5. Produit direct, th. fondamental pour les groupes 

commutatifs (abéliens) de type fini : Le groupe 

donné en p. 38 (fig. B) n’est manifestement pas 
monogène, mais tout élément peut s’écrire à l’aide des 
éléments a, et a, comme suit : 

a=a?, 4; = ây 3 = Ay, A3 = A, Ta 

De façon générale on pose : 

Déf. 9 : Un groupe (G, T) est dit de type fini de 
famille génératrice {x …, x,} lorsque 
G= HT. Taxy |4 EZAXE{p xh} 

Une telle représentation d’un élément d'un groupe de 

type fini n’est pas unique (dans l'ex. ci-dessus : 

a = a? = a3). Dans de nombreux cas on peut cepen- 

dant obtenir l’unicité en imposant une convention 

supplémentaire. Dans l'ex. ci-dessus, 

lo = lo T a 4, =A, T ap A, = Go T Q, A3 = a, T a 

sont représentés de manière unique, lorsque l’on 

impose le choix de la première composante dans le 
sous-groupe {4p a1}, et celui de la deuxième dans le 

sous-groupe {dp 02}. 

Déf. 10 : Un groupe commutatif (G, T) est le produit 
direct des sous-groupes U,, …, U, lorsque tout 
x EG s'écrit de manière unique 
x=x T.. Tx (EU) 

Th. fondamental : Un groupe abélien de type fini 
est le produit direct de k sous-groupes monogènes 
finis U,, …, U, et l sous-groupes monogènes infi- 
nis U{, ..., U; avec ord U, |ordU,; ,, pour tout 
iE{1,.,k-1}. 

(Dans le cas / = 0 (resp. k = 0) le produit direct ne 

comporte que des sous-groupes finis (resp. infinis).) 

Pour les groupes commutatifs finis, on a / = 0, et de 

plus : ord U, + ord U; +... © ord U, = ord G. 

Le théorème fondamental permet ainsi de déterminer 

le nombre de groupes commutatifs d'ordre donné 

(tab. C, D). 
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Les permutations de la forme 


s'appellent 3-cycles, elles envoient tout autre 
élément que a, b et ¢ sur lui-même et l’ensemble 


$ 35 4 As) 
. A, etp. 75 
à la chaîne 


Alors : 
(1) U, est un sous-groupe distingué de $, et Up 
est un sous-groupe distingué de U,, 


{a, b, c} de manière « cyclique » de la façon suivante : 


1] forme abrégée 


Exemple : [1234567 
Eos =A 


(2) U Ha} est comm., et comme U, est comm., 


S3/U, = {{a0, a1, a2}, {as, as, as}} 
A cst comm. en tant que groupe de deux éléments. 


Résolubilité du groupe symétrique $, 3-cycles 


S'il existe un hom. de groupes g : G —> G tel que g o i = f, on doit 

nécessairement avoi 

ges D = gi Ti) = gli) Ë gli’) 
= goi(x) l g(i(x)) ! g 
=goilx) Toi) = SONT. 


g:G=> G déf. par [x l> a) Tey’ est effectivement un hom. de groupes vérifiant g o i = f. 

(a) fet i déf. sur M sont injectives = 4 ! g (injective) telle que go i = f. 

(b) La déf. donnée de g est indépendante du représentant choisi dans la classe, car 
Lx =o xT =y Tx SST ESTASS S= 
LOTS ATSAN = LOT LOT =al, x = alloy). 

(c) g est injective car on peut remonter tous les signes d’implication dans (b) 

(d) g est un homomorphisme car 
M TE EG, Y= gl Ty x TYM E= STTS Ty = 
SOUTIEN OT LOT LEP TAN = 
LOTS TE LE = gl x Ta (fon. 


Soit G, et G, deux extensions du demi-groupe H nt les propriétés (1) à 


De g,o i, = i, etg oih = i on obtient par 
substitution : 
(g2ognoi=i, (gogo =i 
g» o g, el g, o g, rendent les diagrammes ci- 
contre commutatifs, D'autre part les d 
grammes, grâce à lo et lg, sont com- 
mutatifs. Un argument d'unicité donne 
alors : 

291 [PA » MOE la. 
gı €l g sont alors des applications bijectives 
(p. 33). I s'ensuit : 


C; 


Propriété universelle 


Groupes résolubles 
La notion de groupe résoluble est d’une portée 
particulière pour Papplication de la théorie de GALOIS 
à la résolution par radicaux des équations (p. 111). 
Déf. 11 : Un groupe G est dit résoluble lorsqu'il 
existe une chaîne de sous-groupes 
G=U,2 Uk- 2. 2 U 2 U = {e} (k EN), 
vérifiant les propriétés : 
(1) U; est un sous-groupe distingué de U;, p 
(2) le groupe quotient U; ,, / U; est commutatif 
GE {0,..,4k-1}). 
Un groupe commutatif est toujours résoluble car 
G 2 {e} et G / {e} est commutatif. Les groupes 
symétriques $, (tab. A) et S, sont des exemples de 
groupes non commutatifs résolubles, On a par contre le 
Th. 7 : Pour n > 5, le groupe symétrique S, n'est pas 
résoluble. 
La preuve de ce théorème est obtenue indirectement. 
On suppose, pour n = 5, que $, est résoluble, c.-à-d. 
qu'il existe une chaîne de sous-groupes conforme à la 
déf. 11, avec U, = S, 
En notant D l’ensemble de tous les 3-cycles (fig. B) 
de S,, on montre : 
DE Up >DE U. 
Il s'ensuit immédiatement la contradiction 
D S U= {e}, car de D S S, = U, vient D € U,.,, 
d'où D € U,» et finalement par un nombre fini 
d’itérations D € {e}. 
Pour prouver l'implication ci-dessus, on prend 
arbitrairement ø = (abc) ED et on écrit, avec 
t= (axb) ED, p = (bcy) ED (x # y, x, y € {a, b, c}) : 
gapim pter 
De D € U, on déduit dans le groupe quotient 
commutatif U; , , / U,: [o] = fe], c.-à-d. o Ee U; = U,. 


Extension d’un demi-groupe 

La construction du groupe (Z, +) à partir du demi- 

groupe (N, +) représente un exemple important 

d'extension de structure (p. 55). Les caractéristiques 
essentielles d'un procédé d’extension sont : 

(1) L'extension possède une structure de groupe. 

(2) Le demi-groupe peut être plongé dans l'extension 

à Paide d’un homomorphisme injectif, c.-à-d. que 

Pextension « prolonge » le demi-groupe. 

(3) Dans tout groupe dans lequel on peut plonger le 

demi-groupe, on peut également plonger l'extension, 

et cela d’une manière unique : le diagramme d’appli- 
cations correspondant est commutatif (propriété 
universelle du plongement). 

Le procédé d'extension peut être appliqué aux demi- 

groupes commutatifs dans lesquels on a la règle de 

simplification : 

Va, Vb,aTx=bTx—a=b.Ona: 

Th. 8 : Soit (H, T) un demi-groupe commutatif dans 
lequel la règle de simplification est vérifiée. Soit 
la relation binaire R € H? x H? définie par 
x) A (y, y): x Ty =y T x! Alors on a: 
(a) À est une relation d'équivalence. 

(b) G : = H x H/R muni de la Lc.i. T° définie par 
AG a TAG y: =M T y, à T yN est un 
groupe commutatif. 

(c) L'application i : H —> G définie par 

h> i (h) =|(a T h, a)]| est un homomorphisme 
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injectif tel que pour tout |(x, x") EG on a : 

l A= i Tiy 
Démonstration : (a) On laisse au lecteur le soin de 
prouver que %À est une relation d'équivalence (pour la 
transitivité on utilise la commutativité de la loi et la 
règle de simplification). 

(b) Les classes d'équivalence modulo 4%, 

[x)= {(u, u’) |x T u’=u T x} forment une 

partition de H x H . On définit une Ici, T° sur 

l’ensemble quotient G : = H x H / 9 par : 
læ xM T o, yN: =æ T yx Ty 

Cette définition est indépendante du choix des repré- 

sentants des classes. 

Comme la loi est commutative et associative dans M 

et comme la déf. de T* résulte d’une loi produit, on 

obtient la commutativité et l’associativité dans G. 

L'élément neutre de G est la classe 

Ca, a)l : = {(x, x) |x E H}, car 

lx, x T° a, o) = hx T a,x T a) = f, x. 

L'inverse de [(x, x") est [(x", x)] car 

le T EN: = T x, T 

=| T x',x T x’) = [(a, a]. 

G est donc un groupe commutatif. 

(c) On plonge H dans G par l'application į : H —> G défi- 

nie par #1 i (h) = |(a T h, a)], car i est un homomor- 

phisme injectif, comme on le vérifie facilement. I 

s'ensuit pour tout élément (x, x’) E G : 

lex NeT T xx TAT 

sie TLA T Ea Tx iT igy’. 

Rem. : De (c) on déduit que tout élément de G admet 
une représentation à Paide d'éléments de à [H] et 
possède un inverse. G est donc le plus petit groupe 
prolongeant à [H]. 

La construction de l'extension suivant le th. 8 satisfait 

aux propriétés (1) et (2), On trouve la preuve de la 

propriété universelle (3) au tab. C}. 

On obtient comme conséquence de la propriété uni- 

verselle le théorème suivant : 

Th. 9 : Toute extension possédant les propriétés (1) à 
(3) est isomorphe à l'extension obtenue dans le th. 8. 

Pour la preuve du th. 9, on suppose l'existence de 

deux extensions‘, et G, de H vérifiant les proprié- 

tés (1) à (3). On note à, (resp. i) le plongement 
correspondant de Æ dans G, (resp. G;). De (3) on 

déduit qu'il existe un unique plongement g, (resp. g) 

de G, dans G, (resp. de G, dans G,) rendant 

commutatifs les diagrammes correspondants de la 
fig. C}. Si l’on combine les diagrammes selon le 
tab. C,, on montre que g, et g, sont bijectifs. 

G, et G, sont donc des groupes isomorphes. 

Rem. : Le groupe H x H / R, obtenu par un procédé de 
construction particulier, est donc, à un isomorphisme 
près, la seule solution au problème d'extension. 

Exemples : 


Demi-groupes commutatifs Groupe obtenu 
vérifiant la règle de simplification | par extension 
(N, +) (Z, +) 
(N \40},:) (oh) 
(Z\{0},:) (Q\ {0}, 
(Q', +) (Q, +) 
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anneaux comm. unitaires 


anneaux intègres 


anneaux Corps 
unitaires commutatif 


Anneaux et corps 


(1) La composition o o p de deux automorphismes g et o de K est un automorphisme de K, car on a : 
p, obijectifs = oo pbijectif et oop(a+ b)= 0 0 (a) + « o (b). 
(Le symbole + permet la vérification simultanée pour les deux lois +, +) 


+ p(b)) 
ao (a) + a pl) 
(2) La loi est associative car la composition des applications l’est toujours. 
(3) L'élément neutre est l'application identité Idy. 
(4) L'élément inverse de l’automorphisme p est l'application g~ ', car on a : 


gbijectif = g'bijectif et #7 '(a+b)=07'(a) +97 '(b). 


On vérifie par un calcul que g est bien un hom. d'anneaux injectif. Si g: B —> K était aussi un hom. 

d'anneaux injectif vérifiant g o i = f, on aurait g o i= g o i: g| R =g | R. Comme B est le corps des fractions de 

R dans B, on peut écrire [(a, b)] sous la forme [(a, D}: [(b, DJ" On en déduit que g = g. 
B est isomorphe au corps des fractions de f [R] dans K, et est parfaitement déterminé à un 
isomorphisme près. 


Corps des quotients 


On renvoie à la p. 41 pour les définitions des notions 
d’anneau, d’anneau commutatif, d’anneau unitaire, 
d’anneau intègre et de corps (fig. A). 


Sous-structures 

Comme pour les groupes les sous-stuctures sont 

importantes. 

Déf. 1 : On appelle sous-anneau (resp. sous-corps) 
d’un anneau R (resp. d’un corps K) toute partie non 
vide de R (resp. de K) qui, munie des mêmes lois, a 
une structure d’anneau (resp. de corps). R (resp. K) 
devient alors un sur-anneau (resp. sur-corps). 

Ex. : L'ensemble n Z : = {nx | x EZ } (n EN) est un 
sous-anneau de Z. Z est un sous-anneau de Q et Q 
est un sous-corps de R. 

Th. 1 : U est un sous-anneau d'un anneau R si, et 
seulement si, U # Ø et 
V a, V b, (a EU Ab EU = a + (- b) E U À ab EU). 
Pour un anneau avec unité on exige en plus que 
1EU. 

U est alors un sous-corps d'un corps K si, et 
seulement si, U est un sous-anneau et 
Va,Vb,(aEUAbEU\{0}= ab-'EU). 

On montre à l’aide du th. 1 que l'intersection de sous- 

corps d’un corps est un sous-corps. 


Homomorphismes d’anneaux et de corps 

De même que pour les homomorphismes de groupes 

(p. 73), on définit : 

Déf. 2 : Soit (R, +, :) et (S, +, *) deux anneaux (resp. 
deux corps). Alors on appelle somomorphisme 
d'anneaux (resp. de corps) toute application f: R —> S 
vérifiant pour tous a, bE R : 
fa + b)= f (a) +f(b) et f (a: b)=f (a): f(b). 
Lorsque R et $ sont des anneaux unitaires, on exige 
enoutre:f()=1ES. 

Un homomorphisme d’anneaux (resp. de corps) 
bijectif s'appelle un isomorphisme d'anneaux (resp. 
de corps). 

Tout homomorphisme d'anneaux (resp. de corps) f est 

un homomorphisme de groupes pour les structures de 

groupes additifs, et également un homomorphisme de 
groupes pour les structures de groupes multiplicatifs 
quand il s’agit de corps. De ce fait, l’image par f d’un 
anneau (resp. d’un corps) est toujours un sous-anneau 

(resp. un sous-corps). 

Automorphismes 

Les isomorphismes d’un corps sur lui-même sont 

d’une importance particulière. 

Déf, 3 : Soit K un corps. Alors un isomorphisme de 
corps p : K > K s'appelle automorphisme de K. 
L'ensemble des automorphismes de K sera noté 
Aut (K, K). 

On montre facilement que Aut (K, K) muni de la 

composition des applications est un groupe (fig. B). 

tout corps on peut donc associer un groupe. Cette 

propriété est utilisée dans la théorie de GALOIS (p. 107). 

A partir de tout sous-ensemble non vide T de 

Aut (K, K) on peut construire un sous-corps 

particulier de K, Pour cela, on considère l’ensemble 

des éléments de K qui sont leur propre image par tout 
automorphisme de T. Alors 

F(T):={x[xEKA VY o, (0ET= o(x)=x)} 

est effectivement un sous-corps, nommé corps fixe de T. 
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Corps des fractions 

Soit R un anneau intègre et K un corps tels que R € K. 

Alors le plus petit corps B contenant R et vérifiant 

B € K est appelé corps des fractions de R dans K. 

Pour a, b E R (b # 0), b~'et toutes les « fractions » 

ab=! doivent appartenir à B. On montre facilement que 

B = {ab-'|a ERA bER a b» 0} 

est le corps des fractions cherché. 

Ex. : Q est le corps des fractions de Z dans R. 
Lorsque Æ est un corps, K un sous-corps de E, et 
a EGE , alors K (a) (corps obtenu à partir de K par 
adjonction de æ, p. 98) est le corps des fractions de 
K [a] (anneau des polynômes de æ, p. 95) dans £. 


Corps des quotients 

La précédente construction d’un corps de fractions 

exige l’existence d’un sur-corps. Mais on peut se 

passer de cette condition et construire pour tout 
anneau intègre R un corps B, nommé corps des 
quotients de R , possédant les propriétés suivantes : 

(1) I existe un sous-anneau R de B isomorphe à R. 

(2) B est le plus petit corps contenant R, donc le corps 
des fractions de R dans B. 

(3) B est parfaitement déterminé à un isomorphisme 
près. 

Pour construire B, on définit pour les couples 

(a, b) E R x R\ {0} la relation d'équivalence À : 

(a, b) R (a, b): & a b= mb, 

Sur B : = R x R \ {0} / À, on définit les L.c.i. : 
Ia, b)] + Ie, d) : = [ad + be, bd)], 
la, b): IC, d]: = ac, bd] 

(règles analogues à celles du calcul sur les « fractions 

numériques » : (a, b) correspondant à la fraction A 

(c, d)à $) et on montre que les lois sont indépendantes 

des représentants choisis. Par un calcul il s'ensuit que 

(B, +, *) est un corps (voir p. 57). 

On doit encore vérifier les propriétés (1) à (3). 

(1) La partie R : = {[(a, D] | a ER} est un anneau 

intègre contenu dans B et isomorphe à R par 

Papplication į : R —> B déf. par a > [(a, D]. 

(2) B est le corps des fractions de R dans B, car, comme 

Icb, D! = (1, b)] (b = 0), on a : 

a, DIM, DJ] aERAbER A b» 0} 

= {[(a, b| aERA^ bER Ab» 0} =B. 

(3) Si K est un corps dans lequel on peut plonger R 

par un homomorphisme d’anneaux injectif f: R — K, 

alors on peut aussi plonger B dans K par l’homomor- 

phisme d’anneaux g : B —> K déf. par : 
Ka, b> F(a) SO. 

g est déterminée de manière unique grâce à la propriété 

g o i = f (fig. C). B est par conséquent l'unique corps 

des quotients de R à un isomorphisme près. hi 

Rem. : Lorsque K est un corps contenant R, B est 
toujours isomorphe au corps des fractions de R 
dans K. 

Ex, : Q peut être construit comme le corps des 
fractions de Z (p. 57). Lorsque R est un anneau 
intègre, l'anneau des polynômes R [X] l’est aussi 
(voir p. 95). On peut alors construire le corps des 
fractions de R [X] : 


CO FE ERXTA gbo], 
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R/Ker f 


Ker f'est un idéal bilatère puisque c’est un sous-groupe de (R, +) et que Pona R: Kerf € Ker fcar Vx Vr 
(x E Ker fa r ER = f (rx) = f (r) f(x) = 0), et qu'il en est de même pour Ker f? R. 


g, comme f, est aussi un hom. d’anneaux. Par définition, g vérifie g o k = f; g est inj. car f (x) = f (y) 
A  >S&-y)=0=x-yEKerf=xEy + Kerf= bl = f] = fly]. 


Théorème d’homomorphie pour les anneaux 


Table des lois sur Z4 := Z/4Z = {[0], [1], [2], 13I} 


Table des lois sur Z; := Z/5Z = {[0], [1], [2], [2 


L'anneau Z; n’a pas de diviseur de zéro, c’est un anneau intègre. 
Par ailleurs, tout élément de Z, \ {[0]} admet un élément inverse pour la multiplication 
(l'élément unité [1] apparaît sur chaque ligne une fois et une seule). Zs est donc un corps. | 


Exemples d’anneaux de classes de congruence (voir aussi p. 74) 


[anneau comm. unitaire AA] comm. unitaire [anneau comm. unitaire AA] 


HE it idéal 
anneau comm. unitaire R| 2 


o uidéal 
O 
(Th. 4) (Th. 3) (Th. rt 


anneau fanneau intègre} 


C 


Résumé 


Anneau quotient, idéaux 

On considère le groupe commutatif (R, +) d’un 

anneau commutatif (R, + , *) et un sous-groupe 11 de 

(R, +) : alors on peut former le groupe quotient 

commutatif (R /u, +) grâce à l’application canonique 

k: R — R / u qui est un homomorphisme de groupes 

(p. 75, th. 4). Mais peut-on également définir sur R / u 

une multiplication pour laquelle R / u aurait une 

structure d’anneau et k serait un homomorphisme 
d’anneaux ? On pose : 

Dét. 4 : [x]: ly): = [x - yl, pour tous fxh, [y] € À / n. 

La multiplication ainsi introduite est une l.c.i. sur R/U 

si, et seulement si, 

Vr, Vu, (rE RA u En =ru En), c-àd RUE 

avec Ru :={ru|rERauEu}. 

Cela suggère la définition suivante : 

Déf. 5 : Soit (R, +, :) un anneau commutatif. Une 
partie u de R s'appelle idéal de R lorsque u est un 
sous-groupe de (R, +) et vérifie R u € u. 

Rem. : Dans les anneaux non commutatifs on 
distingue les idéaux à gauche (R u © u), à droite 
(u R © n) et bilatères. Un idéal est un sous-anneau 
particulier. Les seuls idéaux de Z sont les sous- 
anneaux n Z (n EN). Dans tout anneau, {0} (idéal 
nul D) et Panneau lui-même sont des idéaux. 

On peut maintenant énoncer : 

Th. 2: Soit (R, + , +) un anneau, U € R un sous- 
groupe de (R, +) et (R / u, +) le groupe quotient 
associé, avec l'appl. canonique k : R — RU, 
homomorphisme de groupes. Alors (R/U, +, *), où * 
désigne la multiplication de la déf. 4, est un anneau, 
et k un homomorphisme d'anneaux, si, et seulement 
si, u est un idéal bilatère. 

Déf. 6 : L'anneau (R / 1, +, *) obtenu dans le th. 2 est 
appelé anneau quotient de R par u. 

Rem. : Les idéaux bilatères dans les anneaux 
correspondent aux sous-groupes distingués dans les 
groupes. On peut aussi généraliser le th. 
d'homomorphie (p.77) aux anneaux (fig. A). 


Anneau des es de congruence Z, 

Pour l'anneau (Z, +, +), l'idéal n Z (n = 1) et les 
groupes de classes de congruence (Z,, +) (p. 75) il 
résulte du th, 2 que (Z,, + , *) est un anneau fini, 
nommé anneau des classes de congruence mod, n. 
Certains anneaux de classes de congruence ont des 
diviseurs de zéro (Z,, fig. B); l'anneau Z5 est sans 
diviseurs de zéro et c’est un corps. On montre (voir th, 
3et7): 

Z, (n = 2) anneau intègre +> 


Z, corps & n premier. 


Carac ation des anneaux intègres 
par les idéaux premiers 
L'exemple Z, suggère d'étudier le cas où l'anneau 
quotient R / ut d'un anneau R est un anneau intègre. R 
doit d’abord être un anneau commutatif unitaire. 
L'absence de diviseur de zéro dans R / u donne : 
x} =0 = [x] = 0 v [y] =0) 
e (xy El = x EU v y Eu). 

De là provient la définition : 
Déf. 7 : Un idéal X # R est dit idéal premier dans R 

lorsque : Vx, Vy, (x y EI = x EX v y EN). 
Rem. : L'appellation « idéal premier » provient de 

Pex. de Z : n Z idéal premier <> n premier ou nul. 
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Il découle maintenant de la déf. 7 le théorème suivant : 

Th. 3 : Soit R un anneau commutatif unitaire, et \\ un 
idéal de R. Alors l'anneau quotient R / u est un anneau 
intègre si, et seulement si, West un idéal premier: 

Rem. : Un anneau commutatif unitaire est un anneau 
intègre si, et seulement si, D est un idéal premier 
(on considère que : R/0 = R). 

Ex. : Z, anneau intègre <+> n entier premier (n = 2). 


Caractérisation des corps par les idéaux 

À l’aide des idéaux, on peut indiquer à quelle condition 

un anneau commutatif unitaire est un corps. Étant 

donné un idéal u # 0 d’un corps commutatif K, il existe 
un a Eu (a # 0), a`’ E K et aa™' = 1, si bien que, 
comme K u © u, on a aussi 1 E u, c.-à-d. u = K. On 
montre pareillement l'existence d’un élément inverse 

dans un anneau commutatif unitaire R lorsque R 

possède exactement deux idéaux. On a : 

Th. 4 : Un anneau commutatif unitaire R est un corps 
si, et seulement si, R contient exactement deux 

_ idéaux (0 et R). 

À l'aide de ce théorème, on peut préciser les cas où 

l'anneau quotient R / ut est un corps (U # R). 

Si R est un anneau commutatif unitaire, il en est de 

même pour R / u. Donc d’après le th. 4, R / u est un 

corps si, et seulement si, 0 et R / u # D sont les seuls 
idéaux de R / u. Si R / u est un corps et si V est un 
idéal dans R, tel que u € V € R, alors k (b) est un 

idéal # o dans R / u, donc k (b) = R / u. I existe œ E b 

tel que k (q) = [I] = 1=a+tx, xE Core ler 

RICE b= V = R. Par suite u est un idéal maximal 

(p. 43). Réciproquement si u est un idéal maximal 

dans R, et si a est un idéal # 0 dans R / u, k '(a) est 

un idéal dans R tel que k'(a) D u, donc &°!(n) = R 

=A 2 k (R) =a =R/u. R /u est un corps. 

Th, 5 : Soit R un anneau commutatif unitaire et W un 
idéal de R. Alors R | \ est un corps si, et seulement 
si, 1 est un idéal maximal. 

Rem. : Un anneau commutatif unitaire est donc un corps 
si, et seulement si, 0 est un idéal maximal (voir th. 4 ). 

Des théorèmes 3 et 5 on déduit : 

Th, 6 : Dans un anneau commutatif unitaire, tout 
idéal maximal est aussi premier. 

Ce théorème admet une réciproque dans les anneaux 

dits principaux (th. 7). 


Idéaux et anneaux principaux 

Dans un anneau commutatif unitaire R, l'ensemble 

Ra: = {ra | r ER} est pour tout a E R un idéal. 

Dét. 8 : Soit R un anneau commutatif unitaire, Alors 
(a) : = R a s'appelle idéal engendré par a E R . Un 
idéal u est dit principal lorsque u = (a) avec a ER . 
R est dit anneau principal lorsque tous ses idéaux 
sont principaux. 

Ex. : Z et Panneau des polynômes K [X] sur un corps 

K commutatif (p. 95) sont des anneaux principaux. 

Th. 7 : Soit R un anneau commutatif, unitaire, intègre, 
principal, et u # 0 un idéal de R. Alors \\ est un 
idéal maximal si, et seulement si, \ est un idéal 
premier. 

Conséquence : Du théorème 5 on déduit : 

Z, (ue 2) corps  n entier premier, resp. 
K [X] /u u # 0) corps <> u idéal premier. 
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Soit (M, +, Q, +) un @-module. On a alors : 


a) o2x=0,0.0=0 (o élément nul de Q, 0 élément neutre dans M) 
Das CDE E 0 EEE 
A 


Règles de calcul dans les modules 


Alors (R, +) est un groupe comm. et la loi mult. «+ » 
est une l.c.e. sur R avec R comme domaine 
d'opérateurs. 


us-modules de R sont d’après le th. 1 les 
x à gauche de R. 


Alors on peut définir sur G une l.c.e. « : » avec Z 


comme domaine d'opérateurs par : 
ue (z fois) pour z E Z% 


e pour z = 0 
our z E Z* 


Les sous-modules de G sont d’après le th. 1 les 


sous-groupes de G. 


Anneaux unitaires et groupes comm. en tant que modules 


M m N 


k 
í [ Mike fm] | 


C 


Théorème d’homomorphie pour les modules 


I. Th. d’isomorphie : Soit U et V des sous-modules d’un -module M. Alors : 


UJUNV = UVIV 


Th. d'isomorphie : Soit M, et M, des &-modules, U et Ü, des sous-modules de M, resp. M. Alors si 
i M, — M, est un hom. de modules : rjectif vérifiant f![U,]= Up on a : 


M,/U, = M3lU> 
Si M est un Q-module et si U, et U, sont des sous-modules de M, on à : 


D 


Théorèmes d’isomorphie pour les modules 


(M/U YU /U ZA JU; | 


La théorie des espaces vectoriels s’est développée à 
partir de l’étude des systèmes d'équations linéaires 
(p. 93). Une généralisation de cette théorie est la 
théorie des modules, car les espaces vectoriels sont des 
modules particuliers. La notion de module possède de 
très nombreuses applications. 

Les définitions de « module », d’« espace vectoriel », 

et des exemples se trouvent en p. 41. 

Rem. : Le tab. A contient trois règles de calcul 
importantes dans les modules. Lorsqu’aucune 
confusion n’est possible, on écrit œ x pour la loi de 
composition externe (I.c.e.). 


Sous-modules 

Comme pour les sous-structures dans les groupes, les 

anneaux et les corps, on pose : 

Déf. 1 : On appelle sous-module d’un -module M 
toute partie non vide U de M ayant une structure 
d’&-module pour les mêmes lois de composition 
interne et externe. 

Ex. : {0} et M sont toujours des sous-modules. 

Un sous-module est un sous-groupe de (M, +). Mais 

un sous-groupe U n’est pas toujours un sous-module, 

car on montre facilement que la condition 

Va, Va, (a E Q À a EU = a a EU) doit être remplie. 

On a: 

Th. 1 : U est un sous-module de l’ Q-module (M, +, Q, ) 
si, et seulement si : 

(1) (U, +) est un sous-groupe, et 
(2) Va, Va, (a EQ A a EU = aa EU). 


Du th. 1 on déduit que l'intersection Q U; ct la somme 
ie 


U, +. + U: = {i +... + u, |u; EU} de sous- 

modules est un sous-module d’un £-module. 

Rem. : La théorie des modules est en étroite relation 
avec les groupes commutatifs et les idéaux (tab. B). 


Homomorphismes de modules 

Les applications respectant les structures sont les 

homomorphismes de groupes (p. 73) qui sont 

compatibles avec la 1.c.e. (même domaine d'opérateurs). 

Déf. 2 : Soit M et N deux Q-modules. Alors on 
appelle homomorphisme de modules toute application 
f: M — N vérifiant pour tous a, b EM et tout aE Q: 
(1) f(a +b)=f(a)+f(b), (2) f(aa)=af(a). 
Un homomorphisme de modules bijectif s'appelle 
un isomorphisme de modules. 

Rem. : f (œ a + Bb) = a f (a) + P f(b) pour tous a, 
b EM et tous a, B EQ est équivalent à (1) À (2). 

Pour tout homomorphisme de modules f : M —> N, 

l’image f [U] d’un sous-module U de M est un sous- 

module de N (donc aussi f [M}). 

On définit comme pour les homomorphismes de groupes 

Ker f : = {x | x EM À f (x) = 0}, et l'on obtient ainsi un 

sous-module important de M (th. d’homomorphie, voir 

ci-dessous). 

Module quotient 

Étant donné un sous-module U d’un -module M, on 

peut former le groupe quotient commutatif M / U 

(p. 75) car (M, +) est commutatif et donc U est un 

sous-groupe distingué de M. 

Déf. 3 : On définit par : a [x] : = [æ x] pour tout a EQ 
et tout [x] E M / U, une L.c.e. sur M / U, de sorte que 
M / U devient un Q-module (indépendance du 
représentant choisi). L'application canonique k : M —> 
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M LU définie par x + [jx] est donc un homomor- 
phisme de modules ; d’où le théorème suivant : 

Th. 2 : Soit M un Q-module et U un sous-module. 
Alors M | U muni de la l.c.e. de la déf. 3 est un 
Q-module et l'application canonique est un 
homomorphisme de modules. 

Déf. 4 : L’Q-module M / U du th. 2 s'appelle module 
quotient de M par U. 

Rem. : Le th. d'homomorphie et les th. d’isomorphie 
pour les groupes (p. 77) sont également valables 
pour les modules (tab. C, D). 

Produit direct de modules 

À partir de M,, M;, …, Mp, Q-modules, on peut 

construire un nouvel Q-module, le produit cartésien 

À M;, que l’on munit des lois-produits interne et 

externe venant des lois des M. 

Déf. 5 : On défini pour tous (n as DR 


GvY)E, x, M; et tout æ EQ: 


Cr e Xn) + D «o Yn) |= i + Yo ces Xa + Ya) 
CAE EE A EA O E AE E A A 
L Q-module construit s'appelle produit direct de 
M,,..., M, Lorsque M, = M, =. = M, = M, le produit 
direct est noté M". 
Ex, : Pour tout anneau unitaire R, 
R" : = {(X e x,)| x; ER} est un R-module. 
Il est caractéristique du produit direct que les projections 
(p. 33) sont des homomorphismes de modules surjectifs. 
Rem. : On peut généraliser le produit direct à des 
ensembles d'indices quelconques. Dans ce cas il 
apparaît un important sous-module, la somme 
directe formée des éléments (x;);c; du produit direct 
x M; tels que x; = Oy, sauf pour un nombre fini 
iCI S 


d'indices į. Pour des ensembles finis d'indices, le 
produit direct et la somme directe concordent. 
Le problème de savoir si l’on peut complètement 
décrire un module par la donnée de sous-modules 
appartient au champ d'application du produit direct. 


n 
Lorsque l’on forme le produit direct X U; de n sous- 
ist ' 


modules U; d’un Q-module M, et que l’on met ce 
module en relation avec M par l’homomorphisme de 


modules f: X, U; — M déf. par 


(Xp eo Xa) > Xi + + Xp l'image par f du produit 
direct est le sous-module U, +... + U,. 

Si de plus f est un isomorphisme de modules, alors 
M est parfaitement décrit par la donnée d 
modules utilisés. Les hypothèses nécessaires et 
suffisantes pour l’isomorphie sont données par le 

Th. 3 : Un Q-module M est isomorphe au produit 

n 


direct ka U; des sous-modules U, si, et seulement 
i= 


si, tout x EM admet une et une seule représentation 
x=x t. +4, (M E U;). 
Lisomorphic étant connue, on dit plus brièvement : 
M est le produit direct des sous-modules U,, ..., U, 
(voir p. 77 déf. 10). 
Pour deux sous-modules il existe un critère simple : M 
est le produit direct de deux sous-modules U, et U, si, 
et seulement si, M = U, + U, et U, ^A U, = {0}. 
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M est un -module, 


(1) L(T)= N U (U sous-module) 


TSU 


i=1 


(2) L(Ù u) =U;+...+U, (U;sous-module) (4) L(L(T))= L(T) 


A 


O) TETE M> T ELTE LT) S L(M)=M 


Propriétés de l'opérateur de fermeture 


(a) {1} est un système gén. de Q sur Q, car poura EQ oua :a=a; 1. 


(b) {1} est libre sur Q, car a: 1=0 — a =0,. 


(a) E: = 41,0, ..., 0), (0, 1,0, ..., 0), ..., (0, …., 0, 1)} est un système gén. de R” sur R, car pour 


6,4) E Ron a 


Gens Xas ce Xn) = X1 +(1,0, 2, 0) + x2 (0, 1, 0, «++, 0) + «+. + x, + (0, ..., 0, 1). 


(b) £ est libre sur R, car si 


a, (1,0, ..., 0) + az - (0, 1,0, ...,0) +... + an * (O, ..., 0, 1)= (0, ..., 0), 
-d. a; = 0) pour tout iE {1, ..., 0}. 


on a alors : (dy a» …., 4,) = (0, 


(a) Toute partie de Q qui contient O est liée sur Z car 1+0 +0: a +0: b +... = 0, sans que tous les 


coefficients soient nuls. 


D 
(b) Toute paire {a, b} C QN {0} est liée sur Z, car en posant a = : 


n=r'q,m=-s"' pon obtient : 
ncamb 
Toute partie de Q de plus d’un él. est liée sur Z. 


Tout singleton {a} C QS {0} est libre sur Z, car n + a = 0 = n = 0 (n E Z). 5 
Cependant un singleton de QS {0} n’est pas un système gén. de Q sur Z, car si a = q (p,qEZ N{0}), 


alors par exemple 
D 
P ¢ {n a| n EZ}. 


ü TEE module (O, 4 n'est pas Tibre. 


etb= E (par sEZN {0} et 


0 avec n et m non nuls tous les deux. 


Exemples de modules libres et non libres 


Soit V un espace vectoriel de dim. finie sur K, U un sous-espace vectoriel de V et V/U l’espace quotient 


correspondant. Alors on a : 


Propriétés des espaces vectoriels de dimension finie 


Fermeture linéaire, partie génératrice 
Lorsque T est une partie non vide d’un -module M, 
on peut former dans M des expressions de la forme 


est fini 


À a, x, où le nombre des æ, (EQ) non nuls 
xET 


(on choisit 7 comme ensemble d’indices, de telle sorte 
que tous les éléments de T peuvent intervenir, mais en 
convenant que la somme porte sur un nombre fini de 
termes # 0). Ces expressions sont appelées 
combinaisons linéaires d'éléments de T. L'ensemble 
de toutes les combinaisons linéaires d'éléments de T 
est un sous-module de M, le plus petit contenant 7: I 
est appelé fermeture linéaire de T, et est noté L (T) ; L 
est appelé opérateur de fermeture et T est un 
ensemble de générateurs, ou partie génératrice, de 
L (T). Le tab. A donne les propriétés de L. 
Rem. : L (T) est aussi appelé sous-module engendré 
par T, et on définit L (Ø) : = {0}. 
Comme L (T) est toujours un sous-module de M, on 
cherche à savoir s’il existe un T G M tel que L (T) = M. 
Déf. 6 : Soit M un &-module. On appelle partie 
génératrice (part. gén.) de M sur Q toute partie E 
vérifiant L (E) = M. 
Comme Ł (M) = M, tout module admet une part. gén. 
Cependant les part. gén. intéressantes sont celles qui 
sont des sous-ensembles strictes, voire finis. Dans ce 
dernier cas le module est dit « de type fini ». 
Ex : (10,5: OOL O; 10); (Os, eSt 
une part. gén. finie du R-module R”. 
Si tout x EM peut être représenté par une combinaison 
linéaire d'éléments d’un ensemble £ de générateurs, 
cette représentation n’est cependant pas toujours 
unique, La recherche d’une représentation unique 
conduit à la notion suivante. 
Indépendance linéaire, base 
On a l’unicité de la représentation par une part, gén. £ 


si, et seulement si, > a, x = 0 implique toujours 


a, = 0 pour tout x. 
Déf, 7 : Une partie T d’un Q-module M est dite libre 


sur Q si, et seulement si, 


À a, x = 0 implique 
a, = 0 pour tout x, Les éléments de T sont alors dits 
linéairement indépendants sur Q. 

Si T west pas libre sur Q, T est liée sur Q, et les 

éléments de T sont dits linéairement dépendants sur Q. 

Rem. : est par définition libre. 

Dans la recherche des parties libres on peut se limiter 

aux ensembles finis, car on a : 

T est libre si, et seulement si, toute partie finie de T 

est libre. 

On remarque encore que dans tout &2-module, il existe 

une partie libre maximale au sens de l'inclusion 

(application du lemme de Zorn, p. 45). 

Une telle partie libre maximale assure Punicité de la 

représentation de tout élément de l&2-module. 

Déf. 8 : Soit M un Q-module. Une partie libre génératrice 
de M sur Q est appelé base de M. Un module dans 
lequel il existe une base est dit module libre. 

Ex. : (Q, +, *) est un Q-module libre, de même que 
tout R-module R” avec n EN \ {0} (tab. B). Par 
contre (Q, +, :) n’est pas un Z-module libre (tab. B). 
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La qualité de module libre s'éclaire par le théorème : 

Th. 4 : Soit M un Q-module libre de base B et N un 
G-module quelconque. Pour toute application 
f:B — N définie sur B, il existe un unique 
homomorphisme de modules f* : M > N coïncidant 
avec f sur B, défini par : 


> a,b = 2 a, f(b), et appelé prolonge- 
wEB DER 


ment linéaire de f. 


X 


Espaces vectoriels 
On considère ici des modules particuliers, ceux sur un 
corps K, appelés espaces vectoriels sur K. On peut 
montrer qu’il existe toujours une base dans un tel 
module. L'essentiel réside dans le fait que maintenant 
les inverses pour la multiplication existent dans le 
domaine d'opérateurs. On montre que toute partie 
libre maximale est une base. 
Th. 5 : Tout espace vectoriel V sur un corps K 
possède une base. 
Rem. : Un espace vectoriel peut parfaitement 
posséder différentes bases. 
Pour construire une base, on choisit une partie libre 
d’une partie génératrice E (Ø éventuellement) et on 
complète successivement cet ensemble par des 
éléments de Æ en une partie libre, jusqu'à l'obtention 
d’une partie libre maximale. Ce procédé provient du : 
Th. 6 (th. de la base incomplète) : Soit V un espace 
vectoriel sur un corps K, E une partie génératrice 
de V et A une partie libre de E. Alors on peut 
compléter À en une base B de V avec AC BCE. 
Rem. : Dans les espaces vectoriels il est d’usage de 
parler de sous-espaces et d'espaces quotients plutôt 
que de sous-modules et de modules quotients. Les 
homomorphismes d'espaces vectoriels sont dits 
aussi applications linéaires (p. 89). On appelle 
vecteurs les éléments d’un espace vectoriel, et on 
les note selon le cas a, b, x, y, .. ou &, b, X, y, 
(géométrie analytique). 


Espaces vectoriels de dimension finie 

Déf, 9 : Un espace vectoriel possédant une base finie 
est dit de dimension finie (dim. finie). 

Dans un espace vectoriel de dim. finie V, le nombre 

d'éléments d’une base est une valeur caractéristique, 

car ce nombre est le même pour toutes les bases de V. 

Déf. 10 : Le nombre des éléments d’une base d’un 
espace vectoriel de dim, finie V sur un corps K 
s'appelle la dimension de V sur K (notation : 
dim (V/K)). 

Ex. : Pour tout corps K, K" est un espace vectoriel sur 
K de dimension » (voir tab. B). 

Grâce aux espaces vectoriels K", tous les espaces 

vectoriels de dimension finie sur K sont connus à un 

isomorphisme près, car on a le théorème suivant : 

Th. 8 : Deux espaces vectoriels de dim. finie sur K 
sont isomorphes si, et seulement si, leurs 
dimensions sont égales, c.-à-d. que K" est, à un 
isomorphisme près, le seul espace vectoriel de 
dimension n sur K. 

IR? (p. 191) est, à un isomorphisme près, le seul 

espace vectoriel de dim. 3 sur R. 

Rem. : Le tab. C donne des propriétés des espaces 
vectoriels de dimension finie. 
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S(b) =ab, +b: +... + A 
f(b) -0b +55 b, +... +b, 


S(b) = b, +0 b, + … +10 b, 
relativement à 
B, B 


Application linéaire et matrice 


Si Si 


frei. à 8,8 


tel, 


| a a 


“pas àB, B 


àB, B 


m 


SG) = a b; s0)= À 


iail 


g(b,) = a Bab b, 


alors 


Nb) = à fb) 
=a > a b; 


+ gbi) = fbi) + gb) 


n n 


> arbi» X, Bab, 
i=1 iz) 


n 


S (An t Pa) bi -5 O ab, 


is i=l 


og) (b) (5 > Brjbk 


m m 


= D bul O)= À Pu 


B, iSi Nk 


B b, 


5 axb; 


ci «Ain 
DE = 
nm i 1. vi m 


C, Addition des matrices 


bi 
[BR 
Pn 
Pas HO: Bas + 8 Pi 
“Bis HER Bait… HE: Pmi 


\ 1% colonne 


0, 


Multiplication d’une matrice 
par un élément du corps 


+. 
+ 


2° colonne 


C, Multiplication des matrices 


cm t Éim LIFE TES AT 


Oni + Bus + nm + Bum Ani ++ Em Oni A Onm 


1% ligne 
2 ligne 


Opérations sur les matrices 
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Applications linéaires 

Au lieu d’homomorphismes de modules (déf. 2, p. 85), 
on parle dans les espaces vectoriels d'applications 
linéaires. Le théorème d’homomorphie et les théorèmes 
d’isomorphie (p. 84) sont formulés de manière analogue. 
Comme tout espace vectoriel possède une base (th. 5 
p. 87), les applications linéaires sont toujours parfaitement 
déterminées par la donnée des images des éléments d’une 
base (th. 4, p. 87). Dans les espaces vectoriels de 
dimension finie, il résulte de cette propriété une étroite 
relation entre les applications linéaires et les matrices. 


Applications linéaires dans les espaces 
vectoriels de dimension finie et matrices 

Soit V et V’ deux espaces vectoriels sur K de dimen- 
sions finies m et n resp., de bases B : = {b,, …, bm} et 
B' : = {bi, …, bh} resp. Alors pour m éléments non 
né rement distincts x4, …, x}, de V’, il existe une 
application linéaire unique f: V —> V’ vérifiant 

f(b) = x(k E{1, ..., m}). Comme les xý de V’ 
possèdent sur B’une représentation unique 


n 


xt= aix bi, on obtient : Vk f (b,) = D aix bi. 
ísl 


Toute application linéaire est donc parfaitement 
déterminée relativement aux bases B et B’ par un 
système d'éléments du corps, non nécessairement 
distincts, @&; (i E{1, ..., n}, k E{1, ..., m }). De façon 
appropriée, on note le système des œ; sous forme 
d’une matrice (fig. A). 
Déf. 11 : Soit K un corps ct «y (i E{ RL 
kE{1, ..., m}) des éléments de K non na 


Aip CT 
distincts. Alors (@&) : = |: : fig. A 
ik ; í B 


Ano Anm 


est appelé matrice sur K de type (n, m) (plus briève- 
ment (n, m)-matrice sur K). i s'appelle indice de 
ligne, k indice de colonne. n donne le nombre des 
lignes, m celui des colonnes. 

Comme à toute (n, m)-matrice on peut de même 

associer une application linéaire f: V —> V ’, on a : 

Th. 9 : Soit V et V’ deux espaces vectoriels sur K de 
dimensions finies m et n resp., de bases B et B' 
resp, alors à toute application linéaire f : V > V’ 
on peut associer de manière bijective une (n, m)- 
matrice sur K, relativement aux bases B et B '. 

En désignant par £ (V, V’) l'ensemble de toutes les 

applications linéaires f: V — V’, et par M, m (K) 

l’ensemble de toutes les (n, m)-matrices sur K, alors 

d’après le th. 9 il existe une application bijective L': 

L (V V’) Min (K). 


Les espaces vectoriels L (V, V’) et M, m (K) 
On peut définir sur £ (V, V’) une Lc.i. et une L.c.e. par : 
f+ g: V — V' déf. par x> f(x) + g (x), 
et a: f:V — V' déf. par x> a f(x). 
£ (V V’) muni de ces lois est un espace vectoriel sur 
K. Par le th. 9 on peut associer des matrices aux 
applications linéaires f + g et a: f (fig. B,). Il est alors 
logique de définir les lois suivantes pour les (n, m)- 
matrices (fig. C,) : 
(a) + (Ba) : = (au + Ba) Addition des matrices 
a(ax):=(a@" ax) Mult. par un scalaire 


De cette manière M, „(K) devient également un 
espace vectoriel sur K, car l’application Z donnée ci- 
dessus est un isomorphisme, c.-à-d. 

2 (V V°) = M, n (K). 

Rem. : La matrice neutre pour l'addition est la 
matrice nulle, dont chaque élément est l’élément 
nul de K. La matrice opposée à (&,) est (~ æ). 

L'ensemble des matrices ayant un de leurs éléments 

égal à l'élément unité de K et tous les autres égaux à 

l'élément nul de K est une base de M, „ (K). Comme 

il y a n + m matrices de cette forme, on a : 

dim (£ (V V')/K)) = dim (M, „(K)/ K) = nm. 

L'espace vectoriel dual £ (V, K) 

Pour tout espace vectoriel V sur K de dimension m on 

peut considérer l’espace vectoriel L (V K), isomorphe 

à V car K est un espace vectoriel sur lui-même avec 

dim (K / K) = 1, si bien que dim (£ (V, K) / K)) = m. 

Déf, 12 : L (V, K) s'appelle espace vectoriel dual de V 
et ses éléments sont appelés formes linéaires. 

L'intérêt de l’espace vectoriel dual réside dans le fait 

que l’on peut décrire les sous: es vectoriels de V 

(par ex. les droites, les plans dans R°) par un système 

de formes linéaires particulières. 

Rem. : Les tenseurs sont une généralisation des 
formes linéaires. 


Composition des applications linéaires | 
Étant donné deux applications linéaires f : V —> V et 
g : V — V dans des espaces vectoriels sur K de dimen- 
i inies, la composée f o g : V —> V est aussi une 
application linéaire. La matrice associće est donnée en 
fig. B. On l’obtient à partir des matrices correspondant 
à fet à g en définissant (fig. C;) : 


m 
(aa): (Bu): = X Qik Pr j Mult. des matrices 
KZI 


: Pour la composition f o g des applications 
aires f et g, l’ensemble d'arrivée de g et 
Pensemble de départ de f doivent coïncider. De 
même on peut effectuer la multiplication MN des 
matrices M et N seulement si le nombre de colonnes 
de M est égal au nombre de lignes de N. 


Les anneaux £ (V, V) et M, „ (K) 
On considère l’espace vectoriel & (V, V) des 
applications linéaires de V sur lui-même, de sorte que 
la composition des applications est une 1.c.i. dans 
R (V, V). Elle est associative, mais non commutative 
en dim. > 1. L'application identité est Pélément 
neutre. 
L (V, V) muni de l'addition et de la composition des 
applications linéaires est un anneau unitaire, non 
intègre et non commutatif en dim. > 1. On obtient des 
résultats analogues pour l'addition et la multiplication 
dans l’ensemble M, „ (K) des (n, n)-matrices (appelées 
également matrices carrées d'ordre n) correspondant 
à £ (V V). La matrice neutre de la multiplication est la 
matrice identité (Ô) avec Ô; = 1 pour i = k et 6,4, = 0 
pour i # k. 
Comme l'application Z : & (V, V) > M, „ (K) est un 
isomorphisme d’anncaux avec Na (a) ona: 
£ (V V) = M,» (K). 

Rem. : En tenant compte aussi de la 1.c.e, £ (V, V) et 

M, „ (K) sont des algèbres unitaires sur K. 
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H H 
3 en — (1435) 


‘ Us. em. dap. cl 


Signature d’une permutation 


Déterminant d'ordre deux 


-Ada 


signP: ÆÙ 1 


Déterminant d'ordre trois 


CURE 


sign P: 
Oii X12 Aiz t Į 


O21 O22 Az3| = + Agy Azz Agg — Ay * Aza gia + A1 3X2 1032 — A1 2021033 FO 202331 — X1 302203 1 


&31 &32 X33 


Déterminants d'ordres deux et trois 


Aiie Lin Gi mm À, 1 
Cire nl (01n mn yn 
PAC TL TE 
L 1 |=° Li 
Cale Cs de Be + À Yar 
re colonne 
ire Aip Qip Aip FÀ Air 


Caile Oire api LIL 
p'" colonne 


l 


‘M on 
C Anr ++ En 

Bises by 
p +4. 


ka BE où 


re colonne r”: 


8 transpositions, 


c.-à-d. sign P = (- 1} =+1 


Règles de calcul pour les déterminants 


S 
B; 

ò | 
Far: rl0-::0 1 0---0 


rs ‘Orn 
HN Em 
ns ò 


det (ig) Cofacteur A, , de a,, 
(ordre n) (ordre n) 


dét. extrait S$,, 
(ordre n = 1) 


Com (Oa) = 


A 
Ain: Ann 
Comatrice 


de (a) 


Cofacteur, déterminant extrait, Comatriec 
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Groupe des automorphismes Aut (V, V) 

L'ensemble X (V V) de toutes les applications linéaires 

d’un espace vectoriel de dimension # sur lui-même 

(p. 89) muni de la composition des applications ne 

forme pas un groupe car les éléments inverses 

(applications réciproques) n’existent pas toujours. 

Cependant si l’on se restreint aux applications linéaires 

bijectives f EL (V V), c.-à-d. aux isomorphismes de V 

sur lui-même, alors les applications linéaires bijectives 

f- ELR (V, V) existent, avec f~! o f= Idy. De telles 

applications linéaires sont remarquables. 

Déf, 13 : Une application linéaire bijective de £ (V V) 
s'appelle automorphisme de V. L'ensemble des 
automorphismes de V sera noté Aut (V, V). 

Aut (V V) muni de la composition des applications est 

un groupe non commutatif en dim. > |, appelé 

également groupe linéaire de V. 


Matrices régulières 

Une base B de V étant fixée, on peut considérer l’ensemble 

de toutes les matrices de M, , (K) (p. 89) correspondant 

relativement à B à Aut (V V). Il est maintenant essentiel 

d'obtenir le même ensemble de matrices lorsque l’on 

choisit une autre base de V On met alors en évidence une 

partie de M, „ (K) correspondant à Aut (V, V). 

Déf. 14 : Une matrice de M, „ (K) correspondant à un 
automorphisme de V est dite régulière. 

Dans la théorie des déterminants (K commutatif), on 

montre qu’il est possible de caractériser les matrices 

régulières par un scalaire, leur déterminant, 

Déterminant d’une matrice 

Pour la déf. du déterminant on a besoin de la notion 

de signature d'une permutation. Soit une permutation 


rss s 3 
P:= k 4 i | de S, (p. 75) ; on peut transformer 
| Ed 
la suite (1, ..., n) en la suite (à, …., i) en effectuant 
un nombre p de transpositions (fig. A). La signature 
de P (sign P) est égale à (- 1)”. Elle est parfaitement 
déterminée, i.c. la parité de p ne dépend que de P. 
Déf. 15 : Soit (&;) une (n, n)-matrice sur K. Alors 
pes Ain 
! i f= 2 sign P: Aat Oa'n 
as Sa g 


Anoo Aun 


Marah 
avec ri, r 


lp 1 


ror 
est appelé déterminant d'ordre n (dét.) de («), plus 
brièvement : det (a). En interprétant les colonnes 
de la matrice comme des vecteurs Sp .…,$, € K", on 
écrit aussi : det (s,, .…, #,). 
Un dét. d'ordre n est une somme de x! termes, chaque 
terme comporte un et un seul élément de chaque ligne 
et de chaque colonne de la matrice. 
Ex. de calcul : fig. B. 
Règles de calcul pour les déterminants 
À toute (n, p}-matrice À = (&,,) on associe sa trans- 
posée À = (Bi), (p, n)-matrice telle que &y = fx. 
(1) det (A) = det (A) pour toute matrice carrée. 
Rem. : De (1) on déduit que toutes les règles énoncées 
sur les colonnes sont aussi valables sur les lignes. 
(2) Un déterminant est nul quand une colonne ne 
comporte que des zéros (fig. C,) : det (..., 0, ...) = 0, 


de même quand deux de ses colonnes coïncident 
(fig. Ca): donne 0 

(3) Un déterminant est changé en son opposé lorsqu'on 
permute deux de ses colonnes (fig. C;) : 
deti (iiis Sa pu) = de(s e Sa 

(4) Propriété de sommation des déterminants (fig. C;) : 
det (..., a, + À: b, ...) = det (a, …) 

FA det (bye) (AEK). 


Conséquences : 

(a) La valeur d'un déterminant n’est pas modifiée 

lorsqu'on ajoute à une de ses colonnes une autre 

colonne multipliée par À (fig. Co) : 

deti( Ses 
=det(..,s,.….,s,+4°s,...)(4EK). 

(b) Si l’on multiplie tous les éléments d’une colonne 

par À EK, le déterminant est multiplié par À : 

detil A Sri AE Ad aS 0) 

(c) det (4: (a) = À": det (@;). 

(d) Un déterminant est différent de O si, et seu- 

lement si, l'ensemble des vecteurs-colonnes est un 

système linéaire indépendant sur K. 

(5) Si un déterminant est triangulaire, c.-à-d. si 
a, = 0 pour k > i, alors le déterminant est égal au 
produit des éléments &,, -o Om (fig. C). 

Conséquence : Le déterminant de la matrice identité 
(Ô) est 1. 

(6) Propriété de produit des déterminants : 

det (a) (Pa)) = det (a) * det (Ba). 

(7) Propriété de développement d'un déterminant : 
pour une colonne choisie et fixée d'indice $, on 
forme tous les cofacteurs A, r E{1, …., n} (fig. D), 
et l'on obtient : 


det (a) = > a, A, 


Rem. : En calculant le déterminant extrait S, d'ordre 
n — 1 (fig. D), obtenu en barrant la r“" ligne et la 
si colonne, on obtient A, par la formule : 

A = CD Ss. 

La fig. B montre le développement d’un déterminant 

d'ordre 3 par rapport à la 1° colonne. 

Déf, : On appelle comatrice de la matrice carrée À la 
matrice Com (A) = (4,,). 


Le groupe GL, (K) des matri 1 
Une condition nécessaire d'existence de l'inverse 
pour la mult, (4y ' de (a4) EM, „ (K) est det (au) # 0, 
car d’après (6) on a : 

Can) (a) = (04) = det (a): det (a) "= 1, c.-à-d. 
det (ay) # 0. Mais cette condition est aussi suffisante, 
car en utilisant la transposée de Com (a) (fig. D), on 
obtient : 

Te 1 
(ou) det (&) 
À Paide de (6), on vérifie facilement que l’ensemble des 
matrices de M, „ (K) de dét. différent de O muni de la 
mult. des matrices forme un groupe non commutatif si 
n> 1. Cet ensemble est noté GL, (K). On montre de plus : 

Une matrice est régulière si, et seulement si, elle 
appartient à GL, (K). 
GL, (K) est donc aussi l’ensemble des matrices 
régulières correspondant à Aut (V, V). Il s'ensuit : 


Aut (V, V) = GL, (K). 


! Com (@,,) comme inverse de (@). 
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Formules de CRAMER 
6 7 {5 5 6: 15 
x=tl4 2 41=-7% xml 4 4 
SEI P 25 


Solution : 


Procédé d'élimination : 
Le but de la méthode est de transformer le système initial en un système équivalent de la forme 


Les différentes opérations exécutées sont : 
(1) permutation d'équations ; 
(2) addition d'équations pour remplacer l’une d’entre elles ; 
(3) multiplication d'équations par un facteur réel non nul. 
On procède habituellement de la manière suivante, pour un système de 3 équations : 


Sxi +7x2 + 15x3=6 X,+2Xx2+4x3=4/:(—2) 
(+) x +2x2 + 4x3 =4/.(—5) (+) 2x, +3x2+7x;=5 
mme 


Solution : 


Aspect matriciel du procédé d'élimination 


5 7 45 6 
On note le système sous la forme M = | 1 2 4 1] . Alors cette matrice doit être transformée en M’, à 
PIOS 


l'aide de (1) échange de lignes, (2) addition de lignes, (3) multiplication de lignes par des facteurs réels # 0. 


7 @) JE 2 4\0),0) 
2 4 | [s T i s| <> 
Se 5 2? + ? 


4 4 \(2),() 2 4 
3 - -u <> | -3 


M 2 4 jeg 
( Solution : | (—7,: 


RE 


Systèmes d'équations linéaires dans IR 


Équations 

Résoudre une équation de la forme f (x) = g (x), où fet 

g sont des applications d’un ensemble Æ dans un 

ensemble H, c’est déterminer les éléments r de Æ 

(appelés racines ou solutions de l’équation) pour 

lesquels légalité f (r) = g (r) est vérifiée. 

f (x) et g (x) sont les deux membres de l'équation, x 

est l’inconnue. 

Ex. 1:E=N,H=Z, f) =XŻ-2, g (x)=X-2x;r=1. 

Ex 1" E= R, H=R fOr -2 g-a 
n=l, rn=Vv2, r,=- "2. 

L'ensemble Æ peut être un ensemble produit £, x. xE,, 

alors x = (x, …, x,) est un n-uplet et il est d'usage de 

dire que l'équation est en n inconnues Xy ...,x,,X EE, 

De même, H peut être de la forme H , x. x Hp 

Ex. 2:E=R,H=IR?,x=(x,x, 4), 


roli a 


airs 
r= (A, 0,1), r; = (u, p, 2), ry = (0, 0, v), où À, p, v sont 
des réels arbitraires (à noter que rọ =r fet r'a =r). 

On remarquera que l'équation matricielle proposée 
est équivalente au système des deux équations 
Xi + X3 = Xi Xy 2X3 = X3 Xy 
Si maintenant on suppose que f et g appliquent 
respectivement les ensembles F et G dans H, on 
substituera à Æ l’ensemble D = F A G, sous réserve 
qu'il soit non vide (si D = Ø, l'équation est 
évidemment impossible). D s'appelle l’ensemble de 
définition de l'équation. 

Ex. 3ix= (rx) ER H=R,fa)= 2 
g=x-3 $i 
D = R? \ P, où P est le plan x, — x, = 0. 
L'ensemble des solutions est le paraboloïde hyper- 
bolique x, (x, =42) 3x, — x + x3) = 0 diminué de sa 
génératrice (x, = x ; x, = 0) (voir quadriques p. 203). 

Le but de la théorie des équations étant de déterminer 

les solutions d’une équation ou d’un système 

d'équations, la première opération à effectuer est celle 
dite de la réduction. En remarquant qu’un système 
d'équations (f; (x) = g; (x) , i = 1,..., m) est équivalent 

à une équation f(x) = g (x) en posant f = (fi, .…, fn) et 

g = (gun, 8m) On utilise la structure de H pour 

réduire l’équation f (x) = g (x) , c.-à-d. pour la 

ramener à une équation équivalente plus simple, 
entrant si possible dans un type connu. Ainsi si H est 

un groupe additif, (f (x) = g (x)) est équivalent à 

(x) -g (x) = 0), soit (f- g) (x) = 0 ) : le problème est 

donc d'étudier les racines de la fonction A = f- g. Si H est 

un corps commutatif K, où même un espace vectoriel sur 

K, on dispose encore d’autres règles opératoires, 

Ex. 4:4X-4x-5=2%#41,E=D2R; 
Ax-4x-5=22x4+1eæ2x7-4x-6=0 
æx-2x-3=0<(x-1}/-4=0 
æ(x-1+2)(-1-2)=20æx=-1Vx=3 
S=4{-1,3}. 

Une réduction peut donc éventuellement permettre de 
ramener une équation à un type dont l’importance est 
telle qu'une étude générale en a été faite. L'exemple 
précédent entre dans le cadre de l’étude des racines 
d’un polynôme à coefficients dans un corps 
commutatif K (p. 96 sqq.). Le paragraphe qui suit est 
consacré aux systèmes d'équations linéaires. 


X 
yhes ; 


= X3, 
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Systèmes d’équations linéaires 


Déf. : K désignant un corps commutatif, le système de 
m équations à » inconnues X,, …, X, : 


aixt..+4a,x,=b, 


ln 


(I); : (aw biEK), œ EK) 


Gatit Fá, 


m Xn = Om 
est appelé système d'équations linéaires sur K. Si 
tous les b; sont nuls, on dit que le système est 
homogène. Un n-uplet (xp …, x,) E K" vérifiant les 
m équations est appelé solution de (I). 

En posant À = [ap], x = [Xn …, x,] E K" et 

b = '[b;, …, b,] E K", on obtient ainsi P écriture 

matricielle du système : (I) Ax = b (les vecteurs x et b 

sont notés en colonnes). Cette écriture sera souvent 

plus facile à manier que l’écriture (I). Dans le cas 
important du système de CRAMER, la solution est 
particulièrement facile à exprimer, sinon à calculer. 


Formules de CRAMER 

Théorème 1 : Si n = m et det A # 0, alors le système 
Ax = b possède une et une seule solution x définie 
par x = A7 lb. 

En utilisant la définition de A7! et en développant la 

solution (x,, .… x,) E K”, il vient : 


1 mere ana Di Gus oe a 


(formules de CRAMER). 

Ex, : voir p. 92. 

Rem. : Dans la pratique, l'emploi des formules de 
CRAMER est parfois maladroit, car le calcul d’un 
déterminant d'ordre élevé peut être pénible, On 
utilisera alors un procédé d'élimination (p. 92), ou 
même un procédé d’approximation si on a besoin 
de résultats numériques. 

Les formules de CRAMER sont très importantes sur le 

plan théorique car les méthodes générales de résolution 

des systèmes homogènes ou non homogènes s’appuient 
sur ce théorème d’existence et d’unicité. 


Système homogène 


Un système homogène Ax = 0 possède toujours au 

moins une solution, car 0 E€ K” est solution. Si x et y 

sont solutions du système, alors x — y et À x (À E K) 

sont aussi solutions. L'ensemble $, des solutions d’un 

système homogène est donc un espace vectoriel sur K, 

et plus précisément un sous-espace vectoriel de K" 

(prop. 1, p. 85). 

La dimension de S$, dépend de la matrice À. Si r (rang de 

A) est le nombre maximal de vecteurs lignes (ou colonnes) 

de A linéairement indépendants, alors dim ($,)=n-r. 

Si l’on connaît n — r solutions linéairement indépen- 

dantes x, …, Xp- p alors {Xp …, x,_,} est une base de 

S c’est-à-dire 

S= {X/x Mxit tx, AEK}. 

Rem. : x = À, x, +... + Àp, X,- est appelée solution 
générale du système. Les x; peuvent être déterminés 
par un procédé de résolution découlant des formules 
de CRAMER. 
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L'associativité et la commutativité de l'addition et de la multiplication sont valables dans Z [q], puisqu'elles le sont 
dans Q. De même pour la distributivité. L'élément unité 1 est dans Z [q] puisque 1 € Z € Z [q]. 


o 2 EMA REA A 2 HU, ' 


Z= $ ag A Z3 := 5 b,q" (on suppose r = s) =z, — 2, = y äg- D b,qg"= 
vao 


v=0 v=0 v=0 


r 


Z1—22=40—bo+(a;—bi)q+...+(a—b)q"+a,,,qtt+...+ag'=æz-2,= Y ca EZE] 


v=0 


Z2= ziy a,q" Nn 5 bd'=æz,-.z,= J, ag" È biz: 22 = aobo + (Gob, + @1bo)q + 
v0 


v=0 v=0 v=0 


+ (ab, +aib; +abo)q? +... + (a -ibs +a, bs-1) qt! +a,bsq"* =z: z 3 d,” EZ{q] 


v=0 


Anneau intermédiaire Z [q] 


Soit (A ; +, -) un anneau unitaire. On construit l’ensemble S de toutes les suites (ap, 41, …) avec a, EA, et ne 
comportant qu'un nombre fini de a, + 0. $ est donc l’ensemble de toutes les applications f: N — A telles 
quef (N) N A N {0} soit un ensemble fini. On définit sur S : 


Égalité : (Go, is...) = (bo bi...) ao = bos ai = bii. 
Addition : (ao, 41, ..) + (bos bis ..) := (do + bo, ai + bi, .) 
Multiplication : (ao, drs 1)" (bos bis .)= (dobos -+ Gobi dibi-1 +. + aibo, -.) 


Élément unité: (1,0,0, ...) 
) de (ao diia) 


Élément neutre pour l'addition : (0, 0, ...) 
Élément opposé : (= do — a, 
Il s'ensuit que 


({(a, 0,0, ...) |a € A} ; +, :) est un sous-anneau de S isomorphe à A que l'on identifie à A, 
S peut alors être considéré comme un sur-anneau de À. 


S possède un élément remarquable : 


Ona:X°:= X Korm X° X? 


(0,0, 1,0,0, 0, 0, 0, 1,0, 


(comme les v tels que a, + O constituent un ensemble fini, il s'agit d’une somme finie). 


L'identification mentionnée plus haut permet d'écrire : 


A Rem: Pour), la commutativité de la multiplication est indispensable. | 


S est par définition l'anneau des polynômes en X sur A. Sa notation définitive est À [X] : c'est « le plus petit 


anneau » contenant À et X. 


B X est appelée indéterminée car 5 ay X” =0eA implique toujours V,, a= 0 € A. 
v=0 


Construction de l'anneau des polynômes A |X] 


X'+2X +X+1 xX-1 
= -# X42X+1 

2X +X+X+1 

-(2 X% -2X) 
X+3X4+1 

-(X - 1) 

3X+2 

C soit X'+2X+X+1=(X2-1)(X+2X+1)+3X+2 


Algorithme de la division de X! + 2 X° +X + 1 par X°- 1. 


Construction d’anneaux intermédiaires, adjonc- 
tion à un anneau 

Q est le plus petit corps contenant Panneau Z (p. 57). 
Toute partie S telle que Z CS C Q admet donc, 
comme sous-structure de Q, au plus une structure 
d’anneau, On peut facilement construire des anneaux 
intermédiaires entre Z et Q. 

Si S est un anneau et si q E S’, nécessairement toute 


somme finie Diag où les a, sont dans Z est un 
Sb 
élément de §. On peut alors démontrer (tab. A) que 


£las= LS a .q'|4EQ aa LEZ ATEN} os 


le plus petit anneau intermédiaire contenant q. Cet 

anneau est évidemment commutatif unitaire. T 

s'identifie à Z siq E Z’. 

Une telle construction peut se généraliser. 

Théorème 1 : Soit A un anneau commutatif unitaire 
(voir rem. tab. A) et S un sous-anneau unitaire de A 


sla] = 3 a, a| aEAna,ESar en) est un 
Ga 


anneau commutatif unitaire. 

S[a] est le plus petit anneau contenant § et æ. 

Déf, 1 : S[a] est l'extension de A obtenue par 
l'adjonction de a à S. 


Polynômes, anneau des polynômes A[X] 

Le tableau B p. 94 donne une construction 
particulièrement importante d’un sur-anneau d’un 
anneau A simplement supposé unitaire : il s’agit de 
l'anneau A[X] des polynômes en X sur A, La notation 
A[X] indique d’ailleurs qu'il s’agit d’une adjonction 


(tout polynôme P(X) de A[X] s'écrit 5 a,X",a,EA, 
v=0 


r E N), mais celle-ci est moins simple que celles 
étudiées précédemment, pour lesquelles A était 
supposé commutatif, On peut énoncer le théorème : 
Théorème 2 : L'anneau A[X] est un sur-anneau de À 
unitaire comme À, commutatif, si, et seulement si, A 
l'est, intègre si, et seulement si, A l’est. 
Dans l'anneau A[X] des polynômes en X sur À, X est 
un élément particulier de A[X] qui commute avec tous 
les éléments de A[X]. X n'est pas une variable bien 
que la notation P(X) et l'appellation indéterminée 
semblent suggérer le contraire, On ne peut pas 
remplacer X par un élément arbitraire, Ainsi par 
exemple : 
(X - a) (X - P) = X° - (a + B) X + af (1) alors que 
x-a) x- p)=xX-ar-xp+ aß ()sixEA. Ona 
le droit de remplacer x par & dans (2), on n’a pas le 
droit de remplacer X par & dans (1) (faire l'essai !). 
En définitive, il ne faut pas confondre polynôme et 


Système non homogène (suite de la p. 93) 
Uns; 
Il existe un critère d'existence des solutions : 
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fonction polynôme (voir plus loin K[X], K corps 
commutatif). 


Degré d’un polynôme 
Déf. 2 : Soit P(X)= Ÿ a, X" # 0 un polynôme de 


A[X]. Le plus grand entier v tel que a, # O est appelé 
degré de P(X) (deg PX). Le coefficient associé est 
le coefficient dominant du polynôme. Un polynôme 
de coefficient dominant 1 E A est dit unitaire. 

Exemples : Les polynômes constants P (X) = a, # 0 sont 
de degré 0, le polynôme nul n’a pas de degré. 
X +X' (r > 1) est unitaire de degré r. 

On à toujours : 
deg (P (X) + Q (A) = sup (deg P (A), deg Q (X)), 
deg (P (X) xQ w) < deg P (X) + deg Q (X). 

Si A est un anneau intègre, alors : 
deg (P (X) x Q (X) = deg P (X) + deg Q (X), 

car si a, # 0 et b, # O sont les coefficients dominants 

de P(X), resp. Q (X), a, b, # 0 est le coefficient de X"+”, 

donc aussi le coefficient dominant de P (X) Q (X). 

Anneau des polynômes A[X;, …, X,] 

En adjoignant les indéterminées X}, …, X, à un 

anneau unitaire À, on définit les expressions formelles 

2 Aao AT Ko (au, a, EA, n EN), 

L'ensemble de ces polynômes est noté A[X, …, Xp]. 

A[X <+. X] est un anneau unitaire. Le théorème 2 est 

encore valable, en remplaçant X par Xp …., Xp 

Rem. : A[X, …, X] peut aussi être construit par adjonc- 
tions successives des indéterminées dans un ordre 
quelconque, car A [X; Xy] =A [Xp Xv] X 
v E {2, ..., p} (les X, commutent avec tous les 
éléments de A[X, …., X,]). 

Divisibilité dans l’anneau des polynômes K[X] 

sur un corps K commutatif 

Remarque préliminaire : Les points abordés ici 
peuvent en partie être traités dans un anneau de 
polynômes sur un anneau. Pour éviter toute 
difficulté, les coefficients sont pris dans un corps K 
commutatif ct non dans un anneau unitaire 
quelconque. 

La définition de la divisibilité dans Z : 

a| b IqEZ/b= qa peut s'étendre à K [X]. 

Déf, 3 : S(X) E K [X] divise P (X) E K [X] (notation 
S (X) | P (X)), s'il existe T (X) E K [X] tel que 
P (X) =S (X) x T (X) (on a donc aussi T (X) | P (X)). 
S(X) est un diviseur de P (X), il sera dit diviseur 
propre de P (X) si 0 < deg S (X) < deg P (X), ce qui 
suppose P (X) # 0. 

Un polynôme non nul est dit irréductible lorsqu'il ne 

possède aucun diviseur propre, factorisable dans le 

cas contraire. 


tème non homogène ne possède pas toujours de solution, par exemple x, +x = 0 etx, +x,= 1. 


Théorème 2 : Un système non homogène Ax = b possède des solutions si, et seulement si, b est une 
combinaison linéaire de r vecteurs colonnes indépendants de A, r désignant le rang de A 

L'ensemble $ des solutions d’un système non homogène compatible Ax = b peut être représenté à l’aide de 

l'ensemble $, des solutions du système homogène associé Ax = 0 : si x, est une solution particulière du système 


Ax = b, ona S = xy + Sy 
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Rem. : Les polynômes factorisables correspondent 
aux entiers possédant des diviseurs propres, les 
polynômes irréductibles aux nombres premiers. 

Ex. : X? — 1 est factorisable sur Q, car 
X?-1=(K-1)(X + 1). X? + 1 est factorisable sur C, 
car X? + 1 = (X — i) (X + i), mais irréductible sur R. 
Tout polynôme de degré 1 est irréductible. Si S(X) 
divise P(X), alors À S(X) où A € K \ {0} est aussi un 
diviseur de P(X). 

Le théorème correspondant à Punicité de la décompo- 

sition des entiers en facteurs premiers est : 

Théorème 3 : Tout polynôme unitaire de K[X] peut 
être décomposé de manière unique en un produit de 
polynômes irréductibles unitaires de K[X], à l’ordre 
près des facteurs qui est indifférent. 

Ex. : X -2 X3- X? + 4 X -2 se factorise sur Q en 
(#2-2)(X 1), etsur R en (X + /2)(X - V2) (4-1. 


La décomposition dépend donc du choix du corps 
contenant les coefficients. 


Division polynomiale euclidienne 

On peut introduire dans N une « division entière » à 

l’aide des opérations définies sur les entiers. Par 

exemple, la division entière de 112 par 25 est : 

112=25 x 4 + 12. 

De manière générale, à tout couple (a, b) E IN x N° 

est associé un unique couple (q, r) E IN? tel que 

a=b:q+ret0 sr x< b. Cette notion de division peut 

être étendue à Panneau K[X]. 

Théorème 4 : À tout couple (P(X), S(X)) € KIX] x KIXT 
correspond un unique couple (QX), R(X) E K|XP 
tel que P(X) = S (X) * Q (X) + R (X) avec 
deg R (X) < deg S (X) ou R (X) = 0. 

Ex. : Tab. C p. 94. 

Déf. 4 : pgcd (PX), S(X)) désigne l'unique polynôme 
unitaire de degré maximal divisant à la fois P(X) et 
S(X). P(X) et S(X) sont dits premiers entre eux 
lorsque pgcd (P (X), S (X)) = 1. (pgcd signifie plus 
grand commun diviseur). 

Rem. : On verra que K[X] est un anneau euclidien 
(p. 117). En appliquant l'algorithme d’Euclide 
(p. 116) à (P (X), S w), on détermine leur pgcd. 
C’est, à une constante multiplicative non nulle près, le 
dernier reste non nul apparaissant dans l'algorithme. 

Théorème 5 : Soient P(X) et S(X) deux polynômes 
non nuls de K[X]. Il existe deux polynômes 
u (X), v (X) E K[X] premiers entre eux, tels que 
u (X): P (X) + v (X) + S X) = pgcd (P %9), S (X). 

Rem. : Lorsque P (X) et $ (X) sont premiers entre 
eux, il vient u (X) © P (X) + v (À): S (X) = 1. Cette 
relation, dite de BÉZOUT, caractérise deux 
polynômes premiers entre cux. 


Racines d’un polynôme 

Si f est une application d’un ensemble £ dans un 

groupe additif H, tout élément æ de E tel que f (a) = 0 

est une racine de f. 

Théorème 6 : Une condition nécessaire et suffisante 
pour que la fonction polynôme non constante 
x> f(x) =a, x" +... + 40 du corps commutatif K 
dans lui-même admette œ comme racine est que le 
polynôme P (X) = a, X" +... + a E K[X] soit 
divisible par X - a. 


En effet, si on divise P(X) par X - a dans K[X], on 

constate que le reste vaut a, a" + ... + a = f (@) 

(algorithme de la division) : 

P (X) = (X- a) Q (X) + f (a). 

On en tire bien : 

P(X) multiple de X - a + f (a) = 0. 

Rem. 1 : Ce théorème n’est plus vrai si K n’est pas 
commutatif. 
Ainsi si æ et B ne commutent pas, la fonction 
xx? (a+ fp) x + af ne s’annule pas pour x = @, 
bien que X?- (a+ P) X + aß = (X - a) (X - P). 

Rem. 2 : Par abus de langage, dans le cas d’un corps 
commutatif, si P (X) = (X - a) Q (X), on dit que æ 
est une racine de P et l’on écrit P (a) = 0. 


Racines multiples 

Lorsque P (X) = (X - a) Q (X) , il est encore possible 

que (X - a) | Q (X). Dans ce cas, on parlera de racine 

multiple. Par exemple, 1 est racine multiple de 

X’ -2 X’ — X? + 4 X - 2 E QIX], tandis que V2 est 

racine simple. 

Déf, 5 : On dit que æ E K est une racine d’ordre m 
(m E N \ {0}) de P(X) E K[X] lorsque (X - a)" 
divise P(X) et que (X - a) ”*' ne divise pas P(X). 

Théorème 7 : Un polynôme P(X) € K[X] de degré 
n > 1 possède au plus n racines distinctes dans K. 
Plus précisément, la somme des ordres de multiplicité 
des racines de P(X) est inférieure ou égale à n. 

Rem. : Il existe dans R [X] des polynômes 
n’admettant aucune racine dans R, par exemple 
X? + 1. Par contre, tout polynôme de C[X] de degré 
n æ 1 possède au moins une racine dans € 
(cf. p. 67). D'après le théorème 7, la somme des 
ordres de multiplicité des racines d’un tel polynôme 
est exactement n. Tout polynôme de C[X] de degré 
n = 1 peut donc être décomposé en 


a, (X- a)" … (X - a)" avec 2 m,=n . On dit que 


le polynôme se décompose entièrement en facteurs 
du premier degré. 

Pour l'étude des racines multiples, on introduit la 

notion de dérivation : n n 

Déf. 6 : Le polynôme P’ (X) = À ka, X" où ka, 
représente la somme de k éléments égaux à a, est 
appelé polynôme dérivé de P (X) = D ax. 

La dérivation suit les règles suivantes : 

(1) (P W) + Q W) = P'O + (0) 

(2) (a: P (X) = a + P' (X) pour a E K 

6) (P Œ Q W) =P% Q W +P X) X) 

(4) (P (X) ") = n P (X)"-' + P' (X) pour n EN \ {0}. 

Il s'ensuit : 

Théorème 8 : & E€ K est racine simple de 
P(X) E K[X] si, et seulement si, P (œ) = 0 et 
P'(a) #0. 

Une racine d'ordre m (m z 2) de P (X) E K [X] est 
au moins racine d'ordre m — 1 de P' (X). 

Ex. : X"- 1 E C[X] avec n > 1 ne possède que des 
racines simples, car 0 n’est pas racine et n "7! » 0 
pour tout œ E € \ {0}. Ce polynôme possède donc 
exactement » racines distinctes dans €, situées sur 
le cercle trigonométrique (p. 67). 


Critères d’irréductibilité 

Il ny a pas de critère général permettant d'affirmer 

qu’un polynôme quelconque est irréductible. On 

n’abordera ici que les critères les plus importants. 

Si un polynôme P(X) € K[X] de degré n, n = 2 est 

irréductible, alors P(X) ne peut pas avoir de racine 

dans K. Mais cette condition nécessaire n’est en 
général pas suffisante : un polynôme n'ayant pas de 
racine dans K peut être factorisable. 

Ex. : X*—4 = (X? — 2) (X? + 2) E Q[X] est factorisable 
sur Q, mais ne possède aucune racine dans Q. 

Cependant, pour des polynômes de degré 2 ou 3, la 

condition précédente est aussi suffisante, car si le 

polynôme était factorisable, un facteur de degré 1 

apparaîtrait dans la décomposition. 

Théorème 9 : Un polynôme P(X) E K[X] de degré 2 
ou 3 est irréductible sur K si, et seulement si, P(X) 
ne possède pas de racine dans K. 

Un théorème semblable concernant des polynômes 

particuliers a été énoncé par ABEL. 

Théorème 10 : Le polynôme X” — ay E K[X] de degré 
p premier est irréductible sur K si, et seulement si, 
il ne possède pas de racine dans K. 

Rem. : (X” — a, n’a aucune racine dans K) équivaut à 
a * Q” pour tout & E K. 

Ex. : X? + 1, X — 2, X"! 6 E€ Q[X] sont irréductibles 
sur Q. 

Irréductibilité sur Q 

Le problème de l’irréductibilité sur Q dans Q[X] se 

ramène au même problème sur Z dans Z[X]. D'abord, 

n 


siP(X)= >, aX E QIX] où a; = R, Dq EZX Z, 
i0 d; 
alors P(X)= 4 D b, X" avec b = ppem (qo .…, q), 


soit encore P(X) = r À GX" avec a = pgcd (bp …, b,). 
[EL 
(a et b > 0) (ppem signifie plus petit commun multiple.) 
P(X) = >: c, X' E ZIX] est appelé polynôme primitif 
[EL 


de P(X). Ensuite, on a le théorème : 

Théorème 11 : P(X) E Q[X] est irréductible sur Q si, 
et seulement si, son polynôme primitif P'(X) € Z{X] 
est irréductible sur Z. 

Une condition suffisante d’irréductibilité importante 

est le critère d’ EISENSTEIN : n 

Théorème 12 : Le polynôme P (X) = » a E ZIX] 

l 


est irréductible sur Q s’il existe un nombre premier 
p tel que p ne divise pas a, p | a; (i= 0, ..., n— 1) et 
p ne divise pas ay 

Ex.: X° +42X+2,5X'+6X-3X+12ct 
X" + 2" Xl +... + 2? X 4 2 (n > 1) sont irréduc- 
tibles sur Z. Le dernier exemple montre qu’il existe 
des polynômes irréductibles de degré quelconque 
dans Q|X]. 

Rem. : La réciproque du théorème 12 est fausse, car le 
polynôme X? + 4 EZ [X] est irréductible sur Q, bien 
que les conditions du théorème ne soient pas remplies. 

Les racines entières d’un polynôme unitaire 


P (X)= > a; X! EZ[X] divisent toujours ap. D’après 
Ai 


le théorème 9, on a : 
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Théorème 13 : Un polynôme unitaire P(X) E€ Z[X] de 
degré 2 ou 3 est irréductible sur Z lorsqu'aucun 
diviseur de a, n'est racine de P. 

Ex. : Le polynôme X? 3 X + 1 E Z[X] admet - 1 et 1 
pour seuls diviseurs de a, = 1, mais aucune de ces 
valeurs n’est racine du polynôme, donc X*-3 X + 1 
est irréductible sur Z, donc sur Q. 

Rem. : Si P' (X) = c, X" +... + c est un polynôme 
primitif tel que c, co # 0, pour que la fraction 
irréductible £ 
irréductible q 


> | coet q | a, , mais la condition n’est pas suffisante. 
ottqla, 


soit racine de P’, il est nécessaire que 


Éléments algébriques d’un corps 

V2 ER est racine du polynôme X- V2 € R[X], et 

du polynôme X? — 2 EQ[X]. On peut donc se demander 

si tout nombre réel où même complexe peut être 
considéré comme racine d’un polynôme de Q[XT'. La 
réponse est non. Il existe un ensemble non 
dénombrable de nombres dits transcendants (e et x par 
exemple) qui ne sont racines d'aucun polynôme de 

Q[XT (p. 69). Les nombres réels ou complexes qui sont 

racines de polynômes de Q[XT' sont dits algébriques. 

D'une manière générale : 

Déf. 7 : Soit E un sur-corps commutatif du corps K. 
a E E est dit algébrique sur K s’il existe un 
polynôme non nul de K[X] dont æ soit racine, 
transcendant dans le cas contraire. 

Soit œ E E algébrique sur K. Parmi tous les polynômes 

non nuls de K[X] qui admettent « pour racine, il existe 

des polynômes de degré minimal. Ils divisent tout 
polynôme de K[X] admettant œ pour racine 

(application du théorème 4). On peut à l’aide de cette 

propriété démontrer qu’il y a un unique polynôme 

unitaire de degré minimal dans K[X] s’annulant en a. 

Théorème 14 : Si & E E est algébrique sur K, alors il 
existe un polynôme unique m,(X) € K[X] associé à 
a tel que : 

(1) ma (X) est unitaire. 

(2) ma (X) est le polynôme unitaire de degré 
minimal admettant & pour racine. 

(3) m, (X) divise tout polynôme de K[X] dont « est 
racine. 

Déf. 8 : On dit que ma (X) E K[X] est le polynôme 
minimal de l'élément algébrique «. 

Pour déterminer le polynôme minimal, on utilise le 

théorème suivant : 

Théorème 15 : P(X) E€ K[X] est le polynôme minimal 
associé à a si, et seulement si, P (a) = 0 et P(X) est 
unitaire irréductible sur K. 

Ex. : X" — 2 est unitaire et irréductible sur Q. Comme 
(V2) -2=0, X" - 2 est le polynôme minimal 


associé à V2 . 
V2 +3 est algébrique sur Q. 
En effet, (VZ + 3) = 246 +5 d'où 


(v2 +3) -5) -24, et V2 +43 est racine 


de (X?- 5) - 24 = X* - 10 X? + 1 EQ[X]. Ce 
polynôme étant irréductible sur Q est le polynôme 
minimal de V2 + V3 . 
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(ŒE:K)=n 
pere — 
Chaîne de corps : E2F,2 28,2 F2F DK 
(E:F) (Fii: F) (Fi : K) 


A La démonstration se fait par récurrence sur s, en appliquant le théorème sur le degré. 


Généralisation du théorème concernant le degré à une chaîne de corps 


Dans le sous-corps Q( V 2) C R, l'addition et la multiplication doivent être des opérations internes. 
Ainsi par ex. 


be Qa V2 D V2 e QW2) etae Qa V2 eQtV2)=a+b V2 eg V2) 
On montre que tous les éléments de Q ( V2) sont de la forme a + b V2 2 (a,be Q). 


a) ({(x|x=a+b V2 Aa be Q}:+,-)estun sous-corps de R inclus dans Q ( V2 ), car 
(D(a+b V2 )-(c+d V2 )=(a-0)+(b-d) V2, 


= : be-ad 
@ua+b V2 yerd V2 y'=(a+b V2) A na ae ET V2 (+d V2 +0. 


b) Comme V2 =0+1 V2 ona Vie {x]x=a+b Sz ^a, be Q}. D'après la définition de 
Q(V2 ), il vient donc : Q ( V2 )S {|x=a+b V2 ^a, be Q}. 


a) et b) impliquent : 
Q( V2 )={x|x=a+b V2 aa, be Q}. 


Comme xe Q( V2 )ex=a+b V2 aa. he Q, {1, V2 } est un système générateur de Q ( V2 )surQ. 
{1, V2 } est de plus une base de Q (V2 ) sur Q, puisque {1, V2} est linéairement indépendant sur Q, 
car a+b V2 =0 6 a=0 Ab = 0.11 vient donc : 


B (@ (V2 ):@=2. (cf. p. 103, Ex. (a)) 


Étude de l'extension Q ( V2 ) 


1. De même que y 2 et y 3i Š V6 appartient aussi à Q ( V 2, y. 3 )en tant que produit y 2V3. 
Une démonstration analogue à celle du tableau B conduit à : 


QVZ VÐ = {xlx =a, +a, /2 +a, /3 + a46 ^ aE Q}. 


IL {1, V2 , V3 , V6 }estune base de Q ( V2, V3 )surQ, d'où: 
(@(V2,V3):@=4. 


I. Comme L (V7 3 + V6 ÿ-<= V2 et- (V2 2 + V6 Ÿ-2= V3 ,on peut également considérer 
-6 
que Q( V2, V3 }estengendré ait adjonction à Q de V3 et V6 ouencore V2 et V6 , soit: 


R2 V3 = Q2 V6 = @(/3,6. 


N.Ona 14/2+3+30/2+V9 = V3 e 42+ -4/2 +3 = 12 d'où: 
eQ y2+y3) «& V3e@p2+/3, soit QVZ VIER +3). 
D'autre part /2 +3 € Q23), soit Q2 +V3E @(/2, V3. 


c On en déduit donc : Q(/2, V3) = @(/2 + V3) A 


Étude de l'extension Q (V 2, V3) 


Tous les corps qui interviennent dans les pages 98 à 

103 sont supposés commutatifs. 

Extension d’un corps 

Lors de la construction des ensembles usuels de 

nombres, les corps IR et € ont été construits de telle 

sorte que Q apparaisse comme un sous-corps de IR, et 

IR un sous-corps de €. D'où l'expression : R et € 

sont des extensions de corps. 

Déf. 1 : Soient £ et K deux corps. Si E contient un 
sous-corps isomorphe à K, on dit que Æ est une 
extension du corps K. Un corps F tel que KCFCE 
est dit corps intermédiaire. 

Soit E une extension du corps K. On peut considérer Æ 

comme espace vectoriel sur K (p. 87) et préciser la 

dimension de Æ sur K. Si elle est finie, elle est égale 
au degré d’un certain polynôme associé à l’extension 
du corps (pp. 101, 103). Aussi dit-on de manière 
équivalente dimension ou degré de Æ sur K, même 

dans le cas infini, avec la notation commune (£ : K). 

Déf, 2 : Si (E : K) est fini, alors E est dit extension 
finie de K. 

Ex. : (C: R) = 2 car {1, i} est une base de € considéré 
comme espace vectoriel sur IR. En revanche, (€ : Q) 
est infini (p. 101, clôture algébrique). 

Pour décrire la structure d’une extension de corps, 

l'étude des corps intermédiaires se montre efficace, en 

particulier pour les extensions finies. 

Extensions finies 

€ a été introduit comme plus petit corps contenant IR 

et différent de IR (p. 65) ; il n'existe donc aucun corps 

intermédiaire entre IR et €. On retrouve ce résultat 

dans (C : IR) = 2. 

Dans le cas d'extensions finies, on peut démontrer en 

cffet que pour tout corps intermédiaire F K C F C E, 

(F : K) est un diviseur de (E : K) . Ainsi, il ne peut pas 

y avoir de corps intermédiaire non trivial entre IR et €. 

Théorème 1 : Soit E une extension de K et F un corps 
intermédiaire. Alors : 
(1) (E : K) fini = (E : F) fini et (F : K) fini. 

(2) (E : K) fini = (E : K) = (E : F)» (F : K) (tab. A). 
Ce théorème permet d'affirmer que toute extension de 
corps dont le degré est un nombre premier n’admet 
pas de corps intermédiaire propre. 

Tout nombre entier admettant un nombre fini de 

diviseurs, ce même théorème montre qu’il existe un 

nombre fini de degrés distincts possibles pour les 
corps intermédiaires d’une extension fin 

Rem. : Cette dernière propriété ne signifie pas que le 
nombre des corps intermédiaires soit fini (cf. p. 101, 
théorème 6, ou p. 107), Si le nombre des corps 
intermédiaires est infini, alors il y aura une infinité de 
corps intermédiaires d’un même degré. 


Construction de corps intermédiaires, adjonc- 
tion à un corps 

Le procédé général de construction des corps 
intermédiaires est le suivant : 

Déf. 3 : Soit A un sous-ensemble d’une extension Æ 
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du corps K. Alors il y a un plus petit corps 

intermédiaire contenant A : c’est l’intersection de 

tous les sous-corps de Æ qui contiennent À et K 

(p. 81). Ce corps obtenu par l'adjonction de A à K 

sera noté K(4). Si A = {@, .…, a} est fini, alors on 

emploie aussi la notation K (@,, …, @,). 
En tant que corps, X(A) contient, outre K et À, tous les 
éléments formés par addition, soustraction, 
multiplication et division d'éléments de K et A. Les 
éléments formés de cette manière sont appelés 
expressions rationnelles d’éléments de À et K. On peut 
démontrer que l’ensemble de ces expressions 
rationnelles forme un corps K’. Par construction 
K' € K (A). Or K’ est un corps contenant K et A. Donc 
K (A) S K'. Finalement K(A) = K' : K(A) est le corps de 
toutes les expressions rationnelles d'éléments de K et A. 
Théorème 2 : Soit E une extension du corps K et 

ACE,BCE, alors : 

(1) K (A) (B) = K (B) (A)=K (A U B) 

(2)A S (B) = K (A) S K (B) 

GK (A)= „Y, K (1) (T fini) 


Rem. : D’après (1), l’adjonction d’un ensemble fini 
de n éléments peut être remplacée par n adjonctions 
successives d’un seul élément : 

K (ar, +, @,) = K(@) (%) .… (0). 

(3) signifie que l’adjonction d’un sous-ensemble 
quelconque peut se ramener à l’adjonction 
d’ensembles finis. 

Toute extension finie d’un corps K peut être obtenue 

par l’adjonction à K d’un système générateur (p. 87). 

Soit {a,, …, a,} un système générateur de E 

considéré comme K-espace vectoriel, alors d’après la 

définition 3, K (&, …, a) € E. Mais on a également 
n 

ESK(a,.,@)carrxEEmx= 5 À, @, avec 

À,EK =xEK (a, @,). Ainsi: | 

Théorème 3 : Si E est une extension finie d'un corps 
K et (a, …, à,) une base (ou un système 
générateur) de E sur K, alors E = K (a, ..., @,). 

Exemples : (1) {1, i} est une base de € sur R, d’où 
€ = R(1, i). Comme 1 E€ R, on a : € = R(i). € est 
l'extension de corps obtenue par adjonction de i à IR. 
(2) De même, on peut construire de vrais corps 
intermédiaires entre IR et Q par l’adjonction de réels 
non rationnels à Q. Q( 2 ) par exemple est un de ces 
corps intermédiaires (tab. B). 

De manière générale, pour m E N et sm Œ Q, 


Qm )= {x| x=a + b/m ,a, bE Q} est un corps 
intermédiaire de degré 2 sur Q. 

(3) Des corps de degré supérieur peuvent être 
construits par exemple par adjonctions successives 
de plusieurs réels (tab. C). 

Rem. : Les exemples (1) à (3) montrent que des 
extensions finies peuvent être construites par 
adjonction d’un sous-ensemble extrait d’une base 
(cf. théorème 3). 
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KL == nd K Ici] 


K[X]/ Ker f 


K [o] anneau intègre = K [X] / Kerf anneau intègre = Ker f idéal premier de K [X] (th. 3, p. 83). 


Extension de corps simple K (a) 


Extensions 
algébriques 


Schéma récapitulatif 


pour Ker f'#+ {0} (conséquence du théorème 7, p. 83). 


Extensions 


simples 


Extensions 
transcendantes 


Le cas le plus simple est celui de Pextension d’un 
corps obtenue par adjonction d’un seul élément. 


Extension simple 

Déf. 4 : Une extension Æ du corps K est dite simple 
lorsqu'il existe æ E E tel que E = K (a) . a est alors 
appelé élément primitif. 


Ex. : € = R(i), Q(V2), Q(V2 + V3 ) sont des 


extensions simples (p. 99). 
D’après la définition, K(@) est le plus petit corps 
contenant l'anneau intègre K[a] 


(K[a] = (S A a" À, EK,n en}, p. 95), donc 


K(a) est le corps des fractions de K[a]. Ainsi : 
K(a) = {ab°! | a, b E K[a] a b #0} (p.81). 


Caractérisation des extensions simples 

Les extensions simples peuvent être caractérisées à 

l’aide de l'anneau des polynômes K[X]. 

Théorème 4 : Soit K(@) une extension simple du 
corps K. Ou bien K(a) = K [a] (+ a algébrique sur 
K), ou bien K(a) est isomorphe au corps des 
fractions rationnelles de l'indéterminée X sur 
K(& à transcendant sur K). 

On considère l’application f : K[X] — K [a] définie par 

P (X) > P(a). C’est un homomorphisme d’anneaux 

surjectif, donc (tab. A) : 

K[A1/Kerf=K [a]. 

Si Ker f # {0}, c.-à-d. æ algébrique sur K (p. 97), alors 

K[X] / Ker f est un corps. Par isomorphisme, on a 

donc K (a) = K [a]. 

Si Ker f = {0}, c.-à-d. « transcendant sur K (p. 97), 

alors K[a] est isomorphe à K[X], et donc n’est pas un 

corps. K(@) est alors isomorphe au corps des fractions 

rationnelles de l’indéterminée X sur K (p. 81). 


Extensions simples finies 

I. Soit E = K(a) une extension simple finie, avec par 
exemple (E : K) = n. Les n + 1 éléments 1, &, &?, …, 
a"sont donc linéairement dépendants sur K : cela 
signifie que & est racine d’un polynôme non nul 


À A,X” EK|X], c'est-à-dire que æ est algébrique sur K. 


I. Réciproquement, si & est algébrique sur K, K(a) est 
une extension simple, et on montre facilement, à Paide 
de la relation de BÉzour, que l'extension est finie. Le 
théorème 4 assure que K(a) = K[a]. Le polynôme 


minimal associé à œ, m, = > À, X” EKJ|X] (p. 97), 
va) 


avec > A,@'=0 et À, = 1, montre que 
70 


m-l 


a" =y Àa", Ainsi, tout élément de K(a) peut 
co 


être représenté comme combinaison linéaire de 
{1, a , a°, …, a"1}, On a donc obtenu un système 
générateur fini de K(«), et K(a) est une extension 
finie de K. 
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Rem. : Les propriétés de m,(X) (p. 97) permettent de 
montrer que {1, & , @?, …, a"°!l} est une base de 
K(a) sur K. On a alors (K (a) : K) = deg m, (X). 

I et IT impliquent : 

Théorème 5 : Une extension simple du corps K est 
finie si, et seulement si, l'élément primitif est 
algébrique sur K. 

On peut compléter ce théorème par le suivant, dû à 

STEINITZ : 

Théorème 6 : Une extension finie du corps K est 
simple si, et seulement si, elle n'admet qu'un 
nombre fini de corps intermédiaires. 


Extensions algébriques 

Si E est une extension finie du corps K (non 

nécessairement simple), alors, de même qu’au I, tout 

élément de Æ est algébrique sur K. 

Déf. 5 : Une extension E de K est dite algébrique si 
tout élément de Æ est algébrique sur K, 
transcendante dans le cas contraire. 

Une extension finie est donc toujours algébrique. La 

réciproque n’est pas vraie en général, par exemple le 

corps des nombres algébriques A (p. 69) est 
algébrique sur Q, mais de degré infini sur Q (voir ci- 
dessous). Toute extension Æ du corps K construite par 
adjonctions successives sur K d'éléments algébriques 

a (i = 1, 2, ... n) est de degré fini sur K (On obtient 

E = K(@, .…, à) par adjonctions successives des a). 

Comme réciproquement, toute extension finie peut 

être construite par adjonction d’un nombre fini 

d'éléments algébriques (par exemple, par adjonction 

d’un système générateur, théorème 3, p. 99), il 

vient : 

Théorème 7 : Toute extension finie est algébrique. 
Une extension E du corps K est finie si, et 
seulement si, E peut être construite par adjonction 
à K d'un nombre fini d'éléments algébriques sur K. 


Clôture algébrique 

Le sous-ensemble d’une extension Æ du corps K 

formé des éléments algébriques sur K est appelé 

clôture algébrique de K dans £. C’est un corps 

intermédiaire algébrique sur K. 

Ex. : La clôture algébrique de Q dans € est le corps 
A des nombres algébriques (p. 69). A n’est pas 
une extension finie de Q, car il y a dans Q|X] des 
polynômes irréductibles de degré quelconque 
(p. 97), si bien que A n'admet aucun système 
générateur fini sur Q. Par conséquent, A ne peut 
pas être une extension finie de Q. 

Un corps K est dit algébriquement clos si pour toute 

extension Æ de K, la clôture algébrique de K dans £ 

est égale à K. Le corps des nombres complexes, par 
exemple, possède cette propriété remarquable 

(p. 69). 

Les corps finis (p.105) ne sont pas algébriquement 

clos. Cependant, on peut démontrer que tout corps 

admet un sur-corps algébriquement clos (KRONECKER- 

STEINITZ). La démonstration nécessite l'intervention 

du lemme de ZORN. 
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(1) Anneau quotient K [X] / (f (2) 
Soit f (X) € K [X] un polynôme irréductible de degré n > 1 et (f (X)) l'idéal principal engendré par ce 
polynôme (p. 83). La relation d'équivalence R permettant de définir l'anneau quotient K [X] / f (X)) 
(p. 75) est définie par : p (X) Ra (X) : © q X) - p (X) € F(X). Un élément de K [X] / (f (X)) sera ainsi 
défini par la classe 


On désigne par A l’ensemble constitué du polynôme nul ainsi que de tous les polynômes de degré 
strictement inférieur à n : i 


(a) Dans toute classe de K [X] / f (D), il y a au plus un polynôme de A, car pour deux polynômes distincts 
pi (X) et p, (X) d'une même classe, on doit avoir deg (p, (X) - p, (X)) > n. Mais il existe également au 
moins un polynôme de A dans chaque classe, car à tout g (X) € [p (X)]| peut être associé par l’algorithme 
de la division de g (X) par f (X) (p. 96) un reste unique r (X) : g (X) = q (WS X) + r (À), tel que r (X) € A. 
De g (X) - r (X) = q (X) f (X) on déduit que g (X) et r (X) définissent une même classe dans K [X] / f (%9). 
Toute classe de K [X] / (f (X)) contient donc exactement un polynôme de A. Tout polynôme de A devient 
ainsi un représentant particulier pour une classe. Comme de plus tout polynôme de A est aussi dans une 
classe, il vient : 


Rem. : Un calcul concernant les classes modulo f (X) peut être ramené à un calcul entre éléments de A, 
si lors de chaque multiplication, le degré des polynômes obtenus est réduit dès qu’il est > n. 

(c) D’après les théorèmes 5 et 7, p. 83, K [X] / (f ©) est un corps si, et seulement si, (F (X)) est un idéal 
premier (Déf. 7, p. 83). Si f (X est irréductible, (f (X)) est un idéal premier, car K |X | est un anneau 
euclidien, donc factoriel (p. 117). 


Rem. : Si f (X) n’est pas irréductible, K [X] / (f (X)) n’est pas intègre et ne peut donc être un corps. 


(2) Existence d’un sous-corps de K [X] / (f (X) isomorphe à K l 
Soit K’ : = {|a ]| | a € K}. Alors, l'application P : K —> K’, définie par a 1> [a Jest un isomorphisme de 
K sur K! muni des lois induites d’addition et de multiplication. K’ est un corps isomorphe à K : 


(3) Existence d’une racine de f %) dans K [XV (f (X) 
Puisque K’ = K, on peut immerger K dans le corps K [X] / (f (X)) par identification à K’ et considérer 
fa =dy+4 Tre 4 K" comme élément de K’ K] c [K [X] / f (X) [X]. En posant & = [X], on a : 
f) =at a + ta, Q" = fagta, X + t a, X”) = 0. 
& est donc racine de f dans le corps des classes : 


(4) K [X] / (f (X)) comme extension simple l 
Dans K [X] / (f (X)), on considère le sous-corps K'(@) avec œ = [X]. Puisque œ est algébrique, le 
théorème 4, p. 101 implique : K’ (œ) = K [a]. 


Soit maintenant un élément quelconque [r (MI € K [X] / (X) avec r (X) = Ao + À X +++ Aa XT À. 


On a [r OON = Al + AA + ++ +12, HAT" € K 0). 


Il vient alors : 


Démonstration du théorème 8 


Corps de décomposition d’un polynôme 

€ a été introduit comme la plus petite extension du 

corps R contenant une racine du polynôme 

X? + 1€ R[X] (p. 65). On peut alors se demander si, 

pour tout polynôme de degré z 1 à coefficients dans un 

corps K, on peut construire une extension Æ du corps K 

dans laquelle ce polynôme admette une racine. 

On se ramène au cas d’un polynôme de degré z1 

irréductible dans K, puisque tout polynôme peut être 

décomposé en produit de facteurs irréductibles (p. 96). 

Lorsque deg P (X) = 1, la racine de P appartient à K, 

donc K est le corps de décomposition recherché. 

Lorsque deg P(X) > 1, on a le théorème suivant : 

Théorème 8 : Si P(X) E K[X] est un polynôme 
irréductible de degré > 1, alors : 

(1) L'anneau quotient K[X] / (P(X)), où (PX) 
représente l'idéal principal engendré par P(X), est 
un corps. 

(2) K peut être identifié à un sous-corps K' de 
KIX]/ (PŒ). 

(3) Dans E ]/ (PX), P possède une racine a. 

(4) KIX] / (PC) =K' (a) = K' [a] 

(extension algébrique simple). 

La démonstration se trouve dans le tableau A. 

On peut construire, pour tout polynôme de degré n > 1 

P(X) € K[X], des extensions de corps successives qui 

contiennent K, et dans lesquelles le polynôme peut 

être décomposé en facteurs dont les degrés vont en 
diminuant pour aboutir à : 

P (X) = a, (X — a)". (X- a)" (cf. p. 96). 

Déf. 6 : Soit Æ une extension du corps K dans laquelle 
P(X) € K[X] peut être décomposé en facteurs du 
premier degré. Le plus petit corps intermédiaire 
possédant cette propriété est appelé corps de 
décomposition de P(X) sur K. 

Tout polynôme possède un corps de décomposition. 

D’après le théorème 7, p. 101, c’est une extension 

finie du corps des coefficients du polynôme. De plus, 

deux corps de décomposition d’un même polynôme, 
contenus dans deux extensions de corps distinctes ou 
non, sont toujours isomorphes. On peut donc 
considérer le corps de décomposition d’un polynôme. 

Théorème 9 : Tout polynôme P(X) E K|X] possède un 
corps de décomposition, unique à un isomorphisme 
près. Si dy... a, sont les racines de P(X), alors 
K(@, …, à) est le corps de décomposition de P(X). 

Ex, : € = R(i) est le corps de décomposition de 
X? +1 E R[X], de même Q (2 ) pour X?-2 EQIX] 
et Q (V2, Li L+i3)| pour X -2 E€ QIX]. 

V4 

Pour beaucoup de problèmes (par exemple la théorie 

de GALOIS, p. 107), il est important de connaître le 

degré du corps de décomposition, considéré comme 
extension du corps des coefficients. Lorsque le corps 

de décomposition est une extension simple K(@), 

(K(@) : K) est le degré m du polynôme minimal 

m, (A) associé à a. Ce polynôme est un élément de 

K[X], unitaire et irréductible : œ est une de ses racines 

et (1, a, …, a"=!) est une base de K(a) sur K 

(Rem. p. 101). 

Ex. : (a) (€ : R) = 2 avec € = R (i) car X? + 1 E R[X] 
est le polynôme minimal associé à i, de même 
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(Q( V2) :@) = 2 puisque X? - 2 EQ[X] est le 


polynôme minimal associé à V2 . 


(b) Le corps de décomposition de X” — 1 € Q|X] est 
l’extension simple Q (à), avec 


&= cos $7 + i sin u E C. En effet, & est une racine 


primitive ni" de l'unité, c’est-à-dire que ¢?, 6, 
&?2,...,6"" sont exactement les n racines de X" — 1. 
D’une manière générale, les puissances successives de 

2p: 2px ” PEA 
wp = COS ka +isin 5 „P EZ, q EN \ {0}, décri- 
vent l’ensemble des q racines q” complexes de 
Punité si, et sculement si, p et q sont premiers entre 
eux. Dans ce cas, on dit que &,, est une racine 
primitive g“" de l’unité, Si p et q ne sont pas 


T 


; DS ip À 
premiers entre eux, PSP avec p' et q' premiers 
4 q 
entre eux (q' > 0). Alors &,, = Oyy est une racine 
primitive q'" de Punité, q'étant un diviseur de q. 
On appelle polynôme cyclotomique d’ordre k le poly- 


nôme ®,(X)= IT (X = Mp)» où My parcourt l'ensemble 


des racines primitives 4" de Punité. 
Ainsi D =X-1,P,=X4+41,D,=X?+X4+ 1, ctc. On 
démontre que tous les polynômes cyclotomiques 
appartiennent à Q[X] et sont irréductibles dans Q[X]. 
Le degré de ®, est le nombre des racines primitives 
kèmes de l'unité : il est donné par la fonction d'EULER 
œ (p. 119). On peut décomposer X" — 1 en produit de 
facteurs unitaires irréductibles dans Q|X]. On obtient 
x"-1=[I ®,(X) 

kin 
où k parcourt l’ensemble des diviseurs de n. On voit 
que le corps de décomposition Q (à) de X" — 1 est de 
dimension p(n) puisque & est racine de ®,(X), de 
degré p(n), irréductible dans Q|X] et donc polynôme 
minimal de &, 


Polynômes séparables 

En décomposant un polynôme de Q[X] en facteurs 

irréductibles, on constate que les facteurs qui 

apparaissent ne possèdent que des racines simples 
dans €. On parle alors de polynôme séparable. 

Déf. 7 : Un polynôme P(X) E K[X] de degré > 1 est 
dit séparable si tout facteur irréductible de P|X] ne 
possède que des racines simples dans son corps de 
décomposition. 

K est dit parfait si tout polynôme de K[X] de degré 
> 1 est séparable. 

Pour déterminer si un polynôme est ou non séparable, 

le critère suivant est très utile : 


n 


Théorème 10 : Un polynôme P(X) = J a, X" EKIX] 
A 
irréductible sur K et tel que son polynôme dérivé (p. 96) 
n 
P'(X)= > va, X “=! soit non nul, n'admet que des 
val 


racines simples dans son corps de décomposition. 
Dans un corps de caractéristique nulle (p. 105), on a 
va, # 0 pour a, # 0 et v EN \ {0}, donc P' (X) # 0 
pour tout polynôme irréductible P(X). Le théorème 10 
implique donc : 
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pZ avec p premier = | Z 
(aaa =M 


r naturel non 


0 


Caractéristique nulle 


s 
E ý 
(an 
Aa 
3 
Ẹ 


> 


1+1=0, a+a=0, b+b=0 


Corps de caractéristique 2 à 4 éléments 


(Suite de la page 103) 
Théorème 11 : Tout corps de caractéristique nulle est pacte em 
x: sont parfaits. ôme X" - 1 E est donc séparable. 
lip em m aa parfait, bien ni ue caractéristique non nulle. Des polynômes non 
séparables ne pourront donc éventuellement se présenter que si le corps de leurs coefficients est infini et de 
caractéristique non nulle (p. 105). Si on a affaire à un tel corps, une condition nécessaire pour que le polynôme 
P(X) ne soit pas séparable est que son polynôme dérivé P'(X) soit nul. 


Dans ce chapitre, un corps K mest pas supposé a 
priori commutatif. 


Corps premier 

Déf. 1 : Un corps est dit premier s’il n’admet pas 
d’autre sous-corps que lui-même. 

Ex. : Q est premier par construction, comme plus petit 
corps contenant Z. Le corps des entiers modulo p, 
Zp où p est un nombre premier, est également un 
corps premier, car ses seuls sous-groupes additifs 
sont Z, et {[0]} (p. 83). 

Tout corps contient exactement un sous-corps premier, 

qui s’identifie à l'intersection de tous ses sous-corps 

(p. 81, th. 1). Il est clair que ce corps est également le plus 

petit sous-corps contenant 0 et 1. On va montrer qu’il est 

isomorphe soit à l’un des corps Z, soit au corps Q. 

Construction du sous-corps premier d’un 

corps K 

On considère, dans un corps (K ; + , *), l’ensemble M 

des multiples k o 1 (k E Z) de 1 E K, définis par : 


14. +1 (k fois) pourkEZ,; 
kol=40 pourk=0 
-(1+...+1)(~k fois) pour kEZ! 


M est fermé pour l'addition et la multiplication dans 

K, les règles de calcul étant : 

kol+lo1=(k+hol 

(ol):(o1)=(K)o1 

M a donc une structure d’anneau commutatif unitaire, 

intègre puisque K l’est. 

Le tableau A montre que s’il existe un k E Z \ {0}, tel 

que k o 1 = 0, alors M est un corps, et donc le sous- 

corps premier recherché. Dans ce cas, le sous-corps 

premier est fini et isomorphe à l’un des corps Z,. 

Dans le cas contraire, M est isomorphe à Z. Le corps 

des fractions de M est le sous-corps premier recherché 

et il est isomorphe à Q. En résumé : 

Théorème 1 : Le sous-corps premier d’un corps K est, 
à un isomorphisme près, soit le corps des entiers 
modulo p, Z, soit le corps des nombres rationnels Q. 


Caractéristique d’un corps 

L'énoncé du théorème 1 va permettre de classer les corps 

selon que leur corps premier est ou non fini (fig. B). 

Déf. 2 : ‘Un corps est dit de caractéristique p (p 
premier) si son corps premier est isomorphe au 
corps Z,. Sinon, son corps premier est isomorphe à 
Q et on lui attribue la caractéristique 0. 

Un corps est de caractéristique p si, et seulement si, il 

existe un plus petit entier naturel non nul p tel que 

po 1=0 (cf. tab. A). Cette condition impose bien que 

p soit premier, car si p = p'p", p' > 1, p" > 1, la condition 

(p' p”) o 1 = 0 équivaudrait à (p' o 1) : (p" o 1) = 0, soit 

(p' o 1)=0 v (p" o 1 = 0) et p ne serait pas le plus petit. 

Ex. : Le tableau C donne les tables d'opérations d’un 
corps de caractéristique 2. Les corps Q, R et € sont 
de caractéristique nulle. 

Un corps de caractéristique p possède les propriétés 

suivantes : 

(1) po a = 0 pour tout a E K, 

()noa=0æa=0vn=q:ppourtousn EN, a EK, 

et s’il est commutatif : 

(3) (a + b)P = aP + bP, (a —b}" = a — br, (ab)? = aP + br, 

pour tous a, b E K, 


Algèbre / Corps premiers, corps finis 105 


Conséquence : 

La propriété (3) montre que l'application o : K —> K 
définie par a > a” dans un corps K commutatif de 
caractéristique p est un homomorphisme de corps 
injectif. Lorsque K est fini, Ø est surjectif, c’est donc 
un automorphisme de K, 


Corps finis 

L'étude des corps finis remontant à GALOIS, ces 

derniers sont également appelés champs de GALOIS. 

Ex. : Le corps des entiers modulo p, le corps défini au 
tableau C. 

Les corps finis sont toujours de caractéristique non 

nulle, car ils ne peuvent pas contenir de sous-corps 

isomorphe à Q. Par ailleurs, ils sont toujours 

commutatifs (WEDDERBURN). 

Tout corps fini de caractéristique p peut donc être 

considéré comme une extension finie de son corps 

premier P. Si (K : P) =r et si {@, … a,} est une base 

de K considéré comme P-espace vectoriel, alors il 

existe une application bijective f : K — P" définie par 


x= à Aa, (A EP) > (4, …, À). On a donc 


card (K) = card (P') = p”. Ainsi : 

Théorème 2 : La caractéristique d’un corps fini K étant 
un nombre premier p, K possédera p' éléments, si r est 
le degré de K relativement à son sous-corps premier. 

La démonstration précédente ne faisant pas intervenir 

les propriétés du corps premier, on peut la généraliser : 

Théorème 3 : Si E est une extension finie d’un corps 
fini K telle que (E : K) : n et card (K) = q, alors 
card (E) = q". 

Existence de corps finis 

L'étude des corps finis est grandement facilitée par le 

théorème suivant : 

Théorème 4 : Deux corps finis de même cardinal sont 
isomorphes. 

Ce théorème repose sur la propriété suivante : dans le 

groupe multiplicatif K \ {0} de cardinal p” — 1, on a, 

pour tout œ E K \ {0}, a” ~! = 1, Par suite, a” - a = 0 

pour tout & E K, donc tous les éléments de K sont 

racines du polynôme X” — X E P[X] (P désigne le corps 
premier). K est donc défini, à un isomorphisme près, 

comme corps de décomposition du polynôme X” — X. 

Ex. : À un isomorphisme près, il mexiste qu’un seul 

corps dont le nombre d'éléments soit 2 (Z,), 3 (Z3), 4 

(le corps décrit par le tableau C), 5 (Z;), etc. 

On peut maintenant se demander s’il existe, pour toute 

puissance de nombre premier p' (r EN \ {0}), un corps 

K de cardinal p". Pour r = 1, on connaît le corps des 

entiers modulo p : Z,. Lorsque r est quelconque, on 

considère une extension Æ du corps Z, dans laquelle le 
polynôme X” -X E Z,[X] se décompose entièrement en 
facteurs du premier degré. L'ensemble K de toutes les 

racines dans Æ de X”' — X forme alors un corps à p" 

éléments. Avec le théorème 4, il vient donc : 

Théorème 5 : À toute puissance p' d'un nombre 
premier p, on peut associer un corps de cardinal p', 
unique à un isomorphisme près. 

Rem. : Finalement, on peut considérer que les corps 
finis sont fondamentalement connus puisqu'ils sont 
déterminés par leur corps premier Z, et leur degré r 
par rapport à Z,. 
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6|L=ld, n2 L 6|L=ld, 
soit L,2 L= Gi 2 Gh 


Ai 


Vo, (oe S> o =x as 28 Vo, 
(oe = o(x)=x) 
À soit 5,2 = YS) E y$) 


a) (E : Q) =4. 
Be M V2 3, V6 } est une base de Q (V2 , V3 ) considéré comme Q espace vectoriel d'où 
E: Q)=4etxe E x= +a V2 +0 V3 +a V6 A&EQ (cf p.98). 


b)Gh= Vi. = 
Cege GE = 0 |Q = Id, = Vx (0 (x) = 0 + % o (V2 )+ m o (V3 )+ 0 (V2) o3 )), 


oe Gi est défini de façon unique par {0 ( V2 ) o3 )} 
Or ø est un homomorphisme ; on a donc de plus (N2 )=2, V3 )=3, d'où: 
oDe V2 -V}, o 3e V3, 3} et donc card G4 < 4. 
Quatre automorphismes peuvent ainsi être définis par : 
f =- oVd=2 


aei 
On a donc GE = {on Or O», 03} = Va (cf. p. 38, fig. B). 


0) (G) = Q s 
Q © y(G) est toujours vérifié (fig. B). Il reste à montrer (G) € Q. 


xe (GC > Vita o= = A =a, =0=04=0, soit xE (6x5 me Q. 


a3/3+ 04/6 —0 


Exemple d'extension finie galoisienne 


Tous les corps qui interviennent ici sont supposés 

commutatifs. 

La théorie de GALOIS permet entre autres d'aborder le 

problème de la résolution des équations algébriques par 

les radicaux ainsi que certains problèmes de construction 
géométrique, par exemple la quadrature du cercle 

(pp. 113-115). Cette théorie nécessite la construction 

d’une extension d’un corps de base K (p. 99). L'étude de 

cette extension s'intéresse d’abord aux corps 
intermédiaires. La théorie de GALOIS (théorème 
fondamental) montre que dans le cas particulier de 
l'extension finie galoisienne (voir ci-dessous), les corps 
intermédiaires peuvent être décrits à Paide de la théorie 
des groupes. Des problèmes relevant de la théorie des 
corps peuvent ainsi être ramenés à des études de groupes. 

Exposé du problème 

Soit E une extension donnée du corps de base K et 

Aut (E) le groupe de ses automorphismes. Le sous- 

ensemble des automorphismes de Æ qui laisse fixe 

chacun des éléments d’une partie non vide de Æ est, 
comme on peut le voir facilement, un sous-groupe de 

Aut (E). En particulier : 

Déf. 1 : L étant un sous-corps de E, o € Aut (E) est 
appelé L-automorphisme de E si sa restriction à L 
est l'identité /d,. L'ensemble des L-automorphismes 
de E est un sous-groupe de Aut (£) appelé groupe 
de Galois de L et noté GË . 

Parmi les sous-corps de Æ, il y a évidemment £, K, 

mais aussi P le sous-corps premier de £. P est 

d’ailleurs le sous-corps premier commun à tous les 
sous-corps de Æ, puisque P est engendré par la paire 

{0,1}, incluse dans tous les sous-corps de Æ. On 

remarquera que G} = {Id,}, GË = Aut(£) et qu'on a 

l'implication 


dans l’ensemble des sous-groupes de Aut (E) : 

L > f (L) = G} est décroissante pour les relations 

d'inclusion dans f et P. On notera toutefois que la 

relation d'inclusion sur $ n’est pas en général une 

relation d'ordre total comme le montre l'exemple 

K =Q, E =R (donc P=Q)L=Q(V2),M=Q(V3) 

Il en est de même pour la relation définie sur Y, 

Déf. 2 : La restriction g de f à l’ensemble $ des sous- 
corps intermédiaires au sens large compris entre K 
et E est appelée application galoisienne relative à K. 


Bijectivité de l'application galoisienne 

L'ensemble des éléments de Æ laissés fixes par un 
automorphisme ø de E est, on le vérifie aisément, un 
sous-corps M(o) de E. Si Ø parcourt un sous-groupe $ 
de Aut (£), A M (0) est un sous-corps de E. C’est 
le plus grand sous-corps invariant, point par point, 
sous chacun des éléments de $. On l'appelle le corps 
fixe de $. L'application p de dans $ qui à tout 
S E Ÿ associe son corps fixe : S > p (S) est 
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également décroissante pour les relations d’inclusion 
dans $ et P. Elle vérifie par ailleurs les deux 
propriétés : 

VLE $, p(Gi) 2 L(1) 

YSEY, Go 2S (2) 

On peut en déduire que f est bijective de $ sur F si, et 
seulement si, les deux relations 2 dans (1) et (2) sont 
des égalités. On a alors fo p = Idy et po f= Id, : fet 
sont réciproques l’une de l’autre. 

On considère maintenant l'application g : g(#) est 
incluse dans le sous-ensemble F des sous-groupes $ 
de Aut (E) tels que GË 2 S$ 2 Gi ; g sera bijective 
de I sur F si, et seulement si, les relations (1) et (2) 
sont satisfaites avec le signe d'égalité pour tout L E€ $ 
et tout $ E F. La restriction y de à F devient alors 
la réciproque de g. 


Extension finie galoisienne, th. fondamental 
Théorème fond. : Pour une extension finie 
(Œ : K) =n, n EN \ {0}), l'application galoisienne g 
est bijective si, et seulement si, le corps de base K est 
le corps fixe du sous-groupe de Garons GË. 

Déf. 3 : E s'appelle alors une extension finie 

galoisienne de K. 
Du théorème fondamental, on tire les conséquences : 


(1) Si E est une extension finie galoisienne de K, quel 
que soit le corps intermédiaire L (au sens large) 
entre K et E, L est le corps fixe de son groupe de 
GALOIS et par suite E est une extension finie 
galoisienne de L ; 

(2) YL, card (GË) = (E : L); 

(3) Quel que soit le sous-groupe $ de Aut (E) inclus 
dans GK, S est le groupe de Gaons de son corps 
fixe; 

(4) L'ensemble des corps intermédiaires entre K et E 
est fini, car il est en bijection avec l'ensemble des 
sous-groupes de Aut (E) inclus dans GX dont le 
cardinal n est fini. 


Critère polynomial pour les extensions finies 
galoisiennes 
On montre dans le tableau C que le corps Q(V2, V3) 


est une extension finie galoisienne de Q. Q(V2, v3) 
peut également être caractérisé comme corps de 
décomposition de (X? — 2) (X? - 3) E€ Q[X]. Ce 
polynôme est séparable (p. 103) puisque ses facteurs 
irréductibles sur Q[X] n'ont pas de racine multiple. 
L'extension finie galoisienne Q(V2, v 3) est donc le 
corps de décomposition d’un polynôme séparable. Le 
fait que les extensions finies galoisiennes puissent 
toujours être décrites à partir des polynômes 
séparables provient du 
Théorème 1 : £ est une extension finie galoisienne de 
K si, et seulement si, E est le corps de décomposition 
d'un polynôme séparable sur K. 
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L'ordre de tout sous-groupe est un diviseur de l’ordre du groupe. 
Les seuls sous-groupes non triviaux seront donc d’ordre 2. Ce sont : 


À ces sous-groupes correspondent les corps intermédiaires : 


Comme corps de décomposition des polynômes séparables 
RTE 
M 2 C6 


tous les corps intermédiaires sont des extensions finies galoisiennes de Q. 
D'autre part V, est abélien, donc tout sous-groupe est un diviseur 
normal de V4. Il vient : 


Diviseur finie galoi- 
normal de sienne sur 


Gk 


Soit P (X) € K [X] de degré n, admettant n racines deux à deux 


distinctes ©, ..…., One 
Si P (X) est factorisable sur K alors : 


PO = Q, (X) Q, (X): … (Q; Œ) irréductible sur K). Soit 


{On Om.. } E {ai …, Q} l’ensemble de toutes les racines de 
Q, (X). Comme les racines de Q, (X) ont pour images les racines de 
Q, (X), il vient pour ge G£ : 


plo) = plo)= Vi (a(i) = t0) 
Vi (ola) =t) =0 =t 


(2) p homomorphisme 


i er O 
pleo) a jN 


-{ E ): 
(ot), .….,0(x,) 


Le pus Or ) 
tlas), .…,t(a,) 


ipia | à 
Pour la permutation ca € S, on ne peut toutefois associer 
21 


aucun 0 € GË car ®, devrait appartenir à la classe de transitivité 


de Q, (4). 


= p(o): p(t) Une condition nécessaire pour que p soit surjective est donc qu’il n'existe 
(cf. p. 75) C qu'une seule classe de transitivité, c-à-d. que P (X) soit iméductible sur K. 


Condition nécessaire pour GË = S, 


Homomorphisme injectif 


p:Gi—S, 


Exemples : f(X) =(X — x1) (X — x)= SX) = X? — (x1 +X) X + x1 X2 

SEX x) (X =x) (X x) f(X) = X?’ — (x, +x2 Æ xs) X? H (X1 X2 X1 X3 HX2X3) X — X1 X2X3 
Généralisation : /(X)=(X — x1) (X = x2)... (X = X) => 

JEX" (x HxH. FXX" EHX XX H Xa Xa n FXX t e) X" 
= (x1 XX3 +) X" H (D XXX HX Xa ee Xama Xn + MR E A A 


+(— 1)" XX2. Xn 


(| j { on p 
a, X +ao avec: dp- = — À Xis GaN À oi pi 


vie 


_ 


SE | H azc (À aN ag = (= xxx, 
ORNE Ta DU | (En à À 
Les a, s'appellent les fonctions symétriques élémentaires en Jes indéterminées x, Xa Elles sont 
D invariantes sous toute permutation effectuée sur les X, d'où l'adjectif « symétrique ». 


Fonctions symétriques élémentaires 


Propriétés des extensions finies galoisiennes 

(A) Soit E une extension finie galoisienne de groupe 
de GALOIS GK. Alors, pour tout o E GË, et tout 
corps intermédiaire L, le groupe de GALOIS du corps 
intermédiaire o [L] est A 
Gim =0Gi 0 ={00t0 0, tTEGË 

(B) Soit E une extension finie galoisienne de K, de 
groupe de Garois GË et L un corps intermédiaire. 
On a alors (ex. tab. A) : 

(1) L est une extension finie galoisienne de K si, et 
seulement si, G7 est un sous-groupe normal de GK. 
(2) Si L est une extension finie galoisienne de K, alors 

Gi = GE/GE, 

(C) On note À A B le plus grand sous-corps commun aux 
deux sous-corps donnés À et B et A ù B le plus petit 
sur-corps contenant ces deux sous-corps. Ces notions 
peuvent également s’adapter à des sous-groupes. Dans 
le cas d’une extension finie galoisienne, il vient : 

g(nL)= Gi, LE Gi, YSA S) =y) Y YS), 

g (LY L)= Gi, A Giy YS Y S) =y )A yS). 

Rem. : Munie des lois A et u, les ensembles # et T 
sont des treillis complets (p. 27), si bien que 
l'application galoisienne g peut être interprétée 
comme un isomorphisme de treillis complets 
échangeant les lois A et U. 


Groupe de GALOIS d’un polynôme 
Déf. 4 : Soit E le corps de décomposition du 
polynôme P(X) E K[X]. G% est alors appelé groupe 
de GALOIS du polynôme P(X). ' 
Théorème 2 : Le groupe de Garois G% d'un 
polynôme P(X) E K[X] de degré n est isomorphe à 
un sous-groupe du groupe symétrique S, (r < n) où r 
représente le nombre de racines deux à deux 
distinctes de P(X). 
Démonstration : Si {a, …, à,} est l’ensemble des 
racines deux à deux distinctes de P(X), alors | 
E = K(@, …, @,) (th. 9, p. 103). o E GR est 
déterminé de façon unique par l’ensemble des images 
{o (a), …, o(a,)}. Cet ensemble coïncide avec 
{an …, a,} puisque o est injective et . 
P (a) = 0 = P (0 (a;)) = 0. À tout o E GX peut donc 
être associée de façon unique une permutation 
e LT sm a, , 
p(0)= ola) … ola) ES, (p. 75). 
Comme cette application p : GË — S, est un homo- 
morphisme de groupes injectif (tab. B), on obtient le 
théorème 2. 
Rem. : Si toutes les racines de P sont distinctes deux 
à deux, alors G = p (GK) E Sp s 
Une condition nécessaire pour que GË = S, est que 
P(X) soit irréductible et séparable sur K (tab. C). 
Théorème 3 : Soit 
P(X) = (X - x,) - (X - x) = X + ap X 
«+a, X + ao E Ka …, Ap 1) [X] OÙ ao …, 4,1 
sont les fonctions symétriques élémentaires (tab. D) 
en les variables indépendantes x,...,X„ Alors le 
groupe de GALOIS de P est isomorphe au groupe 
symétrique S, 
Démonstration : E = K (x, ..., x,) est le corps de 
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décomposition de P(X). Soit L = K (ay .…, 4,1). À 

l’aide du théorème 2 et de la remarque, on a 

Gi = p (GË) S S, Il reste à prouver que p est 
PAR : Hawk, 

surjective. Chaque permutation le >) ES: 


induit un automorphisme ø € Aut (E). 

Comme les a; sont symétriques en x, …, x,, L reste 
invariant point par point, c.-à-d. o € GF. p est donc 
surjective. 

En raison de la remarque du théorème 2, P(X) est 
irréductible et séparable sur K (ap …, a„1). Le corps 
de décomposition est une extension finic galoisienne 
de K (ap … 4,_,), avec un groupe de GALOIS 
isomorphe à $,. 


Groupe de GALOIS du polynôme unitaire géné- 

ral de degré n 

Déf. 5 : Q (X) = X" + u, +. + X +0 E 
K (uo, … Up 1) [X] est appelé polynôme unitaire 
général de degré n, où Uw …, 4,_, sont des indéter- 
minées. 

Le polynôme unitaire général est une notion 

correspondant à celle d’équation générale (p. 111). 

Aussi convient-il de préciser son groupe de GALOIS. 

Théorème 4 : Le polynôme unitaire général de degré 
n est irréductible et séparable sur K (up, …, 4,1) ; 
son groupe de GALOIS est isomorphe à Sy 


Groupe de GALOIS du polynôme X” — 1 e QIX] 
Théorème 5 : Le corps de décomposition Q(£) de 
X" — 1 E QIX] (Ë racine primitive n°" de l'unité) 
est une extension finie galoisienne de Q et possède 
un groupe de GALOIS commutatif. 
Démonstration : E : = Q(6) est le corps de 
décomposition du polynôme X" — 1 EQ[X] (p. 103) ; 
ainsi Æ est une extension finie galoisienne de Q. 
o E G% est déterminé de manière unique par © (6). 
Comme ø(¢) est aussi une racine primitive nf" de 
l'unité, il vient : o (4) = &" où m et n sont premiers 
entre eux. À tout o E Gg peut être associée 
biunivoquement une classe d'équivalence [|| dans Z 
modulo n. Il y aura ọ (n) classes (fonction indicatrice 
P EULER). L'ensemble de ces q (n) classes à une 
structure de groupe multiplicatif commutatif (dans 
l'anneau Z,), auquel G est isomorphe. D'où le résultat. 


Groupe de GALOIS d’un corps fini 
Théorème 6 : Toute extension finie E d’un corps fini 
K est galoisienne et possède un groupe de GALOIS 
cyclique. 
Démonstration : Soit n = (E : K) et q = card (K). E 
contient exactement q" éléments (p. 105, th. 3). Æ est le 
corps de décomposition du polynôme X*°— X dont les 
q” racines sont exactement les éléments de Æ (p. 105, 
th. 4). L'extension finie £ de K est donc galoisienne. 
o: E > E définie par x > x’ est un automorphisme 
de E (p. 105). x = x pour tout x E K, donc Ø |x = Idg, 
soit o EGk. Puisque card (GK) = n (théorème 
fondamental), il existe s s n tel que o° = Idy , c.-à-d. 
0° (x) =x" = x pour tout x dans Æ. Il s'ensuit que l’on 
doit avoir s = n. Ainsi GẸ = {Idy, 0, O°, …., o"-!} et 
est donc cyclique. 
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Équation du 3° degré 


Forme réduite 


Forme normale 


(a,b,c e R ou C) 
Si on remplace dans l'équation normale x par z- & , on obtient l'équation réduite, À toute solution z, de 


(p=b-— $°, q= ĝa — 4ab +c) 


l'équation réduite correspond la solution xo = Zo — S de l'équation normale. 


Pour p = 0, la résolution de l'équation réduite est triviale (voir ci-dessous). 

Dans le cas p “+ 0, on pose z = u + V. s 

L'équation réduite devient 4? + V + q + (3 uv + p) (u + V) = 0. Soit alors (tio, V) une solution du système 
d'équations w? + V + q =0 À 3 uv + p =0 : on voit que zo = Ho + W est solution de l'équation réduite. 

Par des transformations convenables on obtient le système d'équations suivant, équivalent au précédent : 


On est donc amené à résoudre une équation de la forme 


Cette équation admet dans le corps des complexes € les trois solutions : 


l'équation 3 uv + p = O conduit aux valeurs V, V, V; correspondant à ty, tip, 4,. On obtient alors les 
solutions de l'équation réduite : 
(VE) dE o 


(Méthode de CARDAN) 


Résolution d'une équation du 3° degré 


Équation du 4° degré 
Forme normale Forme réduite 
pause  ~=z-4 E 
a 3 
(a,b,c e R ou €) (p=b- 8a, q=¢c- $ +40’, 
r=d— 4E + ab z3ga"’) 


Résolution de l'équation réduite 


QP-Q°=p, -2QR=q, P?— R? =r). 


Si q = 0, alors l'équation bicarrée 2! + pz? + r = 0 peut être ramenée à des équations du second degré. 
Si q + 0, il faut d'abord déterminer une solution (Po Qo Ro) du système 
2P-@=pa-2QR=qnP-R = r. On a facilement (1), (2), (3). (4) s'obtient en observant que 
(1): (2) = (3): 68): 
2 
M @=—TL (2) R=P-r, B) QR=-# (4 
4 (P "= r) 

À une solution P, de (4), on associe un couple (Qo, Rọ) de solutions de (1) et (2) satisfaisant (3). On obtient 
ainsi le système z? + P) = Qg z + Rav z? + Pa= Qoz- Ro Les solutions de ce système sont les quatre 
solutions de l'équation réduite. 


B (Méthode de FERRARI) 


Résolution d’une équation du 4° degré 
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Un facteur important du développement de la théorie 
de GALOIS est apparu avec le problème de la 
résolution des équations par radicaux. 

La résolution dans le corps des complexes de 
l'équation générale du second degré x? + px + q = 0, 
P, q ER ou même p, q EC, est bien connue. On opère 
par « extraction des racines » : 


, As se PEUT 

S= 3 H 5 E 

De telles opérations peuvent également être utilisées 
pour la résolution des équations générales de degré 3 et 
4 (tab. A, B). On peut alors se demander si les équations 
générales de degré supérieur ou égal à cinq peuvent être 
résolues de la même manière. Le théorème d’ABeL (voir 
ci-dessous) prouve que ce n’est plus possible, 


Exposé du problème 

Remarque préliminaire : Pour faciliter les 
raisonnements, on supposera toujours que la 
caractéristique du corps K commutatif choisi comme 
corps de base est nulle (p. 105). 

Déf, 1 : Soit K un corps et to, …, Up, des indé- 
terminées. L'équation 
+u, X'+. + X + = D (TEEN) 
est appelée équation générale de degré n sur 

RG ta 

À toute équation générale de degré n correspond le 

polynôme unitaire général de degré n (cf. déf. 5, p. 109) 

A = X" + up A+ Hu À + Up 

dans K{uo, <.» 41) [X]. 

Toute racine de g(X) peut être considérée comme 

solution de l'équation générale. 

Déf. 2 : L'équation X" a = 0 avec a EK et n EIN \ {0} 
est appelée équation binôme sur K. Les solutions sont 
appelées radicaux sur K. Elles peuvent nécessiter une 
extension de K. ' 

Lors de la résolution des équations du second degré 

par les radicaux relativement à un corps de base K, on 

constate que chaque solution peut être représentée 

comme élément d’un corps obtenu par adjonction à 

K(p, q) du radical Vp°-4q (équation réduite 

y-p'+4q= 0). i 

Une telle extension de K(p, q) est appelée extension 

radicielle simple. Pourtant, comme l'indique la résolu- 

tion des équations de degré 3 et 4 (tab. A et B), les exten- 
sions radicielles simples ne sont pas suffisantes, car 
des expressions de la forme Ms PRET RES 


apparaissent. De telles expressions peuvent être décrites 

comme éléments d’adjonctions successives de 

radicaux à un Corps. 

Déf, 3 : Soit K un corpsetK=K, E K, €. G K =E 
une chaîne de corps. Æ est appelée extension 
radicielle de K si : 

(1) Kis = K; (@) pour iE {0,...,s—1}, 
(2) a, est un radical sur K;. 

Déf. 4 : L'équation générale de degré n est dite 
résoluble par radicaux lorsque le corps de 
décomposition du polynôme général de ni" degré 
est contenu dans une extension radicielle, 

Pour une équation résoluble par radicaux, les zéros du 

polynôme associé (solutions de l'équation) peuvent 


être calculés à l’aide de radicaux. Par exemple, 
K(p, q, Vp°-4q ) est à la fois le corps de décom- 
position de X? + pX + q et une extension radicielle de 
K(p, q). 

Le problème peut alors être reformulé de la manière 
suivante : 

Le corps de décomposition du polynôme général de 
degré n est-il contenu dans une extension radicielle 
pour tout x EN ? 


Condition nécessaire pour la résolution 

A l’aide de la théorie de GALOIS, il est possible de 

transformer la condition de résolution relative au 

corps K (déf. 4) en une condition faisant appel à la 
théorie des groupes. 

D’après le théorème 4 (p. 109), le polynôme unitaire 

général de degré n, g(X), est irréductible et séparable 

sur K (tp -e Up 1). 

En tant que polynôme séparable, g(X) possède comme 

corps de décomposition une extension finie galoisienne 

E (th. 1, p. 107) ; le groupe de GALOIS correspondant 

est isomorphe au groupe symétrique S, (th. 4, p. 109). 

Si Péquation générale de degré n est résoluble par 

radicaux, alors Æ doit ĉtre contenu dans une extension 

radicielle. On doit s’attendre à ce que cette condition 
nécessaire pour le corps de décomposition 
corresponde à une propriété particulière du groupe de 

Galois. Cette propriété est le fait que le groupe de 

GALOIS soit résoluble (p. 79). On a : 

Théorème 1 : Si l'équation générale de degré n est 
résoluble par radicaux, alors le groupe de Galois 
du polynôme unitaire général est résoluble. 

Rem. : Cette condition correspond bien évidemment 
au fait que le groupe symétrique S, soit résoluble. 


Théorème d’ABEL 

La théorie des groupes (p. 79) permet de démontrer 

que le groupe symétrique S, n’est pas résoluble pour 

n 2 5, On en déduit donc d’après la remarque : 

Théorème 2 (Théorème d’ABeL) : L'équation générale 
de degré n sur un corps de caractéristique nulle n'est 
pas résoluble par radicaux pour n > 5, 

Rem. : On peut démontrer de plus que la résolubilité 
du groupe de GALOIS est une condition suffisante 
pour assurer la résolution par radicaux. 

Comme S,, $, et S, sont résolubles (p. 79), les équations 

de degré 2, 3 ou 4 pourront toujours être résolues par 

radicaux. 

Rem. : Le procédé de résolution de même que les 
formules des solutions des équations de degré 3 ou 
4 sont rarement utilisés en pratique car peu 
commodes et très lourds. 

Si on opère avec IR ou €, on se contente souvent de 
solutions approchées, De telles solutions peuvent être 
obtenues pour des équations du troisième degré sur IR 
par des procédés trigonométriques par exemple. Des 
procédés généraux, valables pour des équations de 
degré quelconque à coefficients réels, voire 
complexes (algorithme des parties proportionnelles, 
approximation de NEWTON, méthode itérative, 
procédé de GRAFFE, voir Analyse) peuvent également 
être utilisés. 
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D (A, B) 


Constructions permises 


a0) (b0) (a0) 


Construction de |r (r> 0) 


Construction d’un point 


a+b —4 
IR IR 
a+b Le a+b —a 0 a 
pour b <0 pour b > 0 
x 1 1 
Th. de THALÈS: * = 2 æx=4"b Th. de THALÈS: = = —=x= — 
a 1 1 a a 


1 
ze+*O 


E o 


Construction de a + b,- a, a- b, 1 (a +0) 
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Les problèmes de construction géométrique font 
partie des classiques de la géométrie. Les outils 
utilisés sont parfois imposés. Ainsi, on peut par 
exemple exiger que les constructions soient 
entièrement réalisées uniquement à l’aide de la règle, 
ou uniquement avec le compas, ou encore uniquement 
à l’aide de la règle et du compas. Les constructions à 
la règle et au compas ont particulièrement suscité 
l'intérêt des chercheurs. Pour toute une série de 
problèmes, il est possible de déterminer, par une 
simple algébrisation de l'énoncé, si la construction est 
ou non réalisable. 


Constructions à la règle et au compas 
Une figure géométrique plane est constructible à la 
règle et au compas si elle peut être définie par un 
ensemble fini de points (par ex. un triangle par ses 
trois sommets), chacun de ces points pouvant être 
construit en un nombre fini d'étapes à l’aide de la 
règle et du compas, à partir des données du problème 
ou de points précédemment construits. Les étapes de 
construction possibles sont (fig. À, B) : 
(1) Construction de segments ou de cercles à l’aide de 
points donnés ou préalablement construits. 
(2) Construction de l'intersection de deux droites, de 
deux cercles, ou d’un cercle et d’une droite. 
En introduisant un repère de coordonnées cartésien, le 
problème de construction se ramène à un problème 
algébrique. On peut en effet associer un couple de 
réels à chaque point et réciproquement (voir 
Géométrie analytique). Le système de coordonnées 
(pris orthonormal) est défini à l’aide des points 
O(0, 0) et Z(1, 0). Dans la suite, on supposera toujours 
que ces deux points font partie des données. Par la 
règle et le compas, on peut construire le point J(0, 1). 
Il reste maintenant à construire un point P(a, b) à 
partir des points donnés. Cette construction est 
équivalente à celle des points Aa, 0) et B(b, 0) 
(fig. C). La construction d’un point P(x, 0) peut être 
considérée comme la construction d’un réel x sur la 
droite réelle. On en déduit : 
P(a, b) constructible < a et b constructibles. 


Critère de constructibilité 

Comme on le constate à partir de la figure E, la 
donnée de 0, 1, a, b E R permet toujours de 
construire a + b, — a, a * b, À / a (a » 0) à la règle et au 
compas. On en déduit que toute expression rationnelle 
de nombres réels donnés (auxquels doivent appartenir 
O et 1) est constructible. 

À partir des seuls nombres O et 1 peuvent ainsi être 
construits tous les x E Q, à partir de ap, …, a, tous les 
éléments de Q(as, …, a,). De cette manière, on 
retrouve la notion de corps, car Q(a, …, a,) est le 
corps engendré par adjonction de ap, …, a, à Q 
(p. 99). La figure D permet de constater que la racine 
carrée de tout nombre réel positif donné est 
constructible, donc toutes les racines carrées de tous 
les éléments positifs de Q(as, …, a,) seront également 
constructibles. Ainsi, il devient possible d’adjoindre à 
Qao …, 4,) une telle racine carrée, si bien que tout 


élément du sur-corps ainsi obtenu devient également 

constructible. 

Ce procédé peut être répété de manière à obtenir une 

chaîne de corps (1) 

Kay...) SK S.CKCK, CS. 

où K;,,=K;(ÿr,) avec r; E Kp r;>0(i=0,1,...). 

Une condition suffisante pour que x E R soit 

constructible à la règle et au compas est son 

appartenance à l’un des corps d’une telle chaîne (1). 

Six E K, alors x peut être construit à la règle et au 

compas à partir de la donnée des réels ap, …, a. 

Cette condition suffisante s'avère également nécessaire. 

Si x est constructible, alors P(x, 0) doit être construit 

en un nombre fini d'étapes. L’enchaînement des 

étapes de construction devient en termes algébriques : 

(1') Donnée des équations de droites, resp. de cercles 
(leurs coefficients sont des expressions rationnelles 
des données ou des nombres précédemment 
construits), 

(2) Calcul des coordonnées des points d’intersection 
(ici n’apparaissent, à côté des expressions 
rationnelles des données ou des nombres 
précédemment construits, que des expressions 
comprenant des racines carrées, car il ne faut 
résoudre que des équations linéaires ou du second 
degré ; voir Géométrie analytique). 

Au cas où x est constructible, x doit donc aussi 

s'exprimer au moyen d'opérations rationnelles et de 

racines carrées d'expressions préalablement données, 

c.-à-d. x doit appartenir à un corps qui peut être 

engendré par adjonctions successives de racines 

carrées à Q (ay, …, 4,). On a donc : 

Théorème 1 : x E R est constructible à la règle et au 

compas à partir de ay …, a, si, et seulement si, x 
appartient à l'un des corps de la chaîne (I). 


Raffinement du théorème 1 

Le théorème 1 permet de ramener le problème 

géométrique à un problème algébrique. Il reste à 

déterminer à l’aide de procédés algébriques à quelles 

conditions x appartient à l’un des corps de la chaîne 
de corps. La théorie de GALOIS permet de démontrer 

Théorème 2 : x E R est constructible à la règle et au 
compas à partir de a% ……, 4, nombres réels 
supposés construits, si, et seulement si, x appartient 
à une des extensions finies galoisiennes de 
Q (av …, a,) de degré 2" (m E N). 

Pour que x E R soit constructible, il est donc en 
particulier nécessaire que x appartienne à une 
extension algébrique de Q. 

Rem. : La démonstration du théorème 2 pourra être 
trouvée dans la littérature mathématique. Le point 
important du théorème est l'énoncé de la forme du 
degré de l'extension. De cette manière, il devient 
possible de décider de la résolution des problèmes 
de construction à l’aide de la règle et du compas en 
passant par les polynômes. 

On montre l'intervention du théorème 2 pour toute 

une série d’exemples (p. 115). 
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(cos@p,0) 


(cos$,0) 


Trisection d'un angle 


O P Q équilatéral 


E > [LE] 


Rectification d’une circonférence 


Trisection d'un angle droit 


(cos 21,0) 1(1,0) 
I 


Construction d’un polygone régulier à n côtés 


Quadrature du cercle 
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Exemples de problèmes de construction 

a) Duplication du cube 

Soit un cube de côté unité à partir duquel il faut 
construire un cube de volume double. Il faut donc 
construire V2 (fig. A). 


Théorème 3 : La duplication du cube n'est pas 
constructible à la règle et au compas. 
z : 3 
Démonstration : Le corps de base est Q. V2 est 


racine du polynôme X*- 2 EQ[X], irréductible sur Q . 
Q(YV2 ) est donc de degré 3 sur Q. Si V2 était cons- 
tructible, alors V2 devrait appartenir à une extension 
E de degré 2" sur Q (th. 2, p. 113). 
Comme Q C Q(Ÿ2) € E, cette supposition condui- 
rait d’après le théorème du degré (p. 99) à la propriété 
3 |2” qui est fausse. 
b) Trisection d’un angle 
Soit un angle ọ défini par les trois points O, 1, P 
(p = (OI, OP). Il s’agit de construire un point Q tel 
que l'angle (OI, OQ) soit égal à p / 3 (fig. B). On 
peut, sans aucune restriction sur la généralité du 
problème, supposer que les points O, 7, P sont choisis 
comme sur la figure B. P se projette sur l’axe des 
abscisses en (cos p, 0). Il reste à construire cos (q/ 3). 
Théorème 4 : La trisection d'un angle à l'aide de la 
règle et du compas n'est pas possible pour tout angle. 
Démonstration : Le corps de base est Q(cos p). 
cos (p / 3) est racine du polynôme 
4 X? -3 X — cos p EQ(cos q)[X] (d'après la formule 
trigonométrique cos 3p = 4 cos? p — 3 cos g). Ainsi, si 
ce polynôme est irréductible dans Q (cos p), cos (p / 3) 
ne sera pas constructible à la règle et au compas (cf. 
démonstration du a)). Il suffit alors de démontrer qu’il 
existe un angle pour lequel ce polynôme est 
irréductible. Pour q = 60°, le polynôme associé est 
4 X? — 3 X — 1/2 E Q|X]. En posant 2X = Y, le poly- 
nôme devient : Y? -3 Y — 1 qui est irréductible sur Q 
(cf. p. 97, th. 13, exemple). De même, 4 X? - 3 X - 1/2 
sera irréductible sur Q. 
Rem. : Il existe des angles pour lesquels cette 
trisection est possible, par ex. p = 90° (fig. C). 
c) Rectification de la circonférence d’un cercle 
Ce terme désigne la construction d’un segment de 
longueur égale à la circonférence d’un cercle de rayon r 
(fig. D, « déroulement » de la circonférence). 
Théorème 5 : La rectification de la circonférence du 
cercle n'est pas réalisable à la règle et au compas. 
Démonstration : Puisque x = 2xr, il faut construire x. 
Ce n’est pas possible car x est un nombre 
transcendant (p. 69), et ne peut donc être contenu dans 
aucune extension algébrique de Q (p. 113, th. 2). 
d) Quadrature du cercle 
Théorème 6 : // n'est pas possible de construire à la 
règle et au compas un carré ayant même aire qu'un 
disque donné de rayon r. 
Démonstration : Il s’agit de construire le côté du carré 
x =rvVx (fig. E). Si la construction était réalisable, 


alors on pourrait aussi construire (vx) =x , ce qui 
est impossible. 

c) Construction d’un polygone régulier à n côtés 
On suppose donné le cercle de rayon 1. I s’agit de 


construire un polygone régulier à x côtés inscrit dans 
ce cercle. La construction à la règle et au compas est 
possible pour certaines valeurs de » (voir ci-dessous). 
D’après la figure F, le polygone est constructible dès 
qu’il est possible de construire le point (cos œ, 0) 
avec à, = 2x / n. D’après le théorème 2 (p. 113), c'est 
le si, et seulement si, la plus petite extension finie 
galoisienne de Q contenant cos a, est de degré 2" sur 
Q. Q(cos à,) est elle-même une extension finie 
galoisienne de Q, car on a : 

(1) Q © Q (cos œ) € Q(Ë) avec 

&= cos a,+isin @, 

(2) & racine primitive ni" de l'unité (p. 103), 

si bien que Q(Ÿ), en tant que corps de décomposition 
du polynôme séparable X" 1, est une extension finie 
galoisienne de Q avec un groupe de GALOIS abélien G 
(th. 5, p. 109), 

(3) Tout sous-groupe de G est normal (p. 75), c.-à-d. 
Q (cos «,) est extension finie galoisienne de Q 
(p. 109, (B)). 

Il est possible de déterminer le degré de Q(cosa,) sur 
Q: 

(4) (Q) : Q) = p(n), (p. 103), 

(5) (Q(&) : Q (cos a)) E{1, 2}, car Gest racine du poly- 
nôme X? — 2 cos a, X + 1 E Q(cosa,)[X], 

(6) Le théorème fondamental (p. 99) implique : 
(Q(cos a,) : Q) E {4 (n), p(n) / 2}. 

On en déduit alors : 

cos a, est constructible si, et seulement si, p (n) = 2" 
ou q(n)/2 = 2", c.-à-d. si ọ (n) = X. 

D’après les propriétés de p(n) (p. 119), si pè... + p> 
(Pi < Piro MEN \ {0}) est la décomposition de n en 
facteurs premiers : , 

om) = p-p t p-p. 

On aura donc ọ (n) = 2! si, et seulement si : 
p-1=2M(iE {1,5}, k EN) ct 


À, =..= À,=1 pour p =2 
À,=..= ,=1 pour p#2 ? 
c.-à-d. p (n) = X si, et seulement si, n = pò pr’ ot Py 


Í À, quelconque pour p, =2 


Wep atiae 
avec p,= 2" + 1 ct Am pour pie 2 


(les nombres premiers de la forme 2% + 1 sont appelés 

nombres de FERMAT, p. 127). 

Théorème 7 : Un polygone régulier à n côtés peut 
être construit à la règle et au compas si, et 
seulement si, n est un produit fini de puissances de 
2 et de nombres de FERMAT. 

Rem. : On peut facilement montrer que tout nombre 
de Fermar s'écrit nécessairement 2” + 1 (EN), 
mais tout nombre de cette forme n’est pas 
forcément premier. Les nombres découverts par 
Fermar étaient : 3, 5, 17, 257, 65537 (c.-à-d. 
1=0,...,4) 

D’après le théorème 7, les polygones réguliers à n 
côtés avec n = 3, 4,5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 20, … 
sont constructibles. Par contre, les polygones 
réguliers de moins de 20 côtés n’apparaissant pas 
dans la suite ne peuvent pas être construits à la règle 
et au compas. 


116 Théorie des nombres / Divisibilité dans un anneau intègre I 


Le nombre 6 possède dans Z [v -5 | les deux décompositions suivantes : 

3 e wec tavs] s ). 

= : > a + 5b? est une fonction arithmétique monotone, et on a : 
g= g (=, 

“à ) =6, gl1-v-5 ) =6. 

Pour un diviseur propre { de ces 4 éléments, g (f) devrait diviser 4, 6 ou 9, c.-à-d. valoir 2 
ou 3. Mais de tels éléments £ n’existent pas dans Z |V -5 |, car légalité a? + Sb? = 2 resp. 3 ne 
possède pas de solution entière. La décomposition de 6 en éléments irréductibles n’est donc pas 
unique. Les facteurs ne sont pas des éléments premiers. 


6=2: 


g: z|v-5 5 Laena. 


On construit alors les idéaux suivants : n m pre 
a=(21+/-59=(21-V-5), b=(G1+/-5, c=6,1-V-5), 

et on a: a? = (2) 

bc =(3) 

a-b=(1+/—5) 

a-c=(1— v- 5). 
Les idéaux obtenus à partir des éléments irréductibles ci-dessus sont donc décomposables. Les idéaux à, 
b, € sont des idéaux premiers. Leur rôle est comparable à celui des nombres premiers dans une 
décomposition en facteurs. Et on a pour ts) la A angue (6) = @ be. 


Décomposition en éléments irréductibles 


Dans un anneau euclidien, on peut déterminer à partir de deux éléments a, et ay, avec g (a) > g (a) > 0, 
les restes q» qy … des divisions entières suivantes : 
a= qta, avec g(a)<g (m) 
m@m=a qta, avec g(a)<g (a) 
ay=aq tā; avec g(as)<£ (a4) 


La suite (g (a;)) atteint O au bout d'un nombre fini d'itérations, donc la suite (a;) aussi. Soit a, le dernier 

emea non nul S la suite (a,), g (a„) > 0 ct g a,,, = 0, alors 
= PGCD (a, &). 

Effectivement, on divise tous les a, précédents, et tout diviseur commun de a, et a, divise tous 

les 4. 


Exemple :a, = BAG a, = 294: BG: 294 — 2 BUG — 294. 2 + 228 
588 
294: 228 = | =228-1+ 6@ 
228 
228: 6-3 228= (66-3+ 80 
198 
66- 302+ 6 
Ba= 6-5 
0 egT (BI, 294) = 6l 
On obtient en remplaçant : 
6=1-66—2-30 
=—2:228+7-66 
= — 9 . 228 + 7 : 294 


6= —9 . BWG- 25.294 (Représentation linéaire du PGCD) 


Algorithme d’Eucupe et PGCD 
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Introduction 

Le premier objet de la théorie des nombres est Pétude 
de l'anneau Z des nombres entiers ; si dans Z, 
addition, soustraction et multiplication sont des lois 
internes, il n’en est pas de même de la division. Si 
pour a, b E Z, a : b E Z alors on dit que a est divisible 
par b. La théorie des nombres étudie la divisibilité 
dans Z. Dire que a est divisible par b équivaut à dire 
que Péquation bx = a admet un nombre entier pour 
solution. Dans un cadre plus général, on peut étudier 
les solutions d’une équation algébrique, ou d’un 
système d'équations (équations diophantiennes). 

Il est aujourd’hui d'usage de commencer l’étude de la 
divisibilité dans n’importe quel anneau intègre. 
Concept de base de la divisibilité 

Un anneau commutatif avec unité, sans diviseur de 
zéro, est dit intègre (p. 41). Hormis Z, les anneaux 
A[X], respectivement K[X], des polynômes sur 
l'anneau intègre À, respectivement le corps K, sont 
des exemples importants, ainsi que les anneaux 


dits quadratiques Z [/m]= {a+b Ÿm /a,bEZ) 


où MEN, ÿm ÉN . On a alors dans un anneau 
intègre À les déf. suivantes : 
Déf. 1 : a est un diviseur de b (noté a | b), s’il existe 
un élément q de A tel que b = aq. 
e est dit unité, ou inversible si e | 1. 
a É b sont dits associés (noté a ~ b) quand a | b et 
bla. 
Un diviseur a de b, qui n’est ni une unité, ni associé 
à b, est dit diviseur propre de b. 
a est dit irréductible si a n’est pas inversible et n’a 
pas de diviseur propre. 
Rem. : La relation ~ est une relation d'équivalence. 
Si a ~ b, alors a = be, où e est inversible. 
Dans Z, les unités sont 1 et -1. Dans un corps, 
tout élément non nul est  inversible. 


Dans Z [V7], 8+ 34/7 par exemple est inversible, 
car(8 +3V7)(8-3V7)= 1. 


Fonctions arithmétiques 
Dans de nombreux anneaux intègres, on peut étudier 
plus facilement la divisibilité à l’aide d’une fonction 
&g:A — N vérifiant les conditions suivantes : 
Déf. 2 : g : A — N est une fonction arithmétique sur 
l'anneau À si : 
(1) g(ab) = g(a)g(b) (homomorphisme), 
(2) g(a) =0 < a = 0. 
Il en résulte que si b = aq, alors g(b) = g(a)g(q). En 
particulier si a est un diviseur de b, alors g(a) est un 
diviseur de g(b) et g(a) < g(b). Et si a ~ b, alors 
g(a) = g(b). Pour e inversible, g(e) = 1. 
Déf, 3 : Une fonction arithmétique g est monotone si 
g(a) < g(b) pour tout diviseur propre non nul a de b. 
On voit immédiatement que, quand g est monotone, si 
g(a) = 1, alors a est irréductible. Un critère nécessaire 
de monotonie es 
Critère des diviseurs enchaînés : Une suite (a,), 
dont chaque élément est un diviseur propre du 
précédent, ne peut comporter qu'un nombre fini 
d'éléments dans un anneau muni d'une fonction 
arithmétique monotone. 


Il faut à présent montrer que de telles fonctions 
existent sur les anneaux intègres importants. 

On peut définir les exemples suivants de fonctions 
arithmétiques monotones : la fonction g : a-la| 
sur Z, la fonction g : a +b Jm —|a?-b?m| sur 
Z |], la fonction définie sur K[X] par : 


0,si P[X]=0 
APT) si P|X]=0. 


Rem. : On peut remplacer 2 par tout nombre entier 
r > 1 dans la formule ci-dessus. 

L'exemple de l'anneau des nombres algébriques 

(cf. p.123) montre qu’il n’existe pas de fonction 

arithmétique monotone sur tous les anneaux intè- 
gres : la suite infinie de diviseurs propres successifs 


Wa, Y2, ÿ2, 2... J ne vérifie pas le critère énoncé 


précédemment. 

La suite est d’une grande importance : 

Th. 1 : Dans un anneau intègre muni d'une fonction 
arithmétique monotone, tout élément non inversible 
est décomposable en un produit fini d'éléments 
irréductibles. 

De telles décompositions ne sont pas en général 

uniques, même si on ne tient pas compte de l’ordre 

des facteurs, et si on considère deux éléments associés 

comme non distincts (cf. exemple A). 


Éléments premiers, anneaux factoriels 

Le concept d'élément irréductible n’achève pas 

encore la théorie de la décomposition des nombres. 

Déf. 4 : p est un élément premier si p est non nul et 
non inversible, et si p | ab implique p | a ou p | b. 

Th. 2 : Tout élément premier est irréductible. 

En effet, si p = ab, alors a | p À b | p, ct, d’après la 

déf. 4, p | a v p | b, si bien que p ~ a v p ~ b. p wa 

donc pas de diviseur propre. 

Dans le cas où elle existe, une décomposition en 

éléments premiers est unique dans le sens où les 

facteurs d’une quelconque autre décomposition sont 
associés chacun à un facteur de la première 

décomposition. La démonstration découle de la déf, 4 

par récurrence sur le nombre de facteurs. 

Déf. 5 : Un anneau intègre dans lequel tout élément 
possède une décomposition en éléments premiers 
est dit anneau factoriel. 

Rem. : 21/5] n’est pas un anneau factoriel 
(ill. A,). 

Une classe importante d’anneaux factoriels est 

constituée par les anneaux euclidiens définis ci- 

dessous, dans lesquels une division euclidienne de b 

par a avec le reste r est possible, c.-à-d. b = aq + r. 

Déf. 6 : Une fonction arithmétique g est dite 
euclidienne si elle vérifie la propriété suivante : 
0 < g(a) < g(b) = 3q, g(b — aq) < g(b). Un anneau 
dans lequel on peut définir une fonction euclidienne 
est dit anneau euclidien. 

q peut, tout en vérifiant les conditions ci-dessus, 

devenir tel que g(b — aq) < g(a). Si on pose alors 

b - aq = r, soit b = aq + r, r est appelé reste de la 

division de b par a, et l’on a g(r) < g(a). 

Rem. : Toute fonction euclidienne est monotone. 


g(PIX)= 
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Th. 3 : Tout anneau euclidien est un anneau factoriel. 
Démonstration : Si dans un anneau euclidien il y avait 
des éléments irréductibles qui ne soient pas premiers, 
on pourrait choisir un élément u, pour lequel g(u) est 
minimal, autrement dit tel que tous les éléments 
irréductibles v vérifiant glu) < g(u) soient premiers. 
Comme u n’est pas premier, il existe des produits ab 
qui admettent u pour diviseur, sans que w ne divise 
Pun des deux facteurs. Soit ab un tel produit minimal 
pour la fonction arithmétique. Si g(a) et g(b) étaient 
plus petits que g(u), alors a et b, et par conséquent ab 
auraient une décomposition en éléments premiers. Et 
u devrait être associé à l’un de ces éléments 
(contradiction). Si par contre on avait g(a) > g(u), il 
existerait un q tel que g(a — qu) < g(a), et donc 
g((a — qu}b) < glab). Le produit (a — qu)b = ab — qub 
devrait alors avoir un facteur divisible par u, c.-à.-d. 
u | a — qu, donc u | a (contradiction). 

La réciproque de ce théorème n’est pas vraie : par 

exemple, Z[X] est un anneau factoriel, mais pas un 

anneau euclidien. 

Rem. : Z est un anneau euclidien. La condition de la 
déf. 6 est remplie avec q = 1, ou q = —1. Tous les 
anneaux de polynômes K[X] sont euclidiens. 
En effet, si a(X) et b(X) sont deux polynômes 
de K[X], avec respectivement & et ß pour 
coefficients des termes de plus haut degré, g la 
fonction arithmétique définie précédemment, et 
one = n > deg(a(X)) = m > 0, alors on a 


glo (X) - P yn "a w)<glb (X). 
Parmi les anneaux quadratiques Z|vVm], on trouve 
beaucoup d’anneaux euclidiens, par exemple pour 
m=-—2,-1,2,3. 
Le fait que Z est un anneau factoriel est un théorème 
fondamental de la théorie élémentaire des nombres. 
Dans les anneaux non factoriels, la décomposition des 
nombres peut être étudiée par différentes méthodes 
(idéaux, valuations). 


Théorie des idéaux 
Le domaine des nombres considérés peut être agrandi 
par des classes de nombres. Ceci correspond à la 
démarche géométrique où un plan affine peut être 
complété en un plan projectif, avec des nouveaux 
points qui sont alors les classes de droites parallèles 
(cf. p.139). Les idéaux introduits à la page 83 se 
présentent comme des nombres « idéaux » dans la 
théorie des nombres. On y définit aussi le concept 
d’idéal premier. Tout idéal i est en tant que sous- 
anneau un module sur À et possède un système de 
générateurs. S'il possède un ens. fini de générateurs 
{his 1,}, alors {ai +. + ai, | a; EA}, ct on 
écrit i= (6, bp, 
Déf, 7 : Un anneau A est dit næthérien si tout idéal de 
A est engendré par un nombre fini d'éléments. Si 
chaque idéal n’est engendré que par un seul 
élément, alors l'anneau A est dit principal. 
On définit le produit de deux idéaux 11 et DV comme 
l'idéal engendré par tous les produits uv, où u E u et 
v E b, c.-à-d. l’ensemble des sommes finies de tels 
éléments. Avec cette déf., on peut essayer de 
décomposer non plus les éléments de A, mais ses idéaux. 


Déf. 8 : Un anneau intègre dans lequel tout idéal 
possède une décomposition en idéaux premiers est 
dit anneau de DEDEKIND. 

Cette décomposition est unique, à l’ordre près des 

facteurs. 

Th. 4 : Tout anneau euclidien est principal. 

Si a est un élément de l’idéal a minimal pour la 

fonction arithmétique, alors à = (a). 

La décomposition de a en éléments premiers 

correspond alors à la décomposition de a en idéaux 

premiers. Tout anneau euclidien est alors aussi bien 
un anneau factoriel qu’un anneau de DEDEKIND. 

Cependant, on trouve des anneaux de DEDEKIND 

importants qui ne sont pas des anneaux factoriels. 

Ainsi, tous les anneaux quadratiques Z |/m] avec 

m = 2(4) et m = 3(4) (cf. p.119), en particulier 

ANES (illustration A,), ainsi que les anneaux 


z| lvm 
P 


pour m = 1(4) sont des anneaux de 


DEDEKIND. Pourtant, seuls certains de ces anneaux 

sont en même temps euclidiens. 

On peut montrer que : 

Th. 5 : Dans un anneau de DEDEKIND tout idéal 
premier non nul est maximal (cf. p. 83). 

Un autre exemple d’anneau de DEDEKIND non 
factoriel est Pannecau des polynômes à plusieurs 
variables sur le corps K, K [Xi X»... X,] (cf. p. 95). 
Comme l'idéal premier (X,) est inclus dans l'idéal 
premier (X, X2), la condition du théorème précédent 
n’est pas vérifiée. Alors que l’ensemble des éléments 
d’un anneau n’est en général pas satisfaisant pour la 
théorie des nombres, l'ensemble de tous les idéaux 
peut s'avérer trop large. 

Rem. : Dans les anneaux, qui ne sont pas de 
DEDEKIND, on peut encore dans certains cas trouver 
une décomposition en idéaux dits primaires Q, qui 
sont définis ainsi : si ab E q, et a É Q, alors une 
puissance de b appartient à q. Pour un idéal 
premier; cette puissance est 1. 


PGCD et PPCM 
Dans la théorie des nombres, les notions de plus 
grand commun diviseur (PGCD) et de plus petit 
commun multiple (PPCM) de deux éléments sont 
importantes : 

d= PGCD (a, b) <> 

djand|ba (d|a n d'|b= d'|d), 

u = PPCM (a, b) + 

aluablua(alu'ab|u'= vu. 
Rem. : Tout associé de d ou v convient aussi. 
a et b sont dits premiers entre eux quand 
PGCD(a, b) = 1. Les éléments d et v ainsi définis 
n’existent pas dans tous les anneaux. Comme dans un 
anneau factoriel tout élément peut se décomposer en 
produit de puissances de nombres premiers de la 
forme a=u T pi, où u est inversible, on peut 


4 
étendre le produit à tous les nombres premiers, les a; 
non-nuls ne formant qu'un ensemble fini d'indices ; 


on a alors : PGCD (a,b) = 11 pri" P), 
i 


PPCM (a,b) = [pi GP). 
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Représentation linéaire du PGCD. Égalité 
de BÉZOUT 
Dans les anneaux euclidiens, le PGCD de deux 
éléments a, et a, peut être déterminé en un nombre 
fini d’étapes grâce à l'algorithme d'EUCLIDE, sans que 
l'on ait à connaître les décompositions en facteurs 
premiers de a, et a, (fig. 2 p.116). La construction du 
PGCD par cette méthode permet aussi de mettre 
en évidence deux éléments x, et x, tels que 
PGCD(a,, a) = ax, + ax, (égalité de B£zoUT) (ce qui 
rejoint le fait que tout anneau euclidien est principal). 
Rem. : Les notions de PPCM et PGCD peuvent se 
traduire en termes d’idéaux : 
PGCD(a, b) = {a+b|aEnnbEb}=a+b, 
PPCM(a, b) = à A b. 
Classes résiduelles et anneau des classes résiduelles 
On ne s’est jusqu’à présent intéressé qu’à la 
divisibilité d’un élément b par un élément a. Dans les 
anneaux euclidiens, on peut étendre l’étude à 
l’ensemble des éléments donnant le même reste dans 
la division euclidienne par a, appelé classe résiduelle. 
Les éléments pour lesquels ce reste est O constituent 
exactement l'idéal (a). 
Déf, 9 : On dit que b, est congru à b, modulo a, noté 
b, = b, (a), si, et seulement si, b, — b, € (a). 
Cette déf. aboutit naturellement à la congruence 
modulo un idéal : 
Déf. 10 : b, = b, (a) <> b-b, EA. 
Cette relation de congruence est une relation 
d'équivalence. L'ensemble des classes |b] 
constitue un anneau appelé anneau des classes 
résiduelles, ou anneau quotient, noté A/(a) ou A/a. On 
montre (p. 83) que A/a est un anneau intègre si, et 
seulement si, @ est un idéal premier, Z = Z/(p) 
(également noté Z/pZ) est même un corps pour p 
premier, On a en général : 
Th. 6 : Si A est un anneau euclidien et Y un idéal 
premier, alors AJ} est un corps. 
Démonstration : » est engendré par l'élément premier 
p. Soit [a] «{0], alors PGCD(a, p) = 1, et on a 
ab + pq = 1, avec b, q E A (représentation linéaire 
du PGCD). On a alors [a] [b] =[1], et donc 
[b ] est un inverse de || a ] : A/p est un corps. 
Le théorème suivant concernant les anneaux des classes 
résiduelles est important pour la théorie des nombres : 
Congruences simultanées 
Considérons dans un anneau euclidien le système de 
congruences x = €, (q), i E {1,...,n}. On a le résultat 
suivant, résultat fondamental sur les congruences 
simultanées 
Th. 7 : Soit, dans un anneau euclidien A, 
a = ie qu avec pour i # j PGCD(q, q) = 1. 
L'ens. des solutions x du système x = c; (qi) est une 
classe résiduelle modulo a. 
Démonstration : On construit d’abord les quotients 
a =a : q L'égalité de BÉZOUT appliquée aux a, donne : 
=x tX, +. +X,4,= 6, + e +. +0, On 
multiplie les e, = x,a; par cp et on obtient 
Ce + Ge +... + Cpe, qui est solution du système, ainsi 
éléments qui lui sont congrus modulo a. 
:x81(3),x83(4),xe 5 (7). 
a = 347, 
a,=84:3=028,a,=84:4=21,a,=84:72= 12, 
1 = 7:28-7:21 - 412, 


= 196 — 147 - 48, 
x = 196-1 — 147-3 — 48-5 (84) = — 485 (84) 
= 19 (84). 
On en déduit que l'application de A, anneau euclidien, 
dans l'anneau produit B = = A((q;) x Alq) Kie = X A), où 
les q; sont à cr mi: an deux à deux, définie par 
b=([b ), [b], b, D), avec Vi, b; = b (q), est un 
homomorphisme d’ Fi de noyau l'idéal (a) engendré 
par a = q qz- qy, Cette application définit un isomor- 
phisme de l’anneau quotient A/(a) sur B. On en déduit : 

Th. 8 : Soit A un anneau euclidien et a E A où 
a = qi qz- Qm les q; étant premiers entre eux deux à 
deux, alors tout [b] E A/(a) peut s'écrire de 
façon unique sous la forme AVES =[hl]+[b] 
+4 b, l] où l'on a b = b; (q) et b; = 0 (q) pour j # i. 

En particulier : 

[11 = leal + bel +t lel, e1 (q), 

m0 ur pour j # i. 

Le; D Tel = [0] si; 
lellel={e), 
dol = Abie 

Eléments inversibles dans Panneau 

des classes résiduelles et fonction p 

L'étude des éléments inversibles de l'anneau des 

classes résiduelles d’un anneau euclidien est 

importante dans la théorie des nombres. Une classe 
[b] est inversible, s’il existe une classe [b’] 

vérifiant [b] [b] = [11]. 

Th. 9: [b] est donc inversible dans Af(a), si 
PGCD(a, b) = 1. 

Avec les ee du th. 8, on a: 

Th. 10: [b ]] élément de Al(a) est inversible si, et 
seulement si, pour i = 1, …, n la classe de b dans 
Al(q;) est inversible. 

Ce théorème est une conséquence de l’isomor- 

phisme vu précédemment des anneaux A/(a) et 

ANG) X ANA) x «x AWG). 

Conséquences : Si A/(a) a un nombre fini d'éléments 

inversibles, ce nombre est le produit des nombres 

d'éléments inversibles des A/(q;). En particulier, pour 

A=Zeta=e Il při la décomposition de a en 


facteurs premiers, il résulte du th. 10 que le nombre 
des éléments inversibles de A/(a) est le même que 
celui des classes résiduelles premières avec a (c.-à-d. 
les classes dont le représentant est premier avec a). Ce 
nombre est noté q (a) (fonction d'EULER). 
ra ès ce i scède. g Aa a JH a 
D'après ce qui précède, g(@)= TI g{p{i). Si on veut 
pla 

déterminer p (p“), alors il faut considérer en premier lieu les 
classes non premières avec p“, Ces dernières sont 


représentées par des nombres de la forme cp, avec 

0 scs p“- 1. Ily a donc p'- 1 cl ainsi définies, 

şi bic: à a) = pa y= l 1 

si bien que g (p°) = p- p“ p“ (1- p) 

ug T ge 

Et finalement, # (a) = II p” fi - |= all fı au 
ne 1 nļa P; 


Rem. : Les cl premières modulo m constituent 
un groupe multiplicatif G,,, qui est cyclique dans le 
cas m = p“ avec p # 2, Chaque élément générateur 
de Gpe s'appelle reste primitif modulo p“. Leur 
nombre est p (p (p). 
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ED XAHEXx2 possède des triplets solutions dans l’ensemble des nombres entiers. Ces triplets, 
dits triplets pythagoriciens, se mettent sous la forme : 

x, =(a?—b?)e 

x) = 2abc a,b,ceZ* 

x3=(a2+b?)c 
Exemple avec c = 1 et PGCD (x, X» 3) = 1 : 
BEA 4 LENS ACC. L'IUPÉTARITILTIS) Bei ft 18100 18 
2 SRE VA CLS 
5 NON 2 9 2 M PUS PLON 5359015 

12 8 24 20 40 12 60 28 56 84 16 48 80 112 

5 13 17 25 29 41 37 61 53 65 85 65 73 89 113 


nes On ne trouve pas de triplets de nombres entiers solution de x! xs . La démonstration 
n’en a été établie qu’en 1995. Fermar prétendait en connaître une démonstration, mais ne l’a jamais 


publiée. 
Comme x "4 x = ca (x F + 


pour les exposants premiers p > 2 et pour l’exposant 4. Cette preuve a été établie pour n = 4 et un grand 
À nombre de nombres premiers p (par ex. pour 2 < p < 125 000). 


x)" = (x4) , il suffit de démontrer l'affirmation de FERMAT 


Équation de FERMAT 


Démonstration : On pose (4) = (~ 1)” . Pour déterminer v suivant le lemme de GAUSS, on construit qx 
pouri sxs 23+ que l'on réduit aux plus petits restes. v est alors le nombre des solutions v € Z* 
de (1) 
Onen tire py<qx+ 4 <q +g = tip, donc y< 43+. 


—# <qx-py<0. 


Comme en outre 1 < y, il faut déterminer les couples solutions de (1) pour lesquels 
Isxs LE et lsys St. 
De façon analogue on obtient (2) = (- 1)“, en désignant par u le nombre de couples (x, y ) vérifiant 
(2) 0 <qx-py< 4 
avecisxs El etlsys 43+. 
P az CO 
Ilen résulte (%4) = (H) (1+, 2 2 
où v + u se détermine géométriquement par le 
nombre de points compris dans la bande orangée de la 
figure ci-contre. Pour des raisons de symétrie, le 
nombre total de points compris dans le rectangle 
jaune, 23+. 43+, 
est T v+ u plus un nombre pair, ce qui termine la 
démonstration. 
Applications : 
(a) Au deuxième point sur les résidus 
Pour un a donné, (#) ne dépend que de la classe résiduelle de p modulo da ; quand a est premier tel 
que a = 1 (4), (4) ne dépend que de la classe résiduelle de p modulo a. 


(b) Calcul du symbole de LEGENDRE 
Exemple : 
(39) = = i Aea D) = GA = — D = — (= (= (0 
La conguence x? = 230 (137) est donc soluble. =-(G$=-(6)= 
Les th. 6 et 8 de la p. 121 ont aussi été utilisés, ainsi que la réduction du numérateur modulo le dénominateur. 


B 


Loi de réciprocité quadratique 


Théorie des nombres / Équations diophantiennes, résidus 121 


Équations diophantiennes 

Soit AXi, Xz …, Xn un polynôme de Z{X, Xz …, X,] 

avec n > 2, AXo X» …, X,) = 0 est appelée équation 

diophantienne quand on en recherche les solutions 

entières. Dans bien des cas, ces équations se ramènent à 

des égalités de congruences, car une équation 

diophantienne de la forme g(X,, À, …, À, 1) + X,b = 0 

est équivalente à g(X,, Xz, …, X,.,) = 0 (b). 

x. : Au lieu de ax, + bx, — c = 0, on résout 
ax, — € = 0 (b). On utilise alors le petit théorème de 

FERMAT de la théorie de nombres (p. 77), selon lequel 

g” = e pour tout élément g d’un groupe fini G. Les 

classes de congruences || a ] premières avec b sont les 

unités de Z, et on en dénombre (b), d’où : 
[a J] 1®= [1 J, soit a%0 = 1 (b) avec PGCD(a, b) = 1. 

Les solutions de ax, — c = 0 (b) sont dans le cas où 

PGCD(a, b) = 1 de la forme x = ac (b). 

Le th. 7 (p. 119) permet une généralisation aux 

systèmes d’équations du type précédent. 

Les difficultés apparaissent dans les équations de degré 

supérieur. Ainsi, FERMAT a énoncé qu’on ne pouvait pas 

trouver de triplet de Z’, vérifiant a" + b" = c" pour n > 2, 

proposition démontrée seulement en 1995. 

Résidus 

Les équations diophantiennes de la forme 

xi + mx, — a = 0, resp. x} — a = 0 (m), sont d’un intérêt 

particulier. 

Déf. 1 : Un nombre a premier avec m est appelé résidu 
puissance n de m si l'équation x" = a (m) possède au 
moins une solution. Il est appelé non-résidu dans le 
cas contraire (avec toujours a premier à m). 

Deux questions se posent alors immédiatement : 

I. Quelles sont les résidus puissance n de m ? 

IT. Pour quelles valeurs de m a est-il un résidu 

puissance n de m ? 

Le problème peut d’abord être réduit au cas m = p“. 

En effet : 

Th. 1: Sim = ppi ps: pi est la décompo- 
sition de m en éléments premiers, alors a, est un 
résidu puissance n de m si, et seulement si, a est un 
résidu puissance n de p% pour tout iE {1, 2, …., k}. 

Première question concernant les résidus 

Dans le cas m = p“, le théorème suivant répond 

entièrement à la question I : 

Th. 2 : (Critère d'EULER) : a est un résidu puis- 
sance n de p“ (p » 2) si, et seulement si, 


CAT 
awos = 1 (p). Sin est pair, a est un résidu 
puissance n de 2“ (a æ 2) si, et seulement si, 
jui 
a m1 (4) et aroa: 1 (2%). Tout a impair 
est un résidu puissance n de 2, et, pour n impair, de 2%, 
Rem. : Si pour p # 2 PGCD(n, gp") = 1, alors la 
condition a?) =1 (p®%®) est remplie d’après le 
petit théorème de FERMAT. 
Le th. 2 se simplifie dans le cas des résidus 
quadratiques (n = 
Th. 3 : a est un résidu quadratique de p“ (p # 2) si, et 
p-1 
seulement si, a 2 = 1 (p), c.-à-d. si, et seulement 
si, a est un résidu quadratique de p. a est un résidu 
quadratique de 2° si, et seulement si, a = 1 (2?) avec 
B= min ({a, 3}). 


Deuxième question concernant les résidus 

Pour n = 2, la question II se formule aussi de la 
manière suivante : pour quels nombres premiers p 
impairs a est-il un résidu quadratique ? Pour une 
formulation simplifiée des résultats, on introduit le 


symbole de LEGENDRE D ; 
Déf. 2 : Si p est un nombre premier impair et a un 
nombre premier avec p, 
a\_f1siacst un résidu quadratique de p 
(p)= -1 sia west pas résidu quadratique de p f` 
Th. 4 : Si r est un reste primitif donné de p (p. 119) et 
v sf, v 
a = r" (p), alors (5) =(-1)". 
a est donc résidu si, et seulement si, v est pair. Une 


conséquence est (sb) - { Di (2), si bien que seule 
la détermination de (=) À (2) et ($) pour tout 


nombre premier impair q est nécessaire. 


Th.5: (5)= a) : 


Démonstration : D'après le petit théorème de FERMAT, 


Fa p-1\2 p-1 
ap" =\a 7) =1(p), donc a Z m+1(p). 


Le th. 5 découle alors directement du th. 3. Si on 
considère le cas a = —1, on a : 


r =1)- 1sip=1(4) 
Aho ( p A ea PN 
Tous les résidus non nuls de p se réduisent aux 
-1 
a — (plus petits résidus). 
Th. 7 : (lemme de Gauss) : Si a et p sont premiers 
entre eux, si p est premier, v désignant le nombre 
p-1 


d'éléments de l’ensemble fa- la 2na 2-1) 


congrus mod p à un élément de l'ensemble 
{a,-2,.,- 22) ona ($)=(-1)". 


Si on prend a = 2, on doit réduire les résidus 

2, 4, . p — 1 aux plus petits. Les calculs conduisent 
2-1 

alors à v=- 3 (2). Et on en tire : 


E .{2\_]1sip=+1 (8) 
me (ef E t 


Th. 9 (loi de réciprocité quadratique) : Soient p et q 
deux nombres premiers impairs distincts. On a 


(AEDE T sewa 
(0)- (Zi p=1vq=14) 
P! |- (pirsa 


(Démonstration et développements à la fig. B) 


nombres #1, #2, ..., £ 


Rem. : La question I conduit aussi à une formulation 
analogue et des lois de réciprocité pour des résidus 
de puissances supérieures. 
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Divisibilité dans un corps 

La notion de divisibilité s'étend aux corps des 

quotients (cf. p. 81) Panneaux intègres. 

Déf, 1 : Soit A un anneau intègre et K son corps des 
quotients, on dit que a divise b selon A quand le 


quotient 2 appartient à A, ce que l’on note 
b 
a Piia gEA r 


et les 


De manière analogue, on définit les uni 
éléments associés. 

Si A est un anneau factoriel (cf. p. 117), tout élément 
J de K s'écrit, de façon unique à l’ordre près 


a=Il p% (e unité, à EZ), et alab si &; < P; 


a= 


pour tout i avec a =€, I p tb=e, Il p”. 


Valeurs absolues 

Soit p un élément premier fixé de A, c un nombre réel 

de ]0, 1[. La fonction p qui à tout a E K0} associe 

pla) = c“, où & est l’exposant de p dans la 
décomposition en éléments premiers de a, possède les 

propriétés d’une fonction arithmétique (p. 117). 

Comme nous allons le voir, il existe de nombreux 

corps sur lesquels on peut définir de telles fonctions, 

appelées valeurs absolues, sans pour autant partir d’un 
anneau factoriel. Il s'ensuit une nouvelle direction 
pour l'étude de la théorie de la divisibilité. 

Déf. 2 : Une application p d’un corps K dans 
l'ensemble des réels positifs est appelée valeur 
absolue si, et seulement si, elle vérifie les propriétés 
suivantes : 

(B1) (a) =0 < a =0, 

(B2) p (ab) = p (a)p (b) (morphisme de groupes), 
(B3)1cER,czlA 

V(a, b) E Ke o(a + b) s c max({¢ (a), o (b)}). 
est dite non archimédienne quand ¢ = 1 dans (B3), 


et archimédienne si c » 1. 
Rem. : De (B2), on tire g(€) = ZO soei 
a b! gb) 
et p (~-a) = (a). 
On peut définir sur tout corps la valeur absolue triviale 
par p (a) = 1 pour tout a # O et p (0) = 0. Pour toute 
valeur absolue non triviale, il existe un élément a, tel 
que 0 < ga) < 1. Et pour toute valeur absolue non 
archimédienne, on a (a + b) = max({¢ (a),p (b)}) 
dans (B3) dès que ọ (a) » p (b). 
Th. 1: Un corps fini à n éléments ne poss 
valeur absolue triviale. 
Cela est dû au fait que tout élément non nul vérifie 
a"! = 1, ct est donc une racine de Punité. 


de que la 


Rem. : Les corps dont la caractéristique est un 
nombre premier ne possèdent que des valeurs 
absolues non archimédiennes. 

Déf. 3 : Deux valeurs absolues p, et m 
sont dites équivalentes si elles vérifient 
qua) < pi(b) & pka) < pb). 

Th. 2 : Toute valeur absolue p, équivalente à p, peut 
s'écrire sous la forme (a) = p(a) où s ER}. 


Valeurs absolues du corps Q 

La valeur absolue ordinaire est archimédienne sur Q. 
On peut aussi définir une valeur absolue p, non 
archimédienne sur Q pour tout nombre premier p, dite 
valeur absolue p-adique : 


9, (@) = 


dans la décomposition de a en produit de facteurs 
premiers. On écrit aussi dl, au lieu de g (a) et |a|, pour 
la]. Le théorème d’OsrRowskI énoncé ci-dessous est 
particulièrement important pour la théorie des nombres : 
Th. 3 : Les valeurs absolues | |. et | |, p décrivant 
l’ensemble des nombres premiers, constituent un 
système générateur des valeurs absolues sur Q. 
Toute autre valeur absolue est équivalente à l'une 
des précédentes. 
La démonstration pour les valeurs absolues non-archimé- 
diennes se base sur le fait que {xx E Q à p (x) < 1} 
est un idéal premier, qui peut être considéré comme 
un idéal principal engendré par un nombre premier. 
Valeurs absolues du corps K(X) des fractions 
rationnelles sur K 
Si on adjoint une indéterminée X à un corps muni de 
la valeur absolue triviale, on peut déterminer toutes 
les valeurs absolues de K(X). Elles sont toutes non 
archimédiennes. I suffit de rechercher toutes les 
valeurs absolues sur l'anneau factoriel K[X] des 
polynômes sur K, car on obtient par passage au corps 
des quotients une valeur absolue sur K(X). 
1“ cas : p (X) s 1. 
On a alors pla, x")=p (AR X)'=p X< 1, ct 
ensuite p (KX)) < 1 pour tout polynôme d’après (B3). 
Si p west pas triviale, il existe un f(X) tel que 
o (J(X)) < 1. Si on décompose /(X) en facteurs 
premiers, lun d'eux au moins, p(X), doit vérifier 
p (p(X)) < 1. I en sera de même pour tous les 
polynômes divisibles par p(X). Par contre, pour les 
polynômes q(X) premiers avec p(X), on a d’après 
l'égalité de Bézour œ (q(X)) = 1. Si maintenant /(X) 
s'écrit AX) = pX), alors p (M) = p PX. À 
chaque polynôme premier correspond une valeur 
absolue analogue à Pune des valeurs absolues 
p-adiques de Q. 
2 cas : p(X) > 1. 
On n'obtient dans ce ca 
valeur absolue, qui vér 


p (X)= 9 (a, X"+ a, ,X" "+. +a). 


= oy =p w) deg f W) $ 

Si K = C, tous les polynômes premiers sont de la 
forme X — a, et il correspond une valeur absolue à tout 
a E C d’après la première méthode ; elle donne des 
renseignements sur l'ordre de multiplicité de la racine 
a, alors que la valeur absolue définie par le second cas 
renseigne sur le comportement à l’infini. Ceci 
explique la notation | lo donnée à la valeur absolue 
définie ci-dessus. Plus généralement, à tout point 
d’une surface de RIEMANN on peut faire correspondre 
une valeur absolue sur le corps des fonctions définies 
sur cette surface. 


0 pour a =0 
p' "pour a # 0 où q, est l’exposant de p 


s par équivalence qu'une seule 
py 
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Valeurs absolues exponentielles 
On peut associer à une valeur absolue non- 
archimédienne q une application v : KR U {%} par 


xo-| œ poura=0 


-lng (@)poura # 0 

qui possède les propriétés suivantes : 

(E1) : v(a) =% <> a = 0, 
(E2) : v(ab) = v(a) + V(b), 
(E3) : v(a + b) > min({v(a), v(b)}}). 

Déf. 4 : Toute application v : K—>R U {%} vérifiant 
les propriétés énoncées ci-dessus est appelée valeur 
absolue exponentielle ou valuation sur K. Si 
v(a) = 0 pour tout a # 0, elle est dite triviale. 

On peut inversement passer de toute valeur absolue 

exponentielle à une valeur absolue non 

archimédienne. Aux valeurs absolues p-adiques 
correspondent les valuations p-adiques vérifiant 

v(a) = à, où à, est l’exposant de p dans la 

décomposition de a. 

L'ensemble W = {v(a)|a # 0 À a E K} constitue un 

groupe additif, groupe des valeurs prises par v. 

Déf. 5: Si WAR, possède une plus petite valeur 
strictement positive, alors v est dite discrète, et 
dense dans le cas contraire. 

Les valeurs des valuations discrètes, dont les v, sur Q 

font toutes partie, sont multiples de leur plus petite 

valeur strictement positive, qui peut alors être normée 

à 1. Dans le cas contraire, elles sont denses sur IR, 

Dans ce dernier cas, les valeurs absolues expo- 

nentielles sont appelées simplement valuations 

Dans la théorie des nombres, les valuations discrètes 

sont particulièrement importantes. 

Th. 4 : Pour les valuations non triviales, le sous- 
ensemble B = {x|x E K a v(x) = 0} de K est un 
anneau intègre dont le corps des quotients est K lui- 
même. Le sous-ensemble Ņ = {xx EK a v(x) > 0} 
est un idéal premier dans B. 

p est appelé idéal premier de v, et t = B/p est le corps 

des classes résiduelles de v. 

: Si la valuation est discrète et si a E K est un 
élément tel que v(a) soit la plus petite valeur 
strictement positive de v(K), alors p = (a). 

Si K est de caractéristique p (cf. p. 105), alors il en est 
de même du corps des classes résiduelles t ; si par 
contre K est de caractéristique 0, t peut tout aussi bien 
être de caractéristique nulle ou égale à un nombre 
premier quelconque. Les valeurs absolues p-adiques 
illustrent ce dernier cas. 

Soit W, le sous-groupe intersection de W et du sous- 

corps premier de K. Pour les valuations discrètes, le 

groupe quotient W/W, est fini. Son ordre e est appelé 
ordre absolu de ramification de la valeur absolue, Les 
notions associées conduisent à une classification des 

corps valués (fig. À, p. 124). 


Clôture complète de corps valués 

À la p. 61, on à introduit la méthode de CANTOR pour 
construire le corps IR. À l’aide des valeurs absolues, 
on peut définir dans Q les notions de suite 
convergente et de suite de CAuCHY. La clôture de Q, 
dans laquelle toute suite de CAUCHY converge, s’est 
avérée être l’ensemble des classes d’équivalences 
dans l'anneau des suites de CAUCHY, et peut donc 


aussi être considérée comme le corps quotient de cet 
anneau par l'idéal constitué des suites nulles. Lors de 
cette construction, seules les propriétés des valeurs 
absolues ont été utilisées, ces dernières déterminant 
les propriétés topologiques des corps valués (i.e muni 
d’une valeur absolue). 

À chaque corps K muni d’une valeur absolue p, on 
peut associer d’une manière analogue une clôture K. 
Des valeurs absolues équivalentes conduisent alors à 
la même clôture, et la valeur absolue q est 
prolongeable sur K,, comme il est montré à la page 
61. Les clôtures de Q selon ses différentes valeurs 
absolues sont notées Q, (corps des nombres p- 
adiques, HENSEL) et Q, = R. 

Problème du prolongement 

des valeurs absolues 

Par passage de Z à un ensemble de nombres plus 
vaste, les propriétés de divisibilité peuvent 
considérablement changer, et le cas échéant, la 
décomposition en éléments premiers ne plus être 
possible. On a encore parfois seulement la 
décomposition d’un idéal en produit d’idéaux 
premiers. Une deuxième voie possible à côté de la 
théorie des idéaux est la théorie de la valuation, En 
effet, dans Q, les nombres entiers premiers 
correspondent aux classes des valeurs absolues non 
archimédiennes. On peut étudier de manière complète 
les comportements de divisibilité en plongeant un 
anneau intègre dans son corps des quotients et en 
étudiant toutes ses valeurs absolues. Pour tout corps 
qui peut être engendré à partir de son sous-corps 
premier par une suite d’adjonctions d’un élément, 
algébrique ou transcendant, comme les valeurs 
absolues d’un corps premier sont parfaitement 
connues, il ne reste plus que le problème du 
prolongement des valeurs absolues d’un corps à une 
extension algébrique ou transcendante de ce corps, la 
restriction de la nouvelle valeur absolue au corps de 
départ devant être équivalente à la valeur absolue 
d’origine. Pour les extensions transcendantes, qui sont 
de moindre intérêt dans la théorie des nombres, on 
montre que toute valeur absolue discrète du corps de 
base se prolonge en un nombre infini de façons non 
équivalentes en valeurs absolues discrètes. 

Dans le cas des extensions algébriques finies, la 
réponse au problème nécessite d’abord quelques 
explications. 

Normes dans les extensions algébriques finies 

On compare d’abord la situation au prolongement de 
la valeur absolue usuelle de IR à € = R(i). On pose 
alors |a«|= | aa, où aaŒlR. [al est aussi 
appelé norme de a, notée N(a). On doit donc en 
premier lieu définir un analogue de la norme. Soit L 
une extension algébrique du corps K avec 
dim(Z/K) = n (p. 101) et une base {w,, …, &,} de L sur 
K, alors pour tout œ E LWO}, l'application 
OaiL >L définie par x ax est un automor- 
phisme de L, espace vectoriel sur K. I lui est associé 
une matrice (n, n) (Qa) de déterminant non nul 
indépendant de la base (cf. pp. 91, 258). On pose alors 


0 pour a = 0 
N@=| 
to) | det (œ) pour a = 0 
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Décomposition de nombres premiers dans des corps quadratiques Q (mi ) 


Exemples de nombres de classes de corps quadratiques Q (Vm ) 
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Prolongement de valeurs absolues discrètes 
sur des extensions algébriques finies 

Soit K un corps valué par une valeur absolue Q, et L 
une extension algébrique de K vérifiant dim(L/K) = n. 
Pour tout élément & EL, on introduit le réel suivant : 


D(@=V ANA) . 

Pour un élément a E€ K, Na) = a" et par conséquent 

D (a) = ọ (a). Les propriétés de valuation (B1) et (B2) 

sont faciles à établir pour ®, mais (B3) n’est en 

général pas vérifiée. La complétion de K joue ici un 
rôle important. 

Th. 5 : Si K est complet pour q, alors ® est une 
valeur absolue sur L. ® est le seul prolongement de 
@ sur L aux équivalences près, et L est à son tour 
complet pour ®. 

Si le corps de départ K n’est pas complet, on doit 

procéder autrement. Il suffit alors de chercher des 

extensions simples L = K(0). Dans le cas d’extensions 
multiples, il suffit alors de progresser pas à pas. Soit 

m(X) le polynôme minimal de 0, m(X) est alors 

i éductible sur K, mais se décompose en général sur 

la clôture K, en un produit de facteurs irréductibles de 

la forme m(X) = = fiX): SX). 

On considère alors le corps K,(@,), où 0, est racine de 

A(X). La valeur absolue peut alors être prolongéé de K 

sur K, et par conséquent K,(6,) d’après le th. 5. Le corps 

KO) inclus dans K,(0,) est donc valué, et est d'autre 

part isomorphe à L = K(0). Par cet isomorphisme, on 

peut prolonger la valeur absolue de X(0,) sur L. 

Ces remarques sont valables pour les r facteurs de la 

décomposition de m(X). On obtient ainsi r 

prolongements de sur L non équivalents, et on peut 

montrer que ce sont les seuls. 

Rem. : Un tel prolongement est valable pour les 
valeurs absolues archimédiennes ou non, et peut 
même être étendu aux valeurs absolues 
exponentielles. Le procédé englobe en particulier le 
prolongement bien connu de la valeur absolue 
usuelle de IR à C. 

Diviseurs 
Soit K = Q, L une extension algébrique finie de Q'de 
degré n (p.101) et Z, la fermeture intégrale de Z dans 
L, c.-à-d. lens. des éléments de L qui annulent un 
polynôme de Z [X] dont le coefficient du terme de plus 
haut degré est égal à l'unité. Z, est un sous-anneau du 
corps L contenant Z. Un élément premier dans Z peut 
ne pas être premier dans Z,. Mais la notion d’idéal 
fractionnaire permet de retrouver une propriété de 
décomposition en produit d’idéaux premiers. 
Un idéal fractionnaire J de L par rapport à Z, est un 
sous-module de L (module sur Z, ) pour lequel existe 
d E Z, \ {0} tel que d -J C Z,. Lens. de ces idéaux 
fractionnaires forme un corps commutatif X, les 
opérations étant définies comme pour les idéaux d’un 
anneau (p. 83). 
On considère alors les valeurs absolues ®, (resp. les 
valuations W,) qui prolongent sur L une valeur 
absolue p-adique œ (resp. une valuation wọ) définie 
par un nombre premier p donné. On normalise les 
valuations pour que leur plus petite valeur strictement 
positive soit égale à 1. Le nombre e; tel que 

W, (p) = e; wi(p) est alors appelé ordre relatif de rami- 

fication de W, selon wọ. Le corps des classes résiduelles 

de W, est algébrique, de dimension finie f; sur le corps 
des classes résiduelles de wy; f; est appelé degré 


d'inertie de W, par rapport à wọ. On a n -5 CA HE 
= 


À chaque prolongement normalisé w d'une valuation 
discrète non triviale de Q on associe l'idéal 
Py = {x | wW@)> 0} N Z}. Les pẹ sont les idéaux 
premiers de Z,. Tout idéal fractionnaire J, a sens ci- 
dessus, s'écrit, de façon unique, J = pfw” où 
wE 
W désigne lens. des valuations non triviales normali- 
sées de L et d J) = inf{wE 5 EJ} ; les d, (J) 
sont nuls sauf pour un nombre fini de w et r est égal 
à Z,, unité de À. 
On appelle diviseur de L toute famille D = (d,),ey où 
dy, E w(L\{0}) est nul sauf pour une partie finie de W. 
La décomposition vue correspond à un isomorphisme 
entre À groupe additif des diviseurs (pour (D + D'}(w) 
= D(w) + D'(w)) et le groupe multiplicatif des idéaux 
fractionnaires non nuls de L. 
Un diviseur est dit principal s’il existe & € L tel que, 
pour tout w, d, = w(E). Les diviseurs principaux, qui 
correspondent aux idéaux principaux, constituent un 
sous-groupe H de À. h = card(A/H), appelé nombre de 
classes du corps, est fini. Sa détermination est 
importante en théorie des nombres. 
On peut construire une extension algébrique A de L 
telle que tout diviseur de L soit principal dans A. C’est 
un problème ouvert de savoir si A peut être telle que 
tout diviseur y soit principal. 
Application de la théorie de la valuation 
aux corps quadratiques 


Soit K = Q ct L =Q (vF) avec r € Q un corps dit 
quadratique. Si r=% avec a, b E Z, comme 


Vab =b 4f , Vab est aussi un élément de L. On 
peut donc se restreindre à Pétude des corps Q(vrr) 
avec m E Z, où m ne possède pas de diviseur carré. Le 
polynôme minimal de /m est À? — m. On tire de la 
théorie des restes quadratiques (p. 121) le théorème de 
décomposition suivant (voir aussi fig. B). 
Th. 6 : La décomposition du nombre premier p E Q 
dans le corps quadratique Q(/m ) est, en désignant 


par p l'idéal engendré par p dans Z, : 
p=2am=1(8)=p=p, p, (2 est décomposé). 


p =2^ m=5(8)= p=p (2 est premier). 
p=2a(m=2(4)v m= 3(4) = p=p 
(2 est ramifié). 
pe2ap#ma(r)= 1=p=p,p, 
(p est décomposé). 
P#2ap{mn (p) =- 1 =p =p (p est premier). 


-2 : 
pr2 ap|m=p=p (p est ramifié). 


Rem, 1 : Les notions ici développées se prolongent 
aux valeurs absolues archimédiennes. On donne les 
résultats Suivants, sans pousser plus loin la théorie : 
p=% a m>0= 0 est décomposé. 


p=% a m<0= % est ramifié. 


Rem. 2 : Dans une extension algébrique finie, il y a 
un nombre fini de diviseurs premiers ramifiés. 
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151 153 
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331 333 
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PÉÉFEREECELEETP: 


On barre dans l’ordre les multiples des nombres premiers p = 2, 3, 5 .. 
produit p + p. Le premier nombre non barré qui apparaît ensuite 


15 

45 

75 
105 
135 
165 
195 
225 
255 
285 
315 
345 
375 
405 
435 


14i 
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201 
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261 
291 
321 
351 
381 
ail 
44i 


23 
53 
83 
113 


173 
233 
263 
293 


353 
383 


443 
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29 
59 
89 

u 

149 

179 

209 

239 

7 

329 


359 
389 
419 
449 


en commençant à chaque fois au 


st alors le nombre premier suivant. Pour 


obtenir tous les nombres premiers avant un N donné, il suffit d'effectuer le procédé pour les nombres 


premiers p < 


N . Dans l'exemple ci-dessus, N = 450. I faut aller jusqu’à p = 19. Tous les nombres 


non barrés sont premiers. Pour simplifier, on a fait abstraction dès le début des multiples de 2, ct évité de 


barrer plusicurs fois un même nombre. 
A 


Crible d'ÉRATOSTHENE 


104 


10° 


10? 


x (x ) donne le nombre des nombres 10t 
premiers < x. x (x ) et x / In x sont 
asymptotiquement égaux, c’est-à-dire 

(x) 

lim -= 
Dans cette représentation graphique, on a 
pris des échelles logarithmiques. 
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vex/Inx i 
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10? 


10° 


10* 


Évaluation du nombre des nombres premiers 


Infinité des nombres premiers 

Les développements suivants sont consacrés au 

caractère infini de l’ensemble des nombres premiers de 

l'ensemble N. L'ensemble des nombres premiers sera 

noté P. EUCLIDE avait déjà établi le résultat suivant : 

Th. 1 : L'ensemble des nombres premiers est infini. 
Démonstration : Si on suppose P fini, on peut 
construire le nombre q= 1+ 2 p. q vérifie 


q = 1 (p) pour tout p de P. q ne peut donc pas être 
décomposé en produits d'éléments premiers de P 
(contradiction). 

EULER proposa une autre démonstration. Il partit de 
œ 


D pr"={1-p" in (suites géométriques). Si p 
n=0 
décrit P supposé fini, on à TI (1-p "=> DER 
pEP n=1 
Et comme le membre de droite est divergent quand 
mo, P ne peut pas être fini. De la divergence 
du produit, on tire aussi la divergence de 


pEr P 
Sla $ | anal 
$ que BPO -= 1-p72 
Alors que À, n diverge, À j Hl ps) 


converge pour tout z E C, tel que Rez > 1. La fonction 
ainsi définie est appelée fonction de RIEMANN et notée 
€. Elle est prolongeable à tout le plan complexe par 
une fonction holomorphe, et possède un seul pôle, 
d'ordre 1, en z = 1. Elle s’annule sur tous les entiers 
pairs négatifs et pour une infinité de complexes z tels 
que 0 s Rez s 1. Un nombre infini de ces Zéros ont 1 

pour partie réelle. 2 

La conjecture de RIEMANN selon laquelle tous les 
zéros de & (z) tels que 0 s Rez < 1 vérifient Re z = 5 


n’a encore ni été confirmée ni infirmée, De cette 
conjecture, ainsi que d’autres propriétés de la fonction 
& et de fonctions associées, on peut tirer des résultats 
essentiels concernant la répartition des nombres 
premiers (théorie analytique de la divisibilité). 


Table des nombres premiers 
Pour former une table des nombres premiers, on 
constitue un crible dans lequel les nombres non premiers 
sont rayés les uns à la suite des autres. Le plus vieux 
procédé de ce type connu est le crible d'ERATOSTHENE 
(fig. A). Il est coûteux pour des nombres élevés, et passe 
à côté de bien des simplifications. Il existe aujourd’hui 
des tables des nombres premiers allant jusqu’à N = 5:10". 
Pour des domaines plus importants, on connaît le 
nombre de nombres premiers qu’ils contiennent. On note 
x (x) pour x = 2 le nombre de nombres premiers compris 
entre 2 et x. 
Propriétés de x 
Les nombres premiers se raréfient à mesure que N 
croit. Leur distribution est de plus irrégulière. GAUSS 
ct LEGENDRE énoncèrent le théorème suivant, 
démontré par HADAMARD et DE LA VALLÉE-POUSSIN 
par des moyens analytiques : 
Th. 2 : x (x) peut être approché asymptotiquement 
par x | Inx, c.-à-d. : 


aa TO) Le 
ame Mn 1 (fig. B). 
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Pour apprécier la précision de l’approximation, on a 
besoin des propriétés de la fonction €. 
D'une manière analogue à la démonstration du th. 2, 
on établit : 
Th. 3 : x(x) peut être approché asymptotiquement par 
ex 
dt 
Inz’ 
J2 


Ces deux derniers théorèmes sont particulièrement 

utiles dans l'étude des nombres premiers. Il existe 

d’autres résultats, qui assurent l'existence de nombres 
premiers dans certains intervalles. Par exemple, pour 
tout N >= 2, il existe au moins un nombre premier entre 

N et 2N (BERTRAND, CEBYSEV). Le résultat suivant dû 

à DIRICHLET est important : 

Th. 4 : Soient a et b deux entiers naturels premiers 
entre eux, la suite arithmétique (c,) définie par 
€, = a + nb, n EN,contient une infinité de nombres 
premiers. 

Nombres de FERMAT 


k 
Les nombres F,=2 +I&EIN) sont appelés 
nombres de FERMAT. Les nombres F, qui sont premiers 
jouent un rôle important dans la construction de 
polygones réguliers (p. 115). FERMAT prétendait que 
tous les F, sont premiers. F, = 3, F, = 5, F, = 17, 
F, = 257 et F, = 65 537 sont effectivement premiers, 
mais il n’en est pas de même pour F, avec k = 19, 
ainsi qu'avec bien d’autres valeurs de k. 
Nombres de MERSENNE 
Les nombres M, = 2% - 1 sont appelés nombres de 
MERSENNE. On les rencontre en étudiant les nombres 
parfaits, qui sont somme de leurs diviseurs, par 
exemple 6 = 1 + 2 + 3, Il n'existe sûrement pas de 
nombre parfait impair avant 10%, ni peut-être au-delà. 
Les nombres pairs parfaits sont les nombres de la 
forme 7=M, 2e ,k>l,avecM,E P. 
M, ne peut être premier que si k est premier, car de All, 
on tire M,|M,. Des calculs sur ordinateur montrent 
qu'il existe exactement 28 nombres de MERSENNE 
premiers pour les indices k < 100 000, à savoir k = 2, 
3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 
1 279, 2 203, 2 281, 3 217, 4 253, 4 423, 9 689, 9 941, 
11 213, 19 937, 21 701, 23 208, 44 496, 86 242. 
On connaît d’autres nombres de MERSENNE, par 
exemple pour k = 110 503, 132 049, 216 091. 
Problèmes non résolus de la théorie des 
nombres premiers 
Deux nombres premiers p et q sont dits jumeaux si 
q= p + 2. Comme l'intervalle moyen entre deux 
nombres premiers consécutifs est de longueur 
croissante, les nombres premiers jumeaux sont de plus 
en plus rares, X 5 est d'autre part divergente quand p 


décrit tout l’ensemble des nombres premiers, mais 
converge si on se restreint aux nombres premiers 
jumeaux (BRUN). On ne sait pas s'il y a une infinité de 
nombres premiers jumeaux, Une autre conjecture a été 
émise par GOLDBACH : tout nombre pair > 2 peut 
s'écrire comme la somme de deux nombres premiers. 
Elle n’a encore été ni démontrée, ni réfutée. 
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_non euclidienne 


En se limitant à la géométrie plane, les axiomes indiqués (lettres 
cerclées) et leurs annexes permettent une construction axiomatique. 


Construction de la géométrie 


Méthode axiomatique 

Ce sont les formes et les propriétés de notre univers 
qui ont donné l’impulsion au développement de la 
géométrie. Mais la géométrie n’est devenue une 
discipline proprement mathématique qu'avec 
l'introduction de la méthode axiomatique. EUCLIDE 
chercha en outre à définir explicitement les concepts 
de base tels que point et droite, ainsi : « Un point est 
ce qui ne comporte aucune partie ». Dans les axiomes 
il formula leurs propriétés les plus simples, tirées de 
l'observation, afin d’obtenir ensuite par des 
déductions purement logiques de nouveaux énoncés. 
Mais depuis HILBERT on a renoncé à de telles 
définitions explicites, et dans les systèmes 
axiomatiques modernes on postule des propriétés pour 
certaines relations (l’incidence, le parallélisme, 
l’orthogonalité, etc.) entre les concepts de base que 
l'on ne définit plus : ce que l’on entend par ceux-ci 
relève de l'interprétation du système axiomatique 
(voir le mot modèle p. 17). 


L’axiome de parallélisme 

Cette évolution fut finalement stimulée par la vaine 
tentative, faite pendant des siècles, de ramener 
l’axiome de parallélisme d'EUCLIDE (selon lequel par 
tout point extérieur à une droite on peut mener une et 
une seule parallèle à cette droite) à des axiomes plus 
simples. Son indépendance à pu finalement être 
démontrée par la donnée d’un modèle satisfaisant à 
tous les axiomes sauf à lui (modèle de Klein, p. 133). 
Grâce à quoi la voie fut ouverte au développement de 
nouvelles géométries dites non euclidiennes. 


Géométrie absolue 

Par géométrie absolue au sens étroit du terme on 
entend le système des théorèmes géométriques qui se 
démontrent indépendamment de l’axiome de 
parallélisme et de sa négation. 

Si l’on restreint encore le système axiomatique, on 
obtient un système de théorèmes valables non 
seulement dans le cadre des deux géométries, 
euclidienne et non euclidienne classiques, mais aussi 
dans celui d’autres géométries, importantes dans les 
applications (on dira encore géométrie absolue, bien 
que géométrie absolue au sens large soit plus correct, 
voir p.133). Au contraire, en ajoutant d’autres 
axiomes, on obtient les géométries métrique 
euclidienne et métrique non euclidienne (p. 137), et 
finalement, à côté des géométries euclidiennes, un 
plus grand nombre de géométries non euclidiennes 
(p. 182 sqq.). 


Géométrie projective, groupes de transforma- 
tions 

On peut être amené à plonger certains espaces 
géométriques dans des surespaces géométriques, 
appelés espaces projectifs, que l'on peut définir soit à 
Paide de classes d'équivalence d'éléments usuels, soit à 
Paide d’axiomes particuliers. Dans un espace projectif, 
les éléments sont dits éléments idéaux (p. 143) et l’on 
s'intéresse aux transformations appelées collinéations 
projectives qui transforment les points en points, les 
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droites en droites, les plans en plans, et qui conservent 
l'incidence (p. 141). Les collinéations projectives 
bijectives constituent un groupe, le groupe projectif. 
Par l'étude de ce groupe et de ses sous-groupes, on peut 
obtenir une classification des énoncés géométriques. 
Par exemple, le groupe projectif de l’espace projectif 
prolongeant l’espace euclidien de dimension n 
possède un sous-groupe isomorphe au groupe affine 
réel de dimension n (p. 156 sqq.). Celui-ci contient le 
groupe des similitudes (conservation de l’ortho- 
gonalité), lequel à son tour contient le groupe des 
isométries, qui sont des compositions de réflexions et 
conservent les distances. 

On notera que la construction de la géométrie peut 
également se faire, en sens inverse, en partant du 
groupe des transformations dites coincidantes 
(pp. 150-169). Selon KLEIN, une mission essentielle 
de la géométrie consiste en la détermination de tous 
les invariants de ces groupes et sous-groupes. 


Géométrie analytique 
La géométrie analytique (p. 190 sqq.) définit et étudie 
les figures géométriques au moyen de grandeurs 
numériques et d'équations ; elle apparaît comme le 
fruit d’un cheminement indépendant de la 
construction synthétique de la géométrie, déduite de 
théorèmes en relation avec un système axiomatique. 
Les outils de travail fondamentaux sont ici les 
coordonnées. Le fait que les deux voies aboutissent à 
des résultats comparables provient d’abord de ce que 
tout espace projectif de dimension finie peut se 
concevoir comme un espace de coordonnées sur un 
corps approprié (l introduction des coordonnées 
pouvant se faire de différentes façons). Par ailleurs, il 
est facile de vérifier pour chaque espace de 
coordonnées dans quelle mesure les axiomes d’une 
géométrie donnée sont satisfaits. Selon KLEIN ne sont 
d’ailleurs typiquement de géométrie que les énoncés 
invariants par changement de coordonnées. 
Grâce à la notion de vecteur (p. 190), on obtient une 
représentation algébrique particulière de la géométrie, 
qui peut faire intervenir des propriétés métriques, 
mais qui peut également se passer de coordonnées 
dans une certaine mesure. 
Dans la géométrie analytique réelle ou complexe, une 
large place est occupée par l'étude des courbes et 
surfaces algébriques du second ordre (coniques et 
quadriques), dont invariance par des transformations 
projectives est du plus grand intérêt (pp. 196, 200 sqq.). 
Rem. : En allant plus loin, on aborde l'étude des 
courbes et surfaces algébriques d'ordre supérieur et 
leur invariance par des transformations birationnelles 
(géométrie dite algébrique). 


Géométrie descriptive 

Elle a pour but de représenter graphiquement dans le 
plan euclidien des figures géométriques d'espaces 
euclidiens de dimension trois et plus (p. 174 sqq.). Son 
importance tient à l’aide qu’elle apporte à la 
perception intuitive de l’espace et à ses applications 
possibles dans les domaines de l’art et de la technique. 
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Q<P 


PQ et d n’ont pas de point commun car 
PEa aQ Ea. PR et dont un point 
commun $ car P E @ A R E @. 


La droite d peut ĉtre parcourue, donc orientée, 
de deux façons. 


A B 


Orientation d’une droite 


Division d’un plan en deux demi-plans 


L'axe g étant donné, le plan @ peut être orienté de deux façons. æt, resp. &,, désigne le demi-plan 
positif, resp. négatif, associé à g. Les demi-plans positif et négatif associés à A axe quelconque sont 
alors bien déterminés. Dans la première figure, le demi-plan positif est toujours situé à gauche, et le 
demi-plan négatif à droite. La situation est inversée dans la seconde figure. La seconde figure 
équivaut à la première vue depuis l’autre côté du plan. Le côté positif est caractérisé par un trait rouge 
complété d’un fanion. 


Orientation d’un plan 


Soit deux drapeaux (A, a, &) et (B, a, œ). Par œ et œ on entend le même plan œ muni d’une orientation 
quelconque. 


Pour transformer A en B, on effectue la réflexion d'axe s,, médiatrice du segment AB, L'axe a passant 
par À a pour image laxe a” passant par B. Par la réflexion d’axe la bissectrice s,, a est transformé en 
a” = b (à l'orientation près). Comme les côtés positifs de a” et b ne coïncident pas, on effectue une 
réflexion par rapport à a”. Dans des configurations différentes, moins de trois réflexions peuvent 
suffire à transformer le premier drapeau en le second. 


Image de drapeaux par des réflexions dans un plan 


Géométrie / Concepts géométriques fondamentaux 131 


Analyse intuitive de concepts géométriques 
Dans la méthode axiomatique, les concepts de base de 
la géométrie sont définis implicitement à travers les 
relations existant entre eux. Tandis que le système 
axiomatique de HILBERT pour la géométrie euclidienne 
est univalent (tous les modèles de même dimension 
sont isomorphes), on préfère aujourd’hui proposer des 
systèmes axiomatiques plus simples, pourvus de 
nombreux modèles non isomorphes, comparables aux 
systèmes axiomatiques concernant les groupes, les 
corps, etc. Le fait que la géométrie ventre pas dans le 
cadre de la théorie générale des structures tient à la 
terminologie et aux objectifs particuliers de ses 
axiomes. Au départ, les concepts géométriques sont 
en effet tirés de l'observation, et les résultats de la 
théorie doivent, au moins partiellement, pouvoir 
prétendre à une adaptation expérimentale. 

Une justification des axiomes suppose une analyse 
intuitive des figures planes et spatiales de la géométrie 
usuelle. Les points, droites et plans apparaissent ici 
comme les êtres géométriques les plus simples, les 
droites et plans pouvant être conçus comme ensembles 
de points. L’incidence se révèle être une importante 
relation entre eux. Un point P est incident à une droite 
d lorsque P € d (P est sur d). Une droite d est 
incidente à un plan & lorsque d C a (d est dans a). 
Intuitivement, il est possible de donner un sens de 
parcours à une droite de la géométrie usuelle, et ce de 
deux façons. Lorsque le point P est atteint avant le 
point Q, on écrit P < Q (P est avant Q), et par 
l'orientation opposée on aura Q < P (fig. A). Une 
droite orientée est appelée axe. 

Tout point P de d divise d en deux demi-droites, et on 
peut convenir que P appartient à ces deux demi- 
droites (auquel cas on dit qu’elles sont fermées). Si P 
et Q sont deux points distincts de d, alors deux des 
quatre demi-droites formées ont une intersection de 
plus de deux points : le segment PQ. Les points de PQ 
distincts de P et Q sont situés entre P et Q. Un 
segment orienté est appelé vecteur, et une demi-droite 
orientée un rayon. 

Le complémentaire d’une droite d dans un plan & est 
constitué de deux demi-plans (dits ouverts). Un 
segment PQ du plan, tel que P et Q appartiennent au 
même demi-plan, n’a aucun point commun avec d. En 
revanche, si P et Q sont dans deux demi-plans 
différents (fig. B), le segment PQ rencontre d en un 
point. Si en parcourant un axe dans le sens croissant 
on désigne arbitrairement le demi-plan de gauche 
comme positif, resp. négatif, et celui de droite 
inversement comme négatif, resp. positif, on obtient 
un plan orienté. Pour tout autre axe on peut alors 
préciser celui des deux demi-plans associés qui est 
positif, resp. négatif (fig. C). Un triplet (A, B, C) de 
points non alignés permet également de déterminer 
une orientation, On choisit l'axe défini par A et B avec 
A < B et on décrète arbitrairement positif, resp. 
négatif, le demi-plan dans lequel se touve C. 

De façon similaire, un plan & sépare l’espace en deux 
demi-espaces (dits ouverts s’ils ne rencontrent pas @). 
Si le plan est orienté, l’espace devient espace orienté 
par le choix des demi-espaces positif et négatif (le 


demi-espace positif est par exemple celui pour lequel 
le demi-plan positif de « apparaît à droite de l’axe qui 
a servi à orienter &). On appelle drapeau un triplet 
(A, a, a) composé d’un point À, d’un axe a passant 
par ce point et d’un plan orienté œ contenant cet axe. 
Une réflexion plane (ce sera ici une symétrie 
orthogonale par rapport à une droite d) est une 
bijection du plan sur lui-même ; elle transforme toute 
droite en droite ; la droite d, qu’on appelle ausssi axe 
de la réflexion, est la seule droite invariante point par 
point. Si d et le plan sont orientés, par la réflexion 
d’axe d, d conserve son orientation, tandis que le plan 
change d'orientation. En composant des réflexions on 
obtient des isométries. On peut montrer que deux 
drapeaux quelconques dans le plan sont images l’un 
de l’autre par une isométrie (ex. fig. D). C’est ce que 
certains appellent la mobilité libre. 


Rem. : On peut élargir les concepts de drapeau et de 
réflexion à l’espace. Pour toute réflexion dans 
l’espace (symétrie orthogonale par rapport à un plan 
a) il existe un et un seul plan invariant point par 
point (c’est æ). Toute isométrie plane, resp. spatiale, 
est le produit d’au plus trois réflexions planes, resp. 
quatre réflexions spatiales. 

Une autre notion importante de la géométrie usuelle 
est celle d'angle. Un angle orienté dans un plan 
orienté peut être défini comme un couple ordonné de 
deux demi-droites (les côtés de langle) issues d’un 
même point (le sommet). Pour mesurer un angle on 
utilise Parc orienté du cercle de rayon 1, centré au 
sommet, tracé depuis le premier côté jusqu’au second 
en restant dans le demi-plan positif du premier côté et 
dans le demi-plan négatif du deuxième. On peut 
également considérer une paire non ordonnée de 
demi-droites pour définir un angle non orienté. 
La portion de plan limitée par les côtés de l’angle 
orienté et l’arc précédent est appelée secteur 
angulaire, Lorsqu'on doit comparer ou additionner 
des angles (orientés), il s’agit en fait d'opérations sur 
des classes d'équivalence d’angles : deux angles 
appartiennent à la même classe d'équivalence 
lorsqu'ils sont transformés l’un de l’autre par un 
nombre pair de réflexions (isométrie directe ou 
déplacement). Pour additionner deux classes 
d'équivalence, on choisit des représentants de l’une et 
Pautre tels que le second côté de Pun coïncide avec le 
premier côté de l’autre. Le résultat est indépendant 
d’un tel choix. 
On ne peut ordonner les angles orientés selon leurs 
mesures de façon compatible avec cette addition. En 
revanche, si l’on considère les restes modulo 2x de 
leurs mesures, on peut construire un ordre dit cyclique 
(p. 149) des classes d'équivalence, compatible avec 
l'addition, 
Deux droites distinctes d’un plan sont dites 
orthogonales l'une à l’autre lorsque l’une se conserve 
par la réflexion ayant pour axe l’autre. Elles sont dites 
parallèles si elles n’ont aucun point commun, Par un 
point ne passe qu’une et une seule droite orthogonale, 
resp. parallèle, à une droite donnée ne contenant pas 
ce point. 


132 Géométrie / Géométrie absolue I 


Étant donné trois droites a, b, c, ayant en commun le 
point $, on étudie l’image d’un point quelconque P par 
la composée des réflexions o,, Op, O On choisit d telle 
que ô = æ + B, de sorte que X PSP™ =2(a+B+7y) 


admet d pour bissectrice. ô coïncide avec l'angle entre a 
et b, et de ce fait ne dépend pas du choix de P. On a 
donc 


Le plan est constitué de neuf points P, P» …, P, Les ensembles de 


-gagnen s l 
P, S points suivants, figurés par des lignes, constituent les droites du 
S plan. 
H 
0 ga= {Po Pa Pi}, g5 = (Pa Pa, Pay, 5 ge = (Pa; Pos Po}, 


6 , 


L'orthogonalité entre droites est indiquée sur la figure (vert L bleu ; 

# rouge L beige) . La réflexion par rapport à une droite g; laisse les 

SP, ne Pa ue" Do points de g; invariants et échange les deux points d’une même droite 
OPEL LOGE LS orthogonale à g; , qui ne sont pas Sur g;. 


B 


Modèle de plan métrique avec neuf points et douze droites 


Image d’un « point » P par la réflexion par | 
rapport à la « droite » g. 


G 


Parmi les « droites » du faisceau issu de P, h, et 
h, ont des « points » en commun avec g, tandis 
que hs et h ont des « perpendiculaires » en 
commun, Quant à A, et A, elles n’ont ni « point » 
ni « perpendiculaire » en commun avec g. 


Modèle hyperbolique 


Le plan métrique 
Le point et la droite se présentent ici comme des 
concepts géométriques de base apparaissant dans les 
axiomes où ils sont implicitement définis. Soit IT 
l’ensemble des points, T celui des droites. Les points 
et les droites seront notés par des lettres latines 
majuscules et minuscules respectivement. 

On définit les relations I dans IT x F (incident à), et L 

dans T x T (orthogonale ou perpendiculaire à). Plg 

se lit aussi : P est sur g ou g passe par P. 

Déf. 1 : Une application bijective ø de ITU F sur lui- 
même telle que o[7] = M et ofr] = F est appelée 
collinéation orthogonale lorsqu’elle est compatible 
avec les relations I et L, c’est-à-dire telle que 
PIg = o (P) lo (g) et a Lb= o(a) L o(b). 

Rem. 1 : On utilisera p. 161 le simple mot de 
collinéation lorsque l’appl. bij. o vérifie seulement 
o|] = M, ofl] = Fet la compatibilité avec I. 

Déf. 2 : Par réflexion ©, par rapport à une droite g 
(ou réflexion d’axe g) on entend une collinéation 
orthogonale différente de l'application identité Idu r 
(notée Id en abrégé), qui vérifie o% = 0, o ©, = Id 
(transformation involutive), et qui laisse g invariante 
point par point. 

Déf. 3 : Une transformation composée de réflexions 
est une isométrie. 

Les isométries ne sont pas toutes des réflexions. Les 

isométries forment un groupe appelé groupe des 

isométries. 

Déf, 4 : On appelle plan métrique un ensemble de 
points et de droites tel que : 

(M1) Il existe au moins une droite. Toute droite 
contient au moins trois points. Par deux points 
distincts À et B il passe une et une seule droite 
dr (4, B). 

(M2) Si a est orthogonale à b, alors b est orthogonale 
à a et il existe un point commun et un seul aux deux 
droites. Pour tout point P et toute droite g, il passe 
par P une droite perpendiculaire à g, unique si P est 
sur g. 

(M3) Toute droite est l’axe d’au moins une réflexion. 
La composée de trois réflexions par rapport à trois 
droites ayant en commun un point ou une 
perpendiculaire est une réflexion par rapport à une 
droite (fig. A). 

L'ensemble des théorèmes dérivant de ces définitions 

est appelé géométrie absolue au sens de BACHMANN. 

Rem. 2 : Dans d’autres constructions de la géométrie, 
le concept dit de congruence remplace les concepts 
fondamentaux de réflexion et d’isométrie. 
L'utilisation de ces derniers présente toutefois un 
avantage : les propriétés géométriques ont une 
formulation algébrique particulièrement simple 
grâce au groupe des isométries. 

Rem. 3 : En généralisant les définitions ci-dessus on 
peut définir des espaces géométriques métriques de 
dimension supérieure à celle des plans métriques. 

Modèles 

a) Les axiomes ont été formulés de telle façon qu’ils 

s’accommodent de la représentation habituelle 

intuitive des points et des droites. Pour obtenir un 
premier modèle on choisit F = IR x IR. On définit 
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comme droites les ensembles des couples solutions de 
toute équation linéaire à deux inconnues et à coef- 
ficients réels : ax + by = c où a? + b? # 0. Deux droites 
déterminées par a, x + b, y = c, et a, x + b, y = c, sont 
dites orthogonales si a, a, + b, b, = 0. 

b) La figure B présente un modèle ne contenant que 
neuf points et douze droites. 

c) Un troisième modèle, important (modèle de KLEIN, 
plan hyperbolique, p. 182 sqq.), est obtenu en ne 
retenant du plan de la géométrie usuelle que les points 
intérieurs à un cercle fixé comme « points », et les 
portions de droites intérieures au cercle comme 
« droites ». Le point commun, éventuellement à 
l'infini, des tangentes aux deux points d’intersection 
du cercle et d’une sécante est le pôle de cette sécante. 
Deux « droites » seront dites « orthogonales » lorsque 
la sécante contenant l’une passe par le pôle de la 
sécante contenant l’autre (relation symétrique). On 
construit (fig. C,) le « point image » P’ d’un « point » 
P par une réflexion d’axe une « droite » g de pôle G 
en commençant par tracer la « perpendiculaire » à g 
passant par P. Soit $ son intersection avec g. P’ est, 
sur cette « perpendiculaire », le conjugué harmonique 
de P par rapport à G et $, d’où sa construction (voir 
homologie harmonique, p. 141). Dans ce plan 
métrique, par un « point » extérieur à une « droite » g 
passe une infinité de « droites » ne rencontrant pas g, 
une infinité de « droites » ayant une perpendiculaire 
commune avec g. Il existe deux « droites » passant 
par P et deux seulement n’ayant aucun « point » ni 
aucune « perpendiculaire » en commun avec g (fig. ©). 
d) Le plan elliptique (p. 136) est un modèle tout à fait 
différent, dans lequel deux droites se coupent 
toujours, et il est possible que deux droites distinctes 
aient à la fois un point P et une perpendiculaire g en 
commun. Dans ce cas P est appelé pôle de g et g 
droite polaire de P : une droite a au plus un pôle et un 
point au plus une droite polaire. 

I ne faut pas confondre ces notions de pôle et polaire 
avec celles relatives aux coniques, qui viennent d’être 
utilisées dans le modèle hyperbolique. Elles sont en 
relation grâce au concept de polarité projective 
(p. 141). 

Propriétés simples de la géométrie absolue 

Les propriétés exigées dans l’axiome (M3) peuvent 
être précis. 


Th. 1 : Quelle que soit la droite g, il existe une et une 
seule réflexion 0, d'axe g. 

Th. 2: get ses perpendiculaires sont les seules 
droites transformées en elles-mêmes par o, (droites 
invariantes 

Th. 3 : JI existe au moins deux droites g et h 
perpendiculaires et une droite k qui n'est 
perpendiculaire ni à g ni à h, et qui ne passe pas 
par l'intersection de g et h. 

Déf, 5 : La composée de deux réflexions d'axes 
perpendiculaires en P est appelée symétrie op de 
centre P (symétrie centrale). 

Th. 4 : Quel que soit le point P, il existe une et une 
seule symétrie Op de centre P. 
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Oy= 00060 0x 


A RTE —+- CE 


Construction de d par le th. de la perpendiculaire. 


B B —+- (N 


Composition de réflexions 


Théorème des médiatrices 


D 


Théorème 10 


Théorème de l’antiappariement 


Faisceau de droites 
Si l’on compose trois réflexions dont les trois axes ont 
en commun soit un point soit une perpendiculaire, on 
obtient d’après (M3) à nouveau une réflexion par 
rapport à une droite. Il est vrai que dans certains plans 
métriques, on peut construire une réflexion en 
composant trois réflexions dont les axes n’ont en 
commun ni un point ni une perpendiculaire. On 
définit ainsi : 

Déf. 6 : Trois droites a, b et c sont en faisceau lorsqu’il 
existe une droite d telle que o4 = 0,0 O, ° ©. 

Rem. : Si a, b et c sont en faisceau, la propriété reste 
vraie si on permute les trois droites entre elles. 

Déf. 7 : Soit a et c deux droites distinctes : l’ensemble 
des droites b telles que a, b et c soient en faisceau 
est appelé faisceau de droites F(a, ©). 

Dans le cas où a et c ont un point commun P, F (a, c) 

est en général l’ensemble des droites passant par P, et 

P s'appelle centre du faisceau. Dans le cas où a et c 

ont une perpendiculaire commune g, F(a, c) est en 

général l’ensemble des droites orthogonales à g, et g 

s'appelle axe du faisceau. Les faisceaux de droites 

dépourvus de centre ou d’axe sont dits sans support. 

Sur tout faisceau il existe une bijection involutive, 

appelée antiappariement relativement à a et c, 

associant à une droite x du faisceau la droite y telle 

que 0, = 0, 0 0, 0 ©. y est alors dite antiappariée à x 

relativement à a et c, la relation étant symétrique. Si 

le couple de droites (a, c) possède une bissectrice w, 

c.-à-d. que o, (a) = c (ce qui n’est pas toujours le cas 

dans les plans métriques), alors x et y sont disposées 

symétriquement par rapport à w. 

Pour voir si trois droites sont en faisceau, le théorème 

suivant fournit un critère important : 

Th. 5 (théorème des perpendiculaires de HJELMSLEV) : 
Soit a, b et c trois droites en faisceau, telles que 
0,0 O, 0 O, = Op, soit a' orthogonale à a au point 
A, c' orthogonale à c au point C, avec C # À : alors 
a’, b et c' sont en faisceau si, et seulement si, la 
droite v passant par A et C'est orthogonale à d. 

Ce théorème fournit en outre éventuellement un 

procédé de construction de d, axe de la réflexion 

O1 = 0,0 0,0 O, à partir de trois droites concourantes 

a, b, c (fig. A). 


Théorèmes relatifs aux triangles et trilatères 


Par triangle on entend une figure constituée de trois 
points non alignés, appelés sommets du triangle (les 
droites qui les joignent sont les côtés du triangle), 
tandis que par trilatère on entend une figure 
composée de trois droites ne formant pas un faisceau. 
On peut aborder maintenant un ensemble de 
théorèmes classiques concernant les triangles et 
trilatères, que la géométrie usuelle démontre à l’aide 
de propriétés qui lui sont propres. 
Th. 6 (théorème des médiatrices) : Soit le triangle 
de sommets A, B, C, et soit m, m; des droites telles 
que On, (C) = B, On, (B) = A. Il existe alors une 
droite m, telle que 0, (C) = A et m, my m; sont en 
faisceau. ; 
Démonstration : Soit a, b, c les trois côtés du triangle 


Géométrie / Géométrie absolue IE 135 


(fig. B), M, le point commun de a et de m, M, celui 
de c et de m, Soit v une droite passant par B et 
perpendiculaire à la droite joignant M, et M, : alors 
d’après le th. 5, la droite v’ antiappariée à v 
relativement à a et c forme un faisceau avec m, et 
m,. Soit m, antiappariée à v’ relativement à m, et 
ma, alors On, = On, © Oy © Op, et par suite 
On, (C) = On, 2 O'y © On, (C) = On, © Oy (B) = On, B) =A 

De façon similaire, on démontre les théorèmes suivants : 

Th. 7 (théorème des bissectrices) : Soit le trilatère 
de côtés a, b, c, et soit w, et w, deux droites telles que 
O4, (c) = b, o, (b) = a. Alors il existe une droite w, 
formant un faisceau avec w, et w,, ainsi qu'avec a 
etc, et telle que o, (c) =a (fig. C,). 

Th. 8 (théorème des hauteurs) : Soit un trilatère de 
côtés a, b, c, et soit h, ha h, trois droites telles que 
h, La, h, Lb, h, Lc. Sia, b, h, puis a, h>, c et hy 
b, c forment trois faisceaux, alors hy, hy h, sont 
aussi en faisceau (fig. C>). 

Th. 9 (théorème des médianes) : Soit le triangle de 
sommets À, B, C, tels que Oy, (C) =B, ou, (B) =A. 
Soit de plus s, là droite passant par A et M, s, la 
droite passant par C et M, Si s, est une droite 
passant par B et en faisceau avec s, et sy alors il 
existe un point M, incident à s, et vérifiant Oy, (C) = A 

(fig. C3). $ 

À propos des droites antiapparićes dans un trilatère, 

on peut énoncer le théorème : 

Th. 10 : Soit a, b, c, a, b’ c a”, b”, c” des droites 
telles que a” (resp. b’, c’) soit antiappariée à a” 
(resp. b”, c”) relativement à b et c (resp. a et c, a et 
b). Si a’, b’ c' sont en faisceau, il en va de même 
pour a”, b", c” (fig. D). 

Le théorème suivant, dit de HESSENBERG, est utile à la 

démonstration de nombreux résultats de la géométrie 

absolue : 

Th. 11 (théorème de l’antiappariement) : Soit un 
trilatère de côtés a, b, c et trois droites en faisceau 
a’, b’, c' telles que a’, b, c soient en faisceau, ainsi 
que a, b, c et a, b, c’. Si a”, b”, c” sont trois droites 
antiappariées resp. à a’, b’, c’, pour un même 
antiappariement, alors toute droite g en faisceau 
avec a, a” et b, b” sera en faisceau avec c, c” (fig. E). 

Rem. : On peut considérer les symétries centrales et 
les réflexions par rapport à des droites dans un 
espace métrique comme des points et droites d’un 
nouvel espace métrique, et ce en posant : 

Op 10, <> (Op 0 O}? = Id (c.-à-d. Op 0 o, est invo- 
lutive), o, L o, & (0,0 a) = Id (c.-à-d. 0, 0 0, est 
involutive), et en définissant la réflexion par rapport 
à o, de la façon suivante : 

Op 0,0 Opo Op Ct Or? 0,0 Oh O Op 
L'application bijective associant op à P et o, à g 
permet l'identification des symétries centrales 
(resp. des réflexions) avec les points (resp. les 
droites). Les compositions de symétries centrales et 
de réflexions s’écrivent dès lors comme des 
produits d’éléments de l’espace métrique. On 
obtient ainsi une formalisation élégante, permettant 
une écriture condensée des théorèmes et de leurs 
démonstrations. 
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On appelle « point » sur la sphère tout ensemble de deux points 
diamétralement opposés, et « droite » tout grand cercle. À partir 
des notions élémentaires d’orthogonalité et de réflexion, on 
obtient un modèle de plan métrique où il existe des trilatères 
polaires, c.-à-d. des figures composées de trois « droites » 
orthogonales deux à deux. C’est le cas ci-contre pour la figure 


ayant pour « sommets » À = (4, A} „B= {B $ B) „C= {C, C) : 
Pour ce qui est des « réflexions » par rapport aux « droites » a, b, c, 


il est évident que ©, o 0, o ©, = Id. Les images de P = {P, P) 
sont explicitées comme exemple. 


Remarques : 
C P entraîne (1R et C). 


Classification des plans métriques 


hyperbolique 
semi-hyperbolique 


(mC et H) entraîne = R. = H entraîne 1 C. 
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Axiome du rectangle 

Pour aboutir à une classification des plans métriques, 

il faut considérer de nouveaux axiomes,. 

Axiome du rectangle (R) : Il existe deux droites 
distinctes, ayant en commun deux perpendiculaires 
distinctes. 

Rem. : La figure formée de telles droites est appelée 
rectangle . 

L’axiome ~ R, négation de R, signifie que toute paire 

de droites distinctes a au plus une perpendiculaire 

commune. 

Déf. 1 : Un plan métrique vérifiant R est dit métrique 
euclidien. S'il vérifie ~ R, il est dit métrique non 
euclidien. | 

On démontre alors le th. suivant : 

Th. 1 : Dans un plan métrique euclidien, deux droites 
ayant une perpendiculaire commune ont toutes 
leurs perpendiculaires communes. 

Dans un quadrilatère ayant trois de ses angles droits, 

le quatrième angle est également droit. 

Déf. 2 : Deux droites a et b d’un plan métrique 
euclidien ayant une perpendiculaire commune sont 
dites parallèles, ce que l’on notera : a L b (ou a || b). 

Grâce au concept de parallélisme, on peut maintenant 

définir la translation comme un déplacement particulier. 

Déf. 3 : Si a L b, la composition o, o o, est appelée 
translation. 

Les translations forment un sous-groupe normal 

commutatif du groupe des déplacements. 

En ce qui concerne les symétries centrales, on a le th. 

suivant : 

Th.2 : Dans un plan métrique euclidien, la 
composition de trois symétries centrales est encore 
une symétrie centrale : étant donnés trois points A, 
B, C, il existe D tel que Ogo Op 0 ©, = Op (fig. A). 

Démonstration : Soit g et g’ deux droites orthogonales 
quelconques, a, b, c resp. a’ b'c’ les 
perpendiculaires à g’ resp. g passant par À, B, C. 
D’après le th. 1, toute droite du faisceau (de 
perpendiculaires) contenant a, b, c, g est 
orthogonale à toute droite du faisceau dont a’, b! €’, 
g’ font partie. On a par ailleurs : 

O, ° Oy = Op 0,0 Oy = Op O, 0 Op = Oc. De plus les 
deux faisceaux contiennent deux droites d et d’ 
telles que 0, o 6,0 0, = Og et Oy o Op o Oy = Op. 
Mais comme des réflexions par rapport à des 
droites perpendiculaires commutent : 

Oc © Op © Oh = 0; 0 O,:0 Op © OyO O, 0 Oy 

= 0; 0 Op © 0, 0 O0 Oy 0 Oy 

= 04° Oy = Op. 

D’où D est le point d’intersection de d et d’. 

Dans la fig. A, on a construit l’image d’un point P 

quelconque par oç o Op o O4. Si, comme sur la figure, 

A, B, C ne sont pas alignés, alors D est le quatrième 

sommet du parallélogramme (A, B, C, D) tel que B et 

D soient opposés. 


Axiome de connexion 
Habituellement on conçoit deux droites parallèles 
dans un plan comme deux droites non concourantes, 


ce qui ne concorde pas tout à fait avec la notion de 
parallélisme donnée dans la déf. 2. Il existe des plans 
R a euclidiens où par un point extérieur à une 
droite g il passe plusieurs droites ne coupant pas g. 
Mais une unique droite parmi ces dernières est 
parallèle à g au sens de la déf. 2. On dira de deux 
droites qui n’ont ni un point ni une perpendiculaire en 
commun qu’elles sont non connectables. Si on veut 
écarter une telle situation, il faut introduire un nouvel 
axiome. 

Axiome de connexion (C) : Deux droites ont toujours 
un point ou une perpendiculaire en commun. 

Déf. 4 : Un plan métrique euclidien où C est vérifié 
est dit plan euclidien. Si - C est vérifié, le plan est 
dit semi-euclidien. 

Malgré ce dernier critère, il existe une infinité de 

plans métriques euclidiens non isomorphes, parmi 

lesquels les divers plans métriques comportant un 
nombre fini de points. 


Axiome du trilatère polaire 

L’axiome C permet de mieux préciser les plans 

métriques non euclidiens. Si C est vérifié, il peut 

arriver qu’un triangle ait ses trois angles droits (fig. B). 

Axiome du trilatère polaire (P) : Il existe trois droites 
a, b, c, orthogonales deux à deux. 

Rem. : a, b, c sont deux à deux orthogonales si, et 
seulement si, ©, o 0, o o, = Id. Alors la symétrie 
centrale o, o 0, = 0, est aussi une réflexion par 
rapport à une droite. En fait, dans les plans 
métriques où P est vérifié, toute symétrie centrale est 
également une réflexion, et C et = R sont valides. 

Déf. 5 : Un plan métrique où P est vérifié est dit 
elliptique. Si - R, C et - P sont vérifiés, le plan est 
dit semi-elliptique. (D'autres propriétés des plans 
elliptiques sont développées p. 187.) 


Axiome hyperbolique 

Il reste à étudier le cas des plans métriques non 
euclidiens où = C est vérifié, c.-à-d. qu’il existe des 
droites non connectables. 

Soit dans ces conditions deux telles droites g et a. Si 
la droite À passant par P E a est perpendiculaire à g, 
alors o, (a) » a et les deux droites o, (a) et g sont non 
connectables. Or on ne peut déduire des axiomes 
précédents qu’il n’existe pas plus de deux droites 
passant par P et non connectables à g, d’où la 
nécessité de l’axiome suivant : 

Axiome hyperbolique (H) : Par un point il passe au plus 
deux droites non connectables à une droite donnée. 
Déf. 6 : Un plan métrique où ~ C et H sont vérifiés 

est dit Ayperbolique. 
Rem. : De - C et H on tire - R. 
(D’autres propriétés des plans hyperboliques sont 
développées p. 183.) ` 


Classification des plans métriques 
Grâce aux axiomes R, C, P et à leurs négations, on 
peut classer les plans métriques (tab. C). 
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MT —+ CN | C, SE + ME 


Ci 


Théorèmes de DESARGUES et PAPPUS-PASCAL (version projective) 


Plans affines 
De nombreux théorèmes de géométrie, en particulier de 
la géométrie euclidienne, traitent exclusivement de 
l'incidence de points et de droites. On peut énoncer ces 
théorèmes sans faire appel aux notions d’orthogonalité 
et de réflexion, en adaptant le système axiomatique en 
conséquence. On peut ainsi remplacer le concept de 
plan métrique par un autre concept de plan : 

Déf. 1 : On appelle plan affine d'incidence tout 
ensemble de points et de droites qui vérifie : 

(A1) Pour toute paire de points distincts A et B, il 
existe une et une seule droite g incidente à A et B. 
(A2) Pour toute droite g il existe au moins un point À 

qui ne lui est pas incident. 

(A3) Étant donné une droite g et un point P non 
incident à g, il existe une et une seule droite 4 qui 
soit incidente à P et qui n’ait pas de point commun 
avec g (h est la parallèle à g passant par P). 

Afin d'introduire des coordonnées, il est important de 

considérer les axiomes suivants, que l’on appelle 

théorèmes de fermeture et qui ne sont pas 
nécessairement vérifiés dans un plan affine 
d'incidence quelconque. 

(A4) Th. de DESARGUES (version affine) : Soit trois 
droites distinctes g, 8, g, concourantes en O ou 
parallèles, et les points P, et Q, de g, P, et Q, de 
8» P, et Q, de gy tous distincts de O ; si les droites 
dr (P, P,) et dr (Q, Q) sont parallèles, ainsi que 
dr (P, P,) et dr (Q, Q), alors dr (P, P,) et 
dr (Q, Q,) sont aussi parallèles (fig. A). 

(A4) Th. de PAPPUS-PASCAL (version affine) : Soit 
deux droites distinctes g et h, et les points P, Py Ps 
sur g, et Py Pi Pesur h ; si les droites dr (P,, P,) et 
dr (Ps PA) sont parallèles, ainsi que dr (P, P) et 
dr (Ps P3), alors dr (P, P) et dr (P, P,) sont aussi 
parallèles (fig. A,). 

Si, dans les configurations des théorèmes de 

DESARGUES, resp. PAPPUS-PASCAL, les droites en noir 

des fig. A; et A, sont parallèles, on obtient les petits 

théorèmes de DESARGUES, resp. PAPPUS-PASCAL (fig. B). 

HESSENBERG a montré que le théorème de Parpus- 

PASCAL entraîne celui de DESARGUES. La réciproque 

est fausse : il existe des plans affines d'incidence 

vérifiant le seul théorème de DESARGUES. 

Déf. 2 : On appelle plan affine un plan affine 
d'incidence qui vérifie (A4). 

Rem. : Dans le cas ou le théorème de DESARGUES est 
vérifié, on parle de plan d'incidence arguésien. 


Plans projectifs 

Dans la géométrie affine, la distinction faite entre 
droites sécantes et parallèles est gênante. Par une 
complétion appropriée de l’ensemble des points et 
droites on peut faire en sorte que deux droites aient 
toujours un point commun, On considère tout faisceau 
de droites parallèles comme un point impropre incident 
à toutes les droites du faisceau. L'ensemble des points 
impropres est appelé droite impropre. Toute droite du 
plan affine (complété) possède un point impropre et un 
seul. Deux droites du plan affine parallèles ont en 
commun un point unique, leur point impropre. 
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Un plan affine ainsi complété est dit projectif au sens 

de la définition suivante : 

Déf. 3 : Un ensemble de points et de droites est 
appelé plan projectif d'incidence lorsqu'il vérifie : 
(P1) Pour toute paire de points distincts A et B, il 
existe une et une seule droite g incidente à À et B. 
(P2) Pour toute paire de droites distinctes g et h il 

existe un et un seul point À incident à g et A. 

(P3) Il existe quatre points dont trois quelconques ne 
sont pas incidents à une même droite. 

En remplaçant les paires de côtés parallèles par des 

paires de côtés dont les intersections sont colinéaires, 

c.-à-d. sur une même droite (on dit aussi alignées), on 

peut énoncer les équivalents dans le plan projectif des 

théorèmes de fermeture affines. 

(P4') Théorème de DESARGUES (version projective) : 
Soit trois droites distinctes g, 8, g, concourantes 
en O, et les points P, et Q, de g, P, et Q, de g, P} 
et Q, de g, tous distincts de O; alors les points 
d'intersection des droites dr (P, P.) et dr (Q, Q)), 
dr (P, P,) et dr (Q, Q,), dr (P, P.) et dr (Q, Q) 
sont colinéaires (fig. C;). 

(P4) Théorème de PAPPUS-PASCAL (version 
projective) : Soit deux droites distinctes g et h, et 
les points P, Py P; sur g, et P, P, P, sur h : alors 
les points d'intersection des droites dr (P, P,) et 
dr (P P,), dr (Ps P) et dr (Py P,), dr (Py P,) et 
dr (P, Pà) sont colinéaires (fig. C). 

Déf. 4 : On appelle plan projectif un plan projectif 
d'incidence qui vérifie (P4). 

Rem. : Les axiomes (A5) et (P5) sont donnés p. 145. 
On vient de voir comment on peut compléter un plan 
affine (d'incidence) pour en faire un plan projectif 
(d'incidence) en introduisant un nouvelle droite et en 
ajoutant un point à chaque droite. Réciproquement, il 
est possible de construire un plan affine (d'incidence) 
en soustrayant à un plan projectif (d'incidence) une 
droite quelconque et tous les points qui lui sont 
incidents. 
Ces deux systèmes axiomatiques conduisent à des 
structures géométriques essentiellement identiques. 
Un grand avantage du système projectif est la dualité 
de ses axiomès. De fait, en échangeant les concepts de 
droite et de point, on obtient un système axiomatique 
équivalent, Dès lors, si l’on effectue cet échange dans 
l'énoncé d’un théorème de la géométrie projective 
plane, on obtient un nouveau théorème de cette même 
géométrie. 


Relation avec le plan métrique 

Il existe une relation simple entre les types de plans 

métriques définis à la p. 137 et les plans affines et 

projectifs. 

(1) Un plan euclidien est toujours affine. Il peut être 
complété en un plan projectif en suivant le procédé 
exposé ci-dessus. 

(2) Un plan elliptique est toujours projectif. 

(3) Un plan hyperbolique n'est ni affine ni projectif. 

On verra à la p. 143 comment on peut plonger un plan 

métrique dans un plan projectif. 
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On donne une droite a et trois de ses points 
A, A» A, ainsi qu’une droite b et trois 
de ses points B, B», B3. 

On cherche une transformation projective 
x telle que 
n(A)=B,  iE{1,2,3}. 

x s'obtient en composant deux perspectives 

de centres respectifs Z, et Z3. 


Homologie (Z É a) 
Zı>Z; ama; 


C; A > Bi; gi > C2 


Élation (Z € a) 
Z> Z; aa 


Ai Bi; gio 


harmonique (x° = Id) 
ZZ; aiwa; Z¢a 


Collinéations perspectives 


Transformations projectives de configurations 

unidimensionnelles 

Dans les plans projectifs, il existe des transformations 

particulièrement importantes où interviennent 

largement les configurations unidimensionnelles, 

c.-à-d. les ensembles de points incidents à une même 

droite (division rectiligne), et les ensembles de droites 

incidentes à un même point (faisceaux de droites). On 
aborde en premier les transformations entre configu- 
rations unidimensionnelles. 

Déf. 1 : Une bijection entre une division rectiligne et 
un faisceau de droites telle qu’un point et sa droite 
image soient incidents Pun à Pautre est une 
perspective. La bijection inverse est de même une 
perspective (fig. A). 

Une composition de perspectives point —> droite —> 

point, resp. droite — point —> droite est également 

une perspective. Dans le premier cas, si les supports 
des deux divisions rectilignes sont distincts, deux 
points homologues sont alignés avec un point fixe, 
appelé centre de la perspective (fig. A;). Dans le 
second cas, si les centres des deux faisceaux sont 

distincts, deux droites homologues sont incidentes à 

un même point d’une droite fixe, appelée axe de la 

perspective (fig. A3). 

Déf. 2 : On appelle transformation projective une 
composition de perspectives. 

L'importance de ce concept est illustrée par le 

théorème suivant, appelé théorème fondamental de la 

géométrie projective. 

Th. 1 : J existe une et une seule transformation 
projective d'une division rectiligne en elle-même ou 
en une autre division rectiligne, transformant trois 
points donnés deux à deux distincts en trois points 
donnés deux à deux distincts. 


Collinéations 


Après les transformations relatives à des configurations 

unidimensionnelles d’un plan projectif, on considère 

les transformations du plan projectif en lui-même. 

Déf. 3 : TI et T désignant resp. Pens. des points et 
l'ens. des droites d’un plan projectif, une 
collinéation de celui-ci est une transformation qui 
applique bijectivement J7 sur T et F sur T, en 
conservant l'incidence. 

Déf. 4 : Une collinéation est dite collinéation 
perspective s’il existe une droite (l'axe) invariante 
point par point, et un faisceau de droites 
(concourantes en le centre de la collinéation 
perspective) globalement invariantes. 

Th. 2 : Dans un plan projectif, l'ensemble des 
collinéations perspectives de centre Z et d'axe a est 
un groupe commutatif pour la loi de composition. 

Le théorème de PAPPUS-PASCAL est essentiel à la 

démonstration du th. 2, qui n’est pas vrai dans tout 

plan projectif d'incidence. 

Déf. 5 : Une collinéation perspective est appelée 
homologie si son axe et son centre ne sont pas 
incidents, et élation dans le cas contraire, 

Si x est une collinéation perspective de centre Z et 

d’axe a, alors pour tout point P et toute droite g on a les 
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propriétés suivantes : Z, P, x (P) sont colinéaires et 

a, g, x (g) sont concourantes. Si P, Q et Z sont trois 

points alignés deux à deux distincts, avec P et Q non 

incidents à a, alors il existe une et une seule collinéation 
perspective de centre Z et d’axe a qui transforme P en 

Q. Si cette transformation est involutive, il s’agit d’une 

homologie harmonique et l’on dit que la paire de points 

(P, Q) est en division harmonique relativement à la 

paire (Z, A), où A = a N dr (Z, P). 

Déf. 6 : On appelle collinéation projective (cf. p. 129), 
ou homographie, une composition de collinéations 
perspectives. 

La restriction d’une collinéation projective à toute 

configuration unidimensionnelle est une transfor- 

mation projective. 

Une collinéation qui transforme projectivement une 

division rectiligne, agit alors de même sur toute 

division rectiligne, et c’est une collinéation projective. 

Étant donnés deux quadrangles, il existe une 

collinéation projective qui transforme l’un en l’autre. 


Corrélations 


Déf. 7 : IT et T désignant resp. l’ensemble des points 
et l’ensemble des droites d’un plan projectif, une 
corrélation de celui-ci est une transformation qui 
applique bijectivement I sur F et F sur IT, en 
conservant l’incidence. 

Déf. 8 : Une corrélation est dite projective si sa 
restriction à toute configuration unidimensionnelle 
est une transformation projective. 

Une corrélation qui transforme projectivement une 
division rectiligne est alors projective. Les 
corrélations involutives, appelées polarités, jouent un 
rôle important dans l’étude des relations entre plans 
métriques et projectifs. Un point et sa droite image 
sont appelés resp. pôle et polaire. 
Deux points sont dits conjugués si chacun est incident 
à la polaire de l’autre. Deux droites sont dites 
conjuguées si chacune passe par le pôle de l’autre. Un 
point est dit autoconjugué s’il est incident à sa propre 
polaire ; une droite est dite autoconjuguée si elle passe 
par son propre pôle. Lorsqu'une polarité présente des 
points autoconjugués, elle est dite Ayperbolique, et 
lorsqu'elle n’en présente aucun, elle est dite 
elliptique. 

Des exemples de polarité hyperbolique sont donnés 

par les pôles et polaires relatifs à une conique 

(p. 197) ; les pôles et polaires décrits dans le modèle 

elliptique (p. 133) fournissent un exemple de polarité 

elliptique. 

On peut définir dans le plan projectif muni d’une 

polarité une relation d’orthogonalité : deux droites 

sont dites orthogonales si elles sont conjuguées. Cette 
condition s'exprime par ex. à l’aide d’une forme 
quadratique (p. 145), après avoir introduit des 

coordonnnées (p. 143). 

Rem. : On peut élargir à des espaces de dimension 
trois la recherche de collinéations et également de 
corrélations, qui transformeraient alors des points 
en plans, des plans en points, et des droites en 
droites. 
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u(P)=P° 

u(0)=Q 

u(8)=8 

g et g' se coupent en 
L, pied de la perpen- 
diculaire à g issue de 
0. 


P et Q sont donnés sur g. 

On cherche P + Q. 

On trace dr (E’, P), puis les parallèles resp. à 
g, g', dr (E', P) de mêmes couleurs. 


Addition de deux points dans un plan affine 


P et Q sont donnés. 

On cherche P + Q. 

On trace dr (E', E) et dr (E”, P), puis leurs 
C parallèles resp. bleue et rouge. 


Si le théorème de PAPPUS-PASCAL est vérifié, 
la ligne brisée se referme, de sorte que 
D P:0=0-P 


Multiplication de deux points dans un plan affine 


Commutativité de la multiplication et théorème de 


E 


PAPPUS-PASCAL 


| 


D'après le petit théorème de DESARGUES, / a 
|F pour équation x + by = c. 


| 


Coordonnées dans un plan affine 


Equation d'une droite 
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Rotations et demi-rotations 
On a vu (p. 139) que tout plan affine pouvait être 
plongé dans un plan projectif, On peut également 
envisager de plonger un plan métrique M dans un plan 
projectif. L'opération, étudiée principalement par 
HJEMSLEV et BACHMANN, n’est pas simple. On peut en 
donner une idée en supposant la condition suivante 
(C) remplie par M : par un point on peut mener une et 
une seule perpendiculaire à une droite. 
Déf.1 : On appelle rotation de centre O la composition 
de deux réflexions d’axes concourants en O. 
Déf, 2 : Soit ô une rotation non involutive de centre 
O. Pour tout couple (P, P= ô (P)) on pose : 
P’ = pied de la perpendiculaire issue de O à 
dt (P; P') SiP aP, PsP si P= P 
L'application P — P° est injective de JI dans II et 
conserve l'alignement. On peut alors définir y de ITU T 
dans ITU T par y (P) = Pet u (dr (P, Q)) = dr (P*, Q°): 
H, également injective, s’appelle la demi-rotation (de 
centre O) associée à ô (fig. A). 
Plan idéal d’un plan métrique 
Un faisceau de droites est dit A-central s’il est 
engendré par les droites passant par le point fixe A 
(centre du faisceau). Un faisceau de droites est dit d- 
perpendiculaire s’il est engendré par les droites 
orthogonales à la droite fixe d (dite droite de base), 
L'image d’un faisceau central par une demi-rotation 
est un faisceau central, Soit O une point fixe. Tout 
faisceau d-perpendiculaire tel que O E d est 
transformé par une demi-rotation de centre O en un 
faisceau de même nature. 
Pour tout faisceau que l’on ne peut identifier à un faisceau 
d-perpendiculaire tel que O € d, il existe une demi- 
rotation de centre O qui le transforme en un faisceau 
central. On appelle point idéal tout faisceau de droites. 
Un point idéal est dit propre s’il désigne un faisceau 
central, À une droite a on associe l’ensemble des points 
idéaux auxquels elle appartient : cet ensemble s'appelle 
une droite idéale propre. Un ensemble a’ de points 
idéaux s'appelle une droite idéale s’il existe une demi- 
rotation y de centre O telle que x (a”) soit idéale propre. 
Enfin on convient de dire que l’ensemble des points 
idéaux définis par les faisceaux d-perpendiculaires tels 
que O € d est une droite idéale, Dans ces conditions, il y 
a bijection d’une part entre l’ensemble des points idéaux 
propres et l’ensemble P des points du plan M, d'autre part 
entre l’ensemble des droites idéales propres et l’ensemble 
F des droites de M. Comme on peut montrer que 
l'ensemble des points idéaux et droites idéales a une 
structure de plan projectif, on en conclut assez facilement 
qu'on peut immerger M dans un plan projectif. Ce 
plongement est en fait indépendant du choix de O. 
Le cas général est plus compliqué. S’il fait toujours 
intervenir la notion de demi-rotation (adaptée), il 
exige une exploitation approfondie de la technique 
indiquée en fin de p. 135, pour laquelle certains 
axiomes sont nécessaires. 
Coordonnées dans les plans affines 
À partir de tout corps commutatif K on peut construire un 
plan affine, appelé plan des coordonnées, dont les points 
sont les éléments de K x K, et les droites les ensembles 
des points solutions des équations du premier degré à 
deux inconnues. Réciproquement, on peut concevoir 


tout plan affine comme un plan des coordonnées sur un 
corps commulatif approprié, ce qui permettra ensuite 
d’en faire de même pour tout plan projectif, Du fait du 
plongement décrit ci-dessus d'espaces métriques dans 
des espaces projectifs, l'introduction de coordonnées 
dans des espaces métriques est également envisageable. 
Afin d'introduire des coordonnées dans un espace 
affine, on considère trois points non alignés quel- 
conques O, E, E’, définissant les droites g = dr (O, £) 
et g= dr (O, E’). On pose K : = {P | PIg}. On définit 
alors les lois « + » et « » » (fig. B, C), munissant 
(K ; +, *) d’une structure de corps commutatif. 

Pour justifier cette structure, on a essentiellement 
besoin des théorèmes de fermetures de la p. 139. Le 
théorème de DESARGUES suffit pour démontrer la 
structure de corps. Il faut ensuite faire appel au 
théorème de PAPPUS-PASCAL pour justifier la 
commutativité de la loi de multiplication (fig. D). 
O est l'élément absorbant et £ l'élément unité de K. 
L'association d’un couple d'éléments du corps à un 
point du plan affine est illustrée par la fig, E. 

Les coordonnées des points d’une droite 4 vérifient 
une équation du premier degré. En dehors du cas 
trivial où 4 est parallèle à g ou g’ (y ou x constant), la 
construction de la fig. F s'associe à l’équation x + by = c, 
où c est donné par l'intersection de g et h, et b non nul 
par l'intersection de g avec la parallèle à 4 passant par £’. 
Coordonnées dans les plans projectifs 

On peut construire un plan projectif comme plan 
de coordonnées sur un corps K commutatif à partir 
des triplets (ap, 41, 43) # (0, 0, 0) d'éléments de K. 
On effectue une partition de l’ensemble de ces triplets 
en classes d'équivalence pour la relation de 
proportionnalité : [(as, a, a;)] = 

{Go Xp 22) | Ao Xo 22) = (A ay Aa, Am) AAEK\{0}}. 
On définit comme point ou droite chacune de ces 
classes. Les triplets qui représentent des points sont en 
général notés (Xo Xi, X2), ceux représentant des droites 
sont notés (Uo, 43, 42). (Xo, Xi, X2)] et [Ctto tty 3)]] sont 
dits incidents si Xg to + X, U, + X, u = 0, condition qui 
ne dépend pas des représentants. 

On vérifie aisément que l’ensemble ainsi construit 
vérifie les axiomes du plan projectif. Les éléments 
Xm Xi Xz ESP. Uo, Ui, U sont appelés coordonnées 
homogènes du point, resp. de la droite : elles sont 
définies à un facteur multiplicatif près non nul. 
Réciproquement, étant donné un plan projectif, on peut 
lui associer un système de coordonnées à partir de celui 
construit dans le plan affine obtenu en enlevant du plan 
projectif une droite quelconque, appelée g., et tous les 
points qui lui sont incidents (p. 139). À un point de 
coordonnées (x, y) dans le plan affine, on associe un 
triplet (Xo Xy X) de coordonnées homogènes dans le 
plan projectif, avec x, = x * Xy X3 = Y * Xp Xo # 0. 
L'équation d’une droite A distincte de g, s'écrit 

Uo Xo + Uy Xy + 1 X = 0, avec (uy, 1) # (0, 0), OÙ to, ty tz 
sont des coordonnées homogènes de la droite. 
L'équation de g, est x, = O soit (to, ty t) E (1, 0, 0]. 
Tout point de coordonnées (Xo, Xi, X2) incident à g; est 
caractérisé par x = 0. Le point impropre de h, 
intersection de h et de gu, est le point [(0, — u», u)). 
On retrouve bien toutes les classes introduites en 
début de paragraphe. 
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Quadrängle complet 


4 sommets 


3 points diagonaux 


Quadrilatère complet 


A; Les points diagonaux ne sont pas alignés. 


Plan projectif métrique ordinaire 


Les droites ~ 
u, = [(0, 1,0) SS 
u =|(1,- 1, 0), 
v, = |(2, 1,- 1), 
v = [(0, 1,- 1)] 


[(0,0, D] 


[0,1,0] 


n 
NX 
4 


Soit la polarité définie dans le plan projectif de coordonnées 
prises dans IR: 
-10 0 
x= Au, resp. u = Ax,avecA=| 0 1 0 
00 1 


Les points autoconjugués sont sur le cercle unité, d’équation 
DEEN ER 


Étant donné un point P et sa polaire p, toute droite passant 
par P est orthogonale à p. Pour montrer lorthogonalité de 
deux droites, on écrit qu’elles annulent la forme bilinéaire 


Ju, V) =- llo Vo + U; V + vs 


Dans le plan projectif de coordonnées prises dans IR, soit la 
droite g,, = [[(1, 0, 0)], et la transformation projective involutive 
sans point fixe définie sur gù : 
Vis +X J=- 2 X] + Xy 

Alors deux points [[(0, x,, x)] et (0, Yi, y») sont conjugués si 
2x Xi Ya Yi +J = 0. 
Deux droites u = [|(up ty #)] et v = (us, Vi v:)] sont ortho- 
gonales lorsque leurs points communs avec gu, U = [(0, us, -u)] 
et V = [(0, v, — v)] sont conjugués (points de même couleur 
sur le schéma). Cela revient à annuler la forme bilinéaire 

f (U, V) = u, U, + t U + th V + 2th V. 
ga est orthogonale à toutes les droites du plan, donc à elle-même. 
on a f (u, u) = u} + 2u, t +2 u3. 
Si l'on pose 4, = t + tiy, Uz = 1, alors f ( u, u) = 44 +u 3, 


C forment un rectangle (axiome (R), p.137) 


Plan projectif métrique singulier 


Axiome de FANO 

Déf. 1 : Un quadrangle complet est formé de quatre 
points (les sommets) dont trois quelconques ne sont 
pas alignés. Ces sommets définissent deux à deux 
six droites (les côtés). Deux côtés qui n’ont pas de 
sommet en commun sont dits opposés, et leur point 
d’intersection est dit diagonal (il y a donc trois 
points diagonaux) (fig. A). 

Déf. 2 : Par dualité, un quadrilatère complet est formé 
de quatre côtés, dont trois quelconques ne sont pas 
concourants. Ces côtés définissent deux à deux six 
sommets. Deux sommets qui ne sont pas situés sur 
un même côté sont dits opposés et la droite qui les 
joint est une diagonale (il y a donc trois diagonales) 
(fig. A). 

Le plan idéal d’un plan métrique est un plan projectif 

(p. 143) ; il a la propriété suivante, qui n’est pas 

vérifiée dans tout plan projectif : 

(P5) Axiome de Fano : Les points diagonaux d’un 
quadrangle complet ne sont pas alignés. 

Déf. 3 : Un plan projectif vérifiant (P5) est appelé 
plan projectif métrique. 

Rem. : On peut énoncer un axiome équivalent pour 
un quadrilatère complet (dualité) : 

(P5') : Les diagonales d’un quadrilatère complet ne 
sont pas concourantes. 

Adapté à un plan affine, (P5) permet de définir un 

plan affine métrique et d’établir : 

(A5) : Les diagonales d’un parallélogramme se 
coupent. 

Un plan projectif vérifie (P5) si, et seulement si, le 

corps commutatif sur lequel sont définies les 

coordonnées a une caractéristique différente de 2 

(p. 105). Un plan métrique peut donc toujours être 

plongé dans un plan projectif de coordonnées sur un 

corps K de caractéristique différente de 2. 

Plans projectifs métriques ordinaires 

Le concept d’orthogonalité non euclidienne peut être 

introduit dans un plan projectif métrique par la 

relation a L b : <> x (b) la, où x est une polarité 
projective (p. 141). Ce plan est alors appelé plan 
projectif métrique ordinaire. 

Toute homologie harmonique, ayant resp. pour centre 

et axe, non incidents, un pôle et sa polaire par x, 

transforme des droites orthogonales en des droites 

orthogonales. Les compositions de ces trans- 
formations, appelées déplacements du plan projectif 
métrique ordinaire, forment un groupe. 

On peut aisément décrire les collinéations et 

corrélations projectives à l’aide de transformations 

linéaires, en utilisant une formulation matricielle 

(p. 89 sqq.). On appelle vecteurs les matrices colonnes 


Xo on 4 
x= |x|, u= |u, |. Par échange des lignes et des 
2 u, 

colonnes on obtient les matrices transpo 
tx = [xo x; x], 'u = [uo u, ul. La classe [x] des 


0 
vecteurs rx avec r E K \ {0} etx #00: = (5) 

0 
définit un point. La classe [ul] des vecteurs ru avec 
r E K \ {0} et u # o définit une droite. La relation 
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tux = 0 signifie que [fx et [u] sont incidents. 

Les corrélations et collinéations projectives admettent 
comme représentations resp. x = Fu (ou u = F7! x) et 
x' = Ax (ou u' ='A ~! u), les matrices F = (fy) et 
A = (ay) devant nécessairement vérifier det (F) # 0 et 
det (4) # 0. On notera que x, x’, u, u', A, F sont 
connus à un facteur multiplicatif près non nul : une 
corrélation projective, resp. une collinéation 
projective, est en fait associée à [F], resp. [A], comme 
un point, resp. une droite, est associé à [[x], resp. [u]. 
Une polarité x est symétrique, c.-à-d. f, = fy On peut 
lui associer la forme bilinéaire 


2 
f(u, v) ='uFv = vFu = 2 fa Ui Vp avec det (F) » 0. 
ik=0 


Les déplacements définis précédemment relative- 
ment à x laissent invariante la relation f (u, v) = 0 
entre représentants de droites, et donc conservent 
Porthogonalité. 
Si f (u, v) évoque un produit scalaire, la comparaison 
s'arrête au cas f (u, v) = 0 (orthogonalité) puisque la 
valeur de f (u, V) n’est en fait connue qu’à un facteur 
multiplicatif près non nul (elle dépend des représen- 
tants). Quant à la valeur de la forme en u f (u, u), si 
elle s’annule pour u = u, # 0, on dit que u, est 
isotrope : [u,] définit une droite orthogonale à elle- 
même (droite isotrope). 

Si K = R, on peut toujours choisir det (F) > 0, et alors 

le signe de f (u, u) pour une droite non isotrope ne 

dépend que de [ul]. 

Rem. : Par un choix approprié du système de 
coordonnées, la forme bilinéaire peut s’écrire, dans K, 
Lu, D) = Co y Vo + Ci Ui Vy + Co Ci H3 Un, AVEC Co, C4 # O. 

Si x est hyperbolique, il existe des vecteurs non nuls u 
tels que f (u, u) = 0. Il existe donc au moins une droite 
orthogonale à elle-même. Si x est elliptique, f (u, u) = 0 
entraîne u = 0. Il n’y a pas de droite orth. à elle-même. 
Un exemple est donné dans le cas hyperbolique 
(fig. B) ; il s’agit du plan idéal d’un plan hyperbolique 
(modèle de KLEIN, p. 132, fig. C). 
Plans projectifs métriques singuliers 
En se donnant une transf. proj. x involutive et sans point 
fixe sur une droite quelconque ge, on peut construire 
un concept d’orthogonalité dont un cas particulier est 
le concept euclidien. Deux points de g, images Pun de 
l’autre sont dits polaires (ou conjugués), et deux 
droites sont orthogonales si leurs intersections avec 
£a sont deux points polaires (fig. C). Le plan est alors 
appelé plan proj. métrique singulier. 

Les homologies harmoniques, dont le centre Z est sur 

E» et dont l’axe coupe g, au point polaire de Z, 

transforment des droites orthogonales en des droites 

orthogonales. Les compositions de ces transfor- 
mations forment le groupe des « déplacements ». 

Le plan projectif peut être vu ici comme un plan 

affine de coordonnées sur un corps K de carac- 

téristique distincte de 2, auquel on à ajouté la droite 
impropre gẹ. On peut associer à la transformation s la 
forme bilinéaire 


_ + su fu 
f(u, v)= pi fitt; Vp où U = ba et v = Lo 
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En utilisant la condition d’orthogonalité 
U, V, + cu, V, = 0 pour les vecteurs u et V, 
on obtient facilement les coordonnées de 
P = ( X, y ), pied de la perpendiculaire issue 
de P, = (x, yı) à la droite g, passant par 
l’origine, d’équation y = mx : 


xı +emyi MX + Cm 
1+cm? ’ 1+cm? 


P,= ( 1— cm? 


Par la symétrie de centre P, P, est transformé Les coordonnées de P, 


en P, = (x, y2), avec X+cey’ =l. 
_ (L—cm°)x, +2emy, P 
ne e, (s q2) 
1+ cm? 1 + cm? 


2 = (en) D 


2 1+cm? | s'appelle le cercle unité. 


P, est également l’image de P, par la réflexion 
d’axe g. 


Si l'on choisit P, = E (1, 


2m 
1+cm? j’ 


0), alors 
vérifient l’équation 


mek) U {(-1,0) 


Réflexion d’axe passant par l’origine, cercle unité 


« B est (situé) entre À et C » signifie que À, B, C sont trois 
points distincts alignés, et que B est également entre C et À. 
Étant donné deux points distincts A et B, il existe au moins un 
point C tel que B soit entre A et C. 

Soit A, B, C trois points non alignés et g une droite ne passant 
par aucun d'eux. Si g passe par un point situé entre À et B, alors 
g passe aussi par un point situé entre À et C ou B et C 
(théorème de PASH). 


Propriétés de la relation de position selon HILBERT 


Cette forme est symétrique, de det. # 0, et 
f(u, u) = È fx Ui y est une forme quadratique 
iks 1 


définie ( f (u, u) = 0 <> u = 0). On peut réduire f (u, V) 
à la forme f (u, V) = u, U, + € ti, v,, où — c n’est pas un 
carré dans K. 

f(u, u) = 0 équivaut alors à u = 0 = (9) l 
Axiome de la bissectrice 

On peut munir les plans euclidiens définis p. 137 
d’une métrique (p. 145) : deux vecteurs u = P et 


2 

v= | A sont dits orthogonaux s’ils annulent la forme 
bilinéaire u, V, + cu, V», où — c n’est pas un carré dans 
le corps K des coordonnées. c est appelé constante 
d'orthogonalité. Dans de tels plans, un angle, fût-il 
droit, n’admet pas nécessairement de bissectrice. Le 
corps K des coordonnées doit en effet présenter 
certaines propriétés particulières, afin que soit vérifié 
l’axiome suivant (A) relatif aux angles droits et plus 
généralement l’axiome (A) relatif à tout angle : 


(A°) : Pour toute paire de droites orthogonales g et g’, 
il existe une droite h telle que g soit transformée en 
g'par la réflexion d’axe h. 

(A) : Pour toute paire de droites g et g’incidentes à un 
point P il existe une droite A telle que g soit 
transformée en g” par la réflexion d’axe h. 

Ayant muni le plan d’un système orthogonal de 

coordonnées, on considère l’ensemble des points 

obtenus à partir du point (1, 0) par toutes les réflexions 
d’axe passant par l’origine. Cet ensemble, appelé 
cercle unité, est constitué des points de coordonnées 

(x, y) vérifiant l'équation x? + cy? = 1 (fig. A). 

(A`) équivaut alors à ce que le cercle unité rencontre 

l'axe des ordonnées, c.-à-d. que c soit un carré dans 

K. Dans ce cas, on peut se placer dans un nouveau 

système de coordonnées tel que l'intersection du 

cercle unité et de l’axe des ordonnées ait pour 
coordonnées (0, 1), et le cercle unité ait pour équation 

x? + y? = 1. Grâce aux résultats de la p. 145, on en 

déduit que (A') est vérifié si, et seulement si, — 1 n’est 

pas un carré dans K. 

(A) nécessite que toute droite passant par l’origine 

rencontre le cercle unité : quel que soit m E K, 

l'ensemble des solutions de (x? + y? = 1) À (y = mx) ne 

doit pas être vide, c.-à-d. que 1 + m? doit être un carré 
dans K. Alors K est un corps pythagoricien, c.-à-d. que 
toute somme de carrés dans K est elle-même un carré. 

(A) équivaut en fait à ce que K soit pythagoricien. 

Or tout corps pythagoricien peut être ordonné 

(éventuellement de plusieurs façons), ce qui entraîne 

des propriétés intéressantes pour les plans euclidiens 

vérifiant (A). 


Orientation 


Un corps ordonné K de coordonnées étant donné, il 
existe deux relations d'ordre < et deux seulement 
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ordonnant les points d’une droite quelconque g. Celle-ci 
est alors une droite orientée, appelée axe (g, <) (p. 131). 
Un point partage une droite en deux demi-droites. Si sur 
g orientée on a P < Q et Q < R, on dit que Q est entre P 
et R ; cela reste vrai si l’on choisit l’autre ordre sur g. 


Rem. : Cette relation entre trois points d’une droite 
est un concept de base implicitement défini dans la 
construction hilbertienne de la géométrie (fig. B). 

L'orientation des droites permet d’orienter le plan. 

Étant donné un axe (g, <), on peut partager les points 

du plan non incidents à g en deux classes appelées 

demi-plans ouverts. Deux points distincts P et Q 

appartiennent à la même classe si g ne rencontre pas 

la droite (P, Q) entre P et Q. La réunion d’un des demi- 
plans ouverts et de g constitue un demi-plan. On 
désigne arbitrairement l’un des deux demi-plans 
déterminés par g comme positif, et l’autre comme 
négatif ; alors si l’axe (4, <) est l’image de (g, <) par 
une isométrie directe, c.-à-d. par la composition d’un 
nombre pair de réflexions, l’image du demi-plan 
positif (resp. négatif) déterminé par (g, <) est le demi- 
plan positif (resp. négatif) déterminé par (h, <). De 
cette façon tous les axes ont un unique « côté » 
positif et un unique « côté » négatif, et le plan est dit 
orienté. Un plan peut être orienté de deux façons. Le 
triplet constitué d’un point, d’un axe passant par ce 
point et d’un plan orienté contenant cet axe est appelé 
drapeau. Dans les plans euclidiens vérifiant (A), deux 
drapeaux sont toujours images l’un de l’autre par une 
isométrie (mobilité libre, p. 131). 


Rem. : On appelle pavillon l'analogue tridimensionnel 
du drapeau. Deux pavillons sont toujours images 
Pun de Pautre par une isométrie dans l’espace. 


Le plan orienté en tant qu’espace topologique 
L'ensemble des intersections d’un nombre fini de 
demi-plans ouverts constitue une sous-base au sens 
topologique (p. 217), ce qui permet de munir tout plan 
orienté d’une structure topologique appelée topologie 
naturelle. Celle-ci vérifie l’axiome de séparation de 
HAUSDORFF (p. 227). 


Complétion 

Dans la géométrie euclidienne usuelle, le corps des 
coordonnées est le corps des réels R. (R, <) es 
archimédien (p. 57) et complet (p. 61). La propriété 
de complétion peut être postulée géométriquement par 
l’axiome suivant (dit de DEDEKIND) : 


(D) : Si un ensemble de points d’un axe (g, <) est 
majoré, alors il possède un plus petit majorant 
(cf. p. 59). 

On peut montrer que le corps des coordonnées d’un 
plan euclidien vérifiant (A) et (D) possède un ordre 
archimédien et même est isomorphe à IR. On obtient 
ainsi le plan IR?euclidien de la géométrie usuelle, 
dans lequel on peut associer à tout segment [A, B] sa 
longueur AB (p. 50, fig. B), et à tout polygone Paire 
de sa surface (p. 161), longueur et aire étant des 
nombre réels positifs. 
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S3 
B B, 
$ \ A 
S s 
3 
A, F 
1 
B, 
B 
A , A4 
Sa 
Ba 


A 


` Les angles X ASB, X A, S, B, et XA, S, B, appar- 
tiennent à la même classe < ASB pour la relation 
de congruence directe, tandis que X A; S, B, et 
X A, S4 Ba appartiennent à la classe opposée. 
Tous les angles de la figure appartiennent 
cependant à la même classe |< ASB| pour la 
relation de congruence au sens large. 


Angles et classes d’angles 


< (S1 82) + < (S2, 853) = < (S1, 83) 


B 


AN 


D’après les déf. 3 et 4, on a a > f et B + y positive. 
Comme & + y est négative, la relation œ + y > B +y mest 
pas vérifiée. 


Addition et relation d’ordre 


Les trois demi-droites a, b, c issues de sont ordon- 
nées cycliquement par la relation 

Z, = {(a, b, c), (b, c, a), (c, a, b}}. 
Si l’on décrit un cercle centré en § dans le sens inverse 
de celui des aiguilles d’une montre, on rencontre suc- 
cessivement les trois demi-droites dans l’ordre donné 
par Pun des trois triplets de Z}. 
De la même façon, les classes & = < (s, a), P = < (s, b), 
y= < (s, c) sont ordonnées cycliquement grâce à la 
relation 

Z, = {(a, P, Y), (B, y, @), (Y, à P)}. 
(B — a) et (y - P) sont positives et (a — y) est néga- 
tive au sens de la déf. 3. 
Ces relations peuvent être étendues à l’ensemble des 
demi-droites issues de S, resp. à l’ensemble des 
classes d’angles. 


Ordre cyclique 


T 
| 


Angles et mesures d’angles 

On définit d’abord le concept d’angle dans un plan 

euclidien orienté : 

Déf. 1 : s, et s, étant deux demi-droites issues du 
même point $, on appelle angle  (s,, s) le couple 
qu’elles forment. s, et s sont les côtés de l’angle, et 
S en est le sommet. 

Soit À (resp. B) un point de s, (resp. de s,) distincts de 

S ; l’angle précédent se note également X ASB. Un 

angle dont les côtés sont confondus est dit nul. Si ses 

côtés réunis forment une droite, langle est dit plat. 

Dans le but de pouvoir additionner et ordonner les 

angles, on introduit des classes d'équivalence. 

Déf. 2 : Deux ensembles de points M, et M, sont dits 
directement congruents, M, = M, lorsque M, est 
l’image de M, par une isométrie directe ; M, et M, 
sont dits congruents (au sens large), M, = M, 
lorsque M, est l’image de M, par une isométrie. 

Ces deux relations sont des relations d'équivalence 

sur l’ensemble des angles. X ASB étant un angle 

donné, on note < ASB la classe d'équivalence 
associée pour la relation = et |< ASB| la classe 

associée pour la relation = (fig. A). 

Tous les angles nuls appartiennent à la même classe, 

notée 0 ; de même tous les angles plats appartiennent 

à une même classe (x). 

Rem. : Par abus de langage, les classes d’angles sont 
souvent appelées simplement angles. On les 
représente en général par des lettres grecques. 


Addition de classes d’angles 


Afin d’additionner deux classes d'angles æ et B, on 
choisit un représentant de œ, X (S, 5), et un repré- 
sentant de B, X (Sz s3), dont le premier côté est 
confondu avec le deuxième côté de % (s,, s2). Par 
définition licite : 

a+ B= [X (s1 s) + IX (6 591: =X (s s). 
L'ensemble des classes d'angles, muni de cette loi 
d’addition, est un groupe isomorphe au groupe des 
rotations autour d’un point. 


Relation d’ordre sur les classes d'angles 

Un côté s d’un angle peut être complété en une droite, 

orientée de sorte que $ s À pour tout point À sur s. 

Dans un plan orienté, les demi-plans positif et négatif 

déterminés par s sont alors définis de façon unique. 

Déf. 3 : Un angle ni nul ni plat est dit positif (resp. 
négatif), lorsque son deuxième côté se situe dans le 
demi-plan positif (resp. négatif) déterminé par s. Un 
angle plat est positif par convention. 

Cette définition s'étend aux classes d’angles. 

Déf. 4 : Soit deux classes & et f : æ est supérieure à f 
(a> B) si (a - p) est positive. 

Déf, 5 : Un angle X (S, $2) E à est droit lorsque 
d’une part & est positive et d'autre part la classe 
a + a est représentée par un angle plat. X (s,, 32) 
est dit aigu (resp. obtus) lorsque a est inférieure 
(resp. supérieure) à la classe d’un angle droit. 
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La relation < est une relation d’ordre totale sur 
l’ensemble des classes d’angles. Elle n’est 
malheureusement pas compatible avec la relation 
d’addition précédemment définie : de æ > B il ne 
s'ensuit pas nécessairement que & + y > B+ y (fig. B). 
On peut cependant montrer que les classes sont 
cycliquement ordonnées, et que la relation d’ordre 
cyclique est compatible avec l’addition. 


Relation d’ordre cyclique 


Déf. 6 : On dit que l’ensemble M est cycliquement 
ordonné par la relation ternaire Z si celle-ci vérifie 
les axiomes suivants : 


(Z1) Si (a, b, c) E Z alors a, b, c sont deux à deux 
distincts. 


(Z2) Si a, b, c sont deux à deux distincts et (a, b, c) ÉZ, 
alors (c, b, a) E Z. 


(Z3) Si (a, b, c) E Z et (a, c, d) E Z, alors (a, b, d) E Z. 


Étant donné trois éléments a, b, c deux à deux dis- 
tincts de M, parmi les six triplets possibles construits 
avec a, b, c, il en existe exactement trois qui 
appartiennent à Z : il s’agit soit de (a, b, c), (b, c, a), 
(c, a, b), soit de (a, c, b), (c, b, a), (b, a, c) (fig. C). 
Dans l’ensemble des classes d’angles, on construit la 
relation Z : (a, B, y) E Z si deux au moins parmi les 
trois classes ($ — a), (y — P), (a — y) sont positives. 
Z définit une relation d'ordre cyclique. Elle est 
compatible avec l'addition : (a, B, y) E Z entraîne 
(a + ô, B + ô, y + 8) EZ. 

La relation d'ordre définie dans la section précédente 
peut être redéfinie ainsi : a < B <> (0, a, p) E Z. 


Mesures d’angles 

Dans la géométrie euclidienne, les mesures d'angles 
sont repérées par des nombres réels. Pour justifier le 
procédé, on commence par introduire une topologie 
naturelle sur l’ensemble W cycliquement ordonné des 
classes. On peut alors construire une application f, 
morphisme continu du groupe additif IR dans W. Le 
noyau de f est isomorphe au groupe additif des 
nombres entiers : il est constitué des multiples entiers 
d’un réel positif k arbitrairement choisi. 

Si l’on choisit k = 2x, la mesure d’un angle 
s’identifie à une longueur d’arc du cercle unité. 
f- Ta] est alors la mesure d'arc de æ ; elle est définie 
modulo 2x, en général sur les intervalles ]- x, x] ou 
[0, 2nf. Le degré et le grade sont des unités de mesure 
d’angle, définies 


= Æ 
180° 


On a donc 90° = 100 grad = A ; 


EI 


en posant : 1° : 7 200" 


1 grad : 


La mesure de a est parfois notée &. 

Rem. : En physique, l’unité de mesure d’angle est 
celle qui est associée à la mesure d’arc : on 
l'appelle le radian (x pour un angle plat). 
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Réflexion 


Translation 


g4h 
PZ=P'Z 


<PZP'=2 < (g, h) 


ABC et A'B'C’ étant deux figures directement 
congruentes, on peut construire la rotation 
transformant l’une en l’autre. Le centre de la 
rotation est obtenu comme intersection des 
médiatrices des segments joignant les points 
A, B, C à leurs homologues respectifs A’, B’, C’. 
Si les médiatrices sont parallèles, c’est d’une 
translation qu’il s’agit, et non d’une rotation. 


Rotation 


On se propose de construire 0; o 0,0 O% , avec g et h 
non parallèles. Soit / la droite passant par $ = g N h 
et perpendiculaire à k ; soit g’ la droite telle que 
0,0 0,0 0, = Og (g' existe d’après (M3)). Alors 
O © 0,0 0, = O% © 0,0 0. Oj © ©, est une symétrie 
centrale, que l’on peut également décomposer en 
Op © Op, avec k’ L g'et h’ L k’; alors 040 0,0 0,= 
Op 0 (Oy © 04) composition d’une réflexion d’axe 
k'et d'une translation de vecteur parallèle à k’. 


Les deux figures ABC et A'B'C' sont 
congruentes et d’orientations opposées. Afin de 
construire une réflexion-translation transformant 
ABC en A'B‘C", on construit l'axe de la réflexion 
en joignant les milieux des segments 
d’extrémités A (resp. B, C) et A’(resp. B’, C’). 


Réflexion-translation 


Dans les pages qui suivent on trouvera un 
développement de la géométrie dans R?et R? en 
termes de transformations : une étude systématique 
des divers types de collinéations permet en effet une 
classification claire des différentes structures 
géométriques usuelles. L'autre aspect, celui des 
propriétés d’une figure mesurables et repérables par 
des réels, sera également abordé ; il permet ainsi, au 
sein d’une structure, l’étude de configurations 
remarquables. 


Les isométries et leurs invariants 
En géométrie absolue, les réflexions ont été 
introduites comme des collinéations orthogonales 
particulières (déf. 2 p. 133). Les compositions de 
réflexions, ou isométries, sont également des 
collinéations orthogonales, l'inverse étant faux 
(p. 157). 
D'après la déf, 2 p. 149, deux figures sont dites 
congruentes si l’une est l’image de l’autre par une 
isométrie. Les isométries sont de ce fait également 
appelées applications coïncidantes. Elles conservent 
de nombreuses propriétés importantes des figures 
géométriques. 

Th. 2 : Des segments coïncidants ont même longueur, 
des angles coïncidants ont même mesure, des 
surfaces coïncidantes ont même aire (déf. de la 
mesure de l'aire d'une surface p. 161) ; deux 
droites parallèles ont pour image deux droites 
parallèles par une isométrie. 


Réflexions 

Les isométries les plus élémentaires sont les 
réflexions par rapport à une droite g. Les éléments 
fixes d’une transformation sont les points et les droites 
qui sont leur propre image par cette transformation. 
Pour une réflexion d’axe g, les points fixes sont les 
points de g, et les droites fixes sont g et toutes ses 
perpendiculaires. 

Si P’ est le point image de P, et P'# P, alors g est la 
médiatrice du segment [P. P'] (fig. A). Si s’ est la 
droite image de s, non parallèle à g, alors g est 
bissectrice de l'angle de droites formé par s et s’. 

IR? étant orienté, soit un axe (orienté) et un point P 
situé du côté positif de cet axe ; alors l’image P’ de P 
par une réflexion est située du côté négatif de l’image 
de l’axe. L'orientation d’une figure est inversée par 
une réflexion (fig. A). 


Translations 

La composition 0, - 0, de deux réflexions d'axes 

parallèles g et A (fig. B) est appelée translation (déf. 3, 

p. 137). Afin de mieux la décrire, il faut introduire le 

concept géométrique de vecteur. 

Déf, 1 : Un couple de points (P, P’) est appelé 
bipoint, P est l'origine du bipoint et P’ est dit point 
d'arrivée ou extrémité. 

Déf. 2 : Si P, P’, Q et Q'ne sont pas alignés, les deux 
bipoints (P, P’) et (Q, Q’) sont dits équipollents 
lorsque PP’ = QQ’, dr (P, P’) ||dr (Q, Q^) et dr (P, Q)|| 
dr (P’, Q’). Si P, P’, Q et Q’ sont alignés, les deux 
bipoints sont dits équipollents si PP’ = QQ’ et en 
plus, pour P # P’, s’ils définissent la même orien- 
tation sur la droite support. 
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La relation d’équipollence est une relation 

d'équivalence. 

Déf. 3 : On appelle vecteur une classe de bipoints 
équipollents, notée PP = [(P, P')]. 

Un vecteur peut être représenté par un bipoint lui 

appartenant, Le vecteur P'P est dit opposé à PP. Il est 

distinct de PP si P # P', La classe [(P, P’) avec P = P' 

est appelée vecteur nul. Cette conception des vecteurs 

entre dans le même cadre général que celle de la 

p. 145 (voir aussi p. 204). 

Th. 2 : Tous les bipoints (P, P’) où P' est l'image de P 
par un translation donnée, sont des représentants 

. d'un même vecteur. 
À la différence de l’ensemble des réflexions, 
l’ensemble des translations est un groupe commutatif 
pour la loi de composition. Celle-ci induit une loi 
d’addition sur l’ensemble des vecteurs de R?, avec 
comme élément neutre le vecteur nul, et faisant de 
l'ensemble des vecteurs un groupe isomorphe au 
groupe des translations. 

Soit o, + o, une translation, k une perpendiculaire 

commune à g et h, G et H les points d’intersection 

resp. de k avec g et h. Le vecteur de translation s’écrit 

alors : F=PP' = 2GH (fig. B). 

Th. 3 : Les translations distinctes de l'identité ne 
présentent aucun point fixe. Les droites fixes d’une 
translation sont les droites dont la direction est 
celle du vecteur de la translation. Une translation 
conserve l'orientation d'une figure. 


Rotations 

D'après la déf. 1, p. 143, on appelle rotation la 
composition de deux réflexions d'axes g et h 
concourants (fig. C). 

Un point et son image par une rotation de centre Z 
sont à égales distances de Z. Tous les angles X PZP' 
appartiennent à la même classe d'angles, l'angle de la 
rotation. Une rotation est complètement caractérisée 
par son centre et son angle. g, et A, étant deux demi- 
droites issues de Z et incluses dans g et } resp., on a : 
< PZP' = 2 < (g, h) (fig. C). L'ensemble des 
rotations de centre Z constitue un groupe commutatif 
pour la loi de composition. Les rotations distinctes de 
l'identité n’ont d'autre point fixe que Z, et en général 
aucune droite fixe. Dans le cas d’une rotation d'angle 
plat, toutes les droites passant par Z sont fixes (voir la 
symétrie centrale, p. 133). Les rotations conservent 
l'orientation d’une figure. L'ensemble de toutes les 
rotations et translations constitue le groupe des 
isométries directes du plan. 


Réflexions-translations 

Toutes les isométries indirectes (dont les réflexions), 
peuvent s’écrire comme la composition o + o, * 0, de 
trois réflexions. En outre, k, 4 et g peuvent toujours 
être choisies de sorte que k et h soient per- 
pendiculaires à g. g est alors déterminée de façon 
unique, et la transformation considérée est la 
composition commutative de la réflexion d’axe g et 
d’une translation de vecteur de direction incluse dans 
celle de g. Si la translation est nulle, on retrouve une 
réflexion. Sinon il s’agit d’une réflexion-translation. 
Une telle transformation ne possède aucun point fixe 
et aucune droite fixe autre que son axe. 
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A B pui H 
P 


Perpendiculaire à une 
droite g passant par un 
A, point P, avec PIg 


P 
CS j- 


Perpendiculaire à une 


Milicu et droite g passant par un 
médiatrice d’un N A; point P, avec - Plg 
A; segment S 
Demi-droite bissectrice intérieure 
RME] e (0) A4 


Constructions fondamentales à la règle et au compas 


Cr A 


Paire d’angles supplémentaires 
(a B) a+ ßB=180° 


E 


Paires d’angles opposés par le sommet 
(an %), (Bo Po) 


a=, Bi = b: 


B 


Angles internes et 


Paires d’angles correspondants 
angles externes dans 


(ar, @), (Bi Bo), Yo 2) (Ôn à) role 
Paires d’angles alternes externes LE ee 
et alternes internes a+ B+y= 180 


B (@n Y) (Bio 8), (Yo %), ON) y'=a+ß 


Théorème sur les angles 


ÉÀ € 


Angle au centre œ 

Angle inscrit B 

Angle tangent y 
Ci B=y,a=2B=2y 


Théorème de THALES : Tout angle inscrit dans 
un cercle dont l'arc associé est un demi-cercle 
C, estun angle droit. 


Angles inscrits dans un cercle 
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Symétries 

Les transformations coïncidantes servent à étudier des 

figures géométriques et à résoudre des problèmes de 

construction, en particulier en utilisant le concept de 
symétrie. 

Déf. 5 : Une figure est dite symétrique lorsqu'elle est 
sa propre image par une transformation coïncidante 
autre que l’identité. S’il s’agit d’une réflexion par 
rapport à une droite, une symétrie centrale ou une 
rotation, on parle resp. de symétrie par rapport à un 
axe, un point ou de symétrie de rotation. 

De nombreux problèmes se ramènent à compléter une 

figure en une figure symétrique. Les constructions de 

base conduisent ainsi à des figures symétriques par 

rapport à un axe (fig. A). 


Théorème sur les angles 

Deux angles de même sommet, ayant un côté 

commun, et dont les deux autres côtés se complètent 

en une droite sont dits supplémentaires. La somme de 
leurs mesures est égale à 180°. Deux angles dont les 
côtés se complètent deux à deux en deux droites sont 
dits opposés par le sommet : ils ont même mesure. 

Les propriétés des angles dé ar trois droites sont 

également importantes. 

Déf. 6 : Soit deux droites sécantes à une troisième en 
A et B. Les angles de sommet A, resp. B, dont l’un 
des côtés passe par B, resp. À, sont appelés angles 
internes ; les autres angles sont appelés angles 
externes. Un angle interne et un angle externe, de 
sommets distincts et situés d’un même côté de la 
droite sécante, sont appelés angles correspondants 
Deux angles internes (resp. externes), issus de 
sommets distincts et situés de part et d'autre de la 
droite sécante, sont appelés angles alternes internes 
(resp. alternes externes) (fig. B). 

Th. 4 : Étant données deux droites parallèles sécantes 
à une troisième, les angles correspondants (resp. 
alternes internes, alternes externes) sont deux à 
deux égaux. Réciproquement, si Pune de ces paires 
d'angles est formée d'angles égaux, les deux 
premières droites sont parallèles. 

Dans un triangle, on distingue pour chaque sommet, 

l’angle intérieur dont les deux côtés passent chacun 

par le sommet de langle et un autre sommet du 
triangle, et les angles extérieurs supplémentaires des 
angles intérieurs. 

Du théorème 4 on déduit le théorème sur la somme des 

angles intérieurs (resp. extérieurs) du triangle (fig. B) : 

Th. 5 : La somme des angles intérieurs d'un triangle 
est égale à 180°. 

Th. 6 : Tout angle extérieur d’un triangle est égal à la 
somme des angles intérieurs autres que son angle 
supplémentaire. 


Droites et angles concernant un cercle 

Déf. 7 : L'ensemble des points de IR? à égale distance d’un 
point M est appelé cercle ; M est le centre du cercle. 

Un cercle et une droite ont en commun soit deux, soit un, 

soit zéro point, ce qui se justifie en utilisant la symétrie 

que présente la figure formée par un cercle et une droite. 


Déf. 8 : Une droite est dite tangente (resp. sécante) à 
un cercle lorsqu’elle passe par un seul point (resp. 
deux points) du cercle ; une droite et un cercle sont 
disjoints lorsque la droite ne passe par aucun point 
du cercle. 

Déf. 9 : Un angle de sommet le centre d’un cercle est 
un angle au centre de ce cercle. 

Un angle au centre X AMB partage le cercle en deux 

arcs AB et BA, associés aux angles X AMB et 

X BMA. resp. (fig. C;). 

Déf. 10 : Les angles inscrits d’un cercle sont les 
angles dont le sommet est sur le cercle et dont les 

. côtés lui sont sécants. 

A un angle X ACB inscrit on associe un arc unique 

AB (fig. Ci). 

Déf. 11 : Les angles tangents d’un cercle sont les 
angles dont le sommet est sur le cercle, dont l’un 
des côtés est sécant au cercle et l’autre tangent, 

À un angle tangent on associe un arc unique AB , 

situé du même côté de la corde AB que le côté tangent 

de l'angle (fig. C,). 

Th. 7 : Étant donné un arc de cercle, tous les angles 
inscrits qui lui sont associés, ainsi que les deux 
angles tangents, ont même mesure, égale à la moitié 
de la mesure de l'angle au centre associé (fig. C,). 

Lorsque l'angle au centre est plat, l'arc support est un 

demi-cercle et tous les les angles inscrits associés sont 

droits (Th. de THALES, fig. C;). 


Théorème de coïncidence 

L'image de figures simples par une transformation 

coïncidante suffit à la caractériser. 

Th. 8 : Une transformation coïncidante comportant 
trois points fixes non alignés est l'identité. 

Un corollaire de ce théorème est que la donnée de 

trois points non alignés et de leurs images caractérise 

une transformation coïncidante. Soit en effet deux 
transformations coïncidantes f, et f}, associant les 
mêmes images à trois points non align 

a ces trois points fixes, d’où f, » fr! = Id et f, = fy. Par 

suite, les triangles jouent un rôle particulier dans la 

géométrie élémentaire. Si deux triangles coïncident, 
leurs côtés (resp. angles) sont égaux en longueur 

(resp. mesure). Les théorèmes de coïncidence donnent 

des critères plus simples pour décider si deux 

triangles coïncident, évitant ainsi la comparaison 
fastidieuse de tous les côtés ct angles : 

Théorème : Pour que deux triangles coïncident il suffit 
que l'une des situations suivantes soit réalisée : 

Th. 9 : Les côtés de l’un et l'autre ont mêmes 
longueurs deux à deux (CCC). 

+ 10 : Deux côtés de l'un et l'angle intérieur 
associé valent, en longueur et en mesure resp., leurs 
correspondants dans l'autre triangle (CAC). 

Th. 11 : Un côté et deux angles de l’un valent, en 
longueur et en mesure resp., leurs correspondants 
dans l’autre triangle (ACA ou CAA). 

Th. 12 : Deux côtés et l'angle opposé au plus grand 
de l'un valent, en longueur et en mesure resp., leurs 
correspondants dans l'autre triangle (CCA). 


T 
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A3 


Réflexion 


Rotation 


Vissage 


_ 


Réflexion-translation 


Réflexion-rotation 


B; 


Isométries directes dans l’espace 


Isométries indirectes dans l’espace 
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La structure euclidienne de R? contient celle de IR?. 
Une droite est définie par deux points distincts et un 
plan par trois points non alignés ; si une droite d n’est 
pas contenue dans un plan €, d N € est soit un point, 
soit Ø, auquel cas d est parallèle à e. Deux droites 
sont parallèles si elles sont coplanaires sans point 
commun ; elles sont orthogonales si elles admettent 
des parallèles qui sont coplanaires et orthogonales. 
Une droite d est orthogonale à un plan € si elle est 
orthogonale à toute droite de £ ; d est orth, à € dès 
qu’elle est orth. à deux droites sécantes contenues 
dans £. Si d est orth. à € elle rencontre € en un point. 
Par un point P on peut mener une et une seule droite 
orthogonale à un plan € (dite perpendiculaire ou 
normale issue de P à €). 

Deux plans distincts sont soit sécants le long d’une 
droite, soit sans point commun auquel cas ils sont 
parallèles. Pour que deux plans soient parallèles, il 
faut et il suffit qu’ils admettent une perpendiculaire 
commune. Il en est de même pour une droite et un 
plan. Un ensemble de plans parallèles à un plan donné 
forme un faisceau de plans, de même un ensemble de 
plans contenant une droite donnée. 

Le plan £, est orthogonal au plan £, si €, contient une 
droite orthogonale à &,. Alors £, est également 
orthogonal à €,. 


Réflexions par rapport à un plan 

Étant donné un plan € quelconque, il existe une 
transformation involutive o;, appelée réflexion par 
rapport au plan €, distincte de l'identité, qui 
transforme points, droites et plans en points, droites et 
plans resp., et qui conserve l’orthogonalité et 
l'incidence (fig. B,). Un point P qui n’est pas dans £, 
et son image P'= a, (P) sont situés de part et d’autre 
de € : [P, P'] est orthogonal au plan £ et le coupe 
en son milieu. Les points fixes de o, sont tous les 
points de £ ; les droites fixes sont toutes les droites 
incidentes ou orthogonales à € (on rappelle qu’une 
droite est incidente à un plan si le plan la contient, 
p. 133) ; les plans fixes sont, outre £, tous les plans 
orthogonaux à €. 

Une réflexion par rapport à un plan transforme un 
demi-espace positif en un demi-espace négatif, et 
inverse l'orientation d’une figure tridimensionnelle : 
un pas de vis droit a pour image un pas de vis gauche. 
L'ensemble des isométries est obtenu par compositions 
de réflexions. Là encore, on distingue les isométries 
directes et indirectes. 

On montre que deux pavillons de l’espace (déf. 
p. 147) sont images l’un de l’autre par la compo- 
sition de quatre réflexions au plus, et que par suite 
toute isométrie se décompose en au plus quatre 
réflexions. 


Translations 

La composition de deux réflexions par rapport à des 
plans parallèles est appelée translation (fig. A.) et peut 
être définie par un vecteur, comme dans le plan. Une 
translation différente de l'identité n’a pas de point fixe ; 
droites fixes sont toutes les droites de direction 
celle du vecteur de translation ; ses plans fixes sont 
tous les plans dont la direction contient le vecteur de 
translation. 


Rotations 

Si £, et €, ne sont pas parallèles, o, + o,, est une 
rotation (fig. A;). La droite commune à £, et €, est 
laxe de rotation, qui, avec l'angle de rotation, 
observable dans un plan orthogonal à laxe, 
caractérise la rotation. Si l’angle de rotation n’est pas 
plat, la seule droite fixe est l’axe, les points fixes sont 
tous les points de laxe, et les plans fixes sont tous les 
plans orthogonaux à laxe. Si l'angle est plat, les 
droites rencontrant laxe orthogonalement sont 
également fixes ainsi que les plans contenant laxe. 
Réflexions-translations 

Deux cas se présentent lorsque l’on considère la 
composition de trois réflexions, 0, * 0, + 0, . 

Dans le premier cas, les trois planse, ê» €, sont 
orthogonaux à un quatrième, £}. La restriction de 
la transformation à €, (ou à tout plan parallèle) est 
une isométrie indirecte plane. Dans l’espace, la 
transformation peut être obtenue en composant 
commutativement une réflexion et une translation de 
vecteur appartenant à la direction du plan de la 
réflexion : il s’agit d’une réflexion-translation 
(fig. B). Ses éléments fixes sont : le plan de réflexion, 
tous les plans orthogonaux au plan de réflexion et 
contenant la direction du vecteur de translation, toutes 
les droites du plan de réflexion dont la direction 
contient le vecteur de translation. 

Si £, €, €, forment un faisceau, alors CARACAS 
une simple réflexion, dont le plan peut être construit 
en utilisant le th. 5 p. 135. 


Réflexions-rotation 
Dans le deuxième cas, il n'existe aucun plan orthogonal 
aux {rois plans €,, €, £. Ces derniers sont alors deux à 
deux sécants ; leurs trois droites d’intersection sont 
concourantes en un point qui est l’unique point fixe de 
la transformation, celle-ci se décomposant en une 
rotation o, + o, et une réflexion g,» I est possible de 
choisir une rotation et une réflexion telle que laxe de 
la rotation soit orthogonal au plan de la réflexion, 
et que leur composition commutative donne la 
transformation : celle-ci s'appelle une réflexion- 
rotation (fig. B;). L'axe de rotation et le plan de 
réflexion sont des éléments fixes. Un cas particulier est 
la symétrie centrale, obtenue par composition de trois 
réflexions dont les plans sont deux à deux orthogonaux. 
Une symétrie centrale dans l’espace n’est pas une 
isométrie directe comme dans le plan. 

Vissages 

On appelle vissage la composition de quatre 
réflexions (fig. A;). Un vissage se décompose toujours 
en une rotation et une translation de vecteur ayant la 
direction de l'axe de rotation, Les vissages qui ne sont 
ni des translations ni des rotations, n’ont pas de point 
fixe, ni de plan fixe sauf si l'angle de rotation est plat 
auquel cas les plans contenant l’axe de rotation sont 
fixes; l'axe de la rotation est une droite fixe. 

Une transformation coïncidante dans l’espace est 
l'identité lorsqu'elle a quatre points fixes non 
coplanaires ; par suite, toute transformation 
coïncidante dans l’espace est caractérisée par la 
donnée de quatre points non coplanaires et de leurs 
images. 
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7: Zi Z; 


Soit æ, m, m trois homothéties telles que 
m, : = m o m. Soit Z,, Z» Z, leurs centres 
TCSP., k,, ko, k, leurs rapports ; alors Z;, Z», Z3 
p sont alignés et k, = kı kz. 


Z, P, P’ étant donnés, on construit l’image A’ 
d’un point A n'appartenant pas à dr (Z, P) 
comme l'intersection de dr (Z, A) et de la 
A parallèle à dr (P, A) passant par F: 


Composition de deux homothéties 


Homothétie 


AABC ~ MBC' 
Les cercles passent par S, À, A'et$, B, B'resp. 
Ils se recoupent en% a similitude. 


On construit T, et T, à l’aide de 
k:= A'B': AB 

A'T;:T,A=k 
B'T;:1,B=k 


Homothétie-réflexion 


Homothétie-rotation 


Théorème des triangles homothétiques 


Homothéties 
Toute collinéation orthogonale n’est pas néces- 
sairement une transformation coïncidante. Pour s’en 
rendre compte, il suffit de considérer les applications 
x vérifiant x (g) ||g pour toute droite g. Une telle 
application est une translation si elle n’a aucun point 
fixe. Si elle a plus d’un point fixe, alors c’est 
l'identité, car toute droite passant par un point fixe est 
elle-même fixe. Enfin, si elle n’a qu’un seul point fixe 
et si k #- 1 (cf. infra), elle n’est pas coïncidante, et la 
donnée du point fixe Z et d’un couple (P, P^) d’un 
point et de son image la caractérise (fig. A). On 
définit ainsi : 

Déf. 1 : On appelle homothétie une collinéation x 
vérifiant z (g) || g pour toute droite g, et comportant 
au moins un point fixe Z, appelé centre de 
l’homothétie. 

De x (8) || g il s’ensuit que x est une collinéation 
orthogonale, et qu’un point et son image sont alignés 
avec Z. 
On se place maintenant dans un repère dont l’origine 
O (0, 0) est centre de l’homothétie. Si (k, 0) est 
l’image du point unité (1, 0), alors P (a, 0) a pour 
image P'(ak, 0) (en utilisant la fig. C p. 142). Les vec- 
teurs OË et OP" vérifient alors OP' = KOP : on montre 
que PO" = k PQ pour tout vecteur PQ . 
k, élément de R\{0}, est appelé rapport de 
l’homothétie. Une homothétie est complètement 
caractérisée par son centre Z et son rapport k. Pour 
|k] > 1 les figures sont agrandies, pour [k| < 1 elles sont 
réduites. 
Pour k = 1 l’homothétie est l'identité ; pour k = — 1 
c’est une symétrie centrale (transformations coïnci- 
dantes). 
L'ensemble des homothéties de même centre est un 
groupe pour la loi de composition. Par contre, la 
composition de deux homothéties de centres distincts 
et de rapports inverses k et k~’ est une translation : 
l'ensemble de toutes les homothéties n’est donc pas 
un groupe ; il faut le réunir à l’ensemble des 
translations pour obtenir le groupe des homothéties- 
translations. 

Si la composition x, : = m o x, de deux homothéties 

est elle-même une homothétie, alors les centres Z;, Z, 

et Z, sont alignés, Z, ayant même image par x, et x, 

(fig. B). 


Similitudes 

Une figure et son image par une homothétie 

présentent des propriétés comparables : Phomothétie 

conserve les angles et le sens d'orientation; elle 

multiplie les longueurs par |k| et les aires par k?. 

Déf. 2 : Deux figures sont dites homothétiques lorsque 
Pune est l’image de l’autre par au moins une 
homothétie. 

Les propriétés susdites d’une homothétie restent 

vérifiées par la composition d’une homothétie et 

d’une transformation coïncidante, sauf éventuellement 
la conservation de l'orientation d’une figure. 

Déf. 3 : On appelle similitude toute transformation 
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obtenue en composant une homothétie et une 
transformation coïncidante ; la similitude est directe 
ou indirecte, selon qu’elle conserve ou non 
l'orientation. 

Déf. 4 : Deux figures sont semblables (ce que l’on 
note par ~) si Pune est l’image de l’autre par une 
similitude. 

Rem. : Toute similitude est une collinéation ortho- 
gonale et réciproquement. 

Toute similitude directe est soit une translation, soit 
la composition d’une homothétie et d’une rotation. 
La fig. C montre que dans ce dernier cas, il est 
toujours possible de choisir l’homothétie et la 
rotation de sorte que leurs centres coïncident. Une 
telle transformation est appelé homothétie-rotation. 
Toute similitude indirecte est la composition d’une 
homothétie et d’une réflexion. On peut toujours 
choisir, pour k # — 1, Phomothétie et la réflexion de 
sorte que le centre de l’homothétie soit sur l’axe de 
la réflexion (fig. D). Une telle transformation est 
appelée homothétie-réflexion. 

L'ensemble des similitudes est un groupe pour la loi 

de composition, appelé groupe des similitudes. Le 

groupe des transformations coïncidantes en constitue 
un sous-groupe. 


Théorèmes des triangles homothétiques 

Th. 1 : Soit dr (A, B) et dr (A’, B’) deux droites passant 
par Z ; si dr (A, A') et dr (B, B') sont parallèles 
alors : 

(1) ZA : ZB =ZA':ZB'et 

(2) A4: BB' = ZA : ZB (fig. E, et E)). 

Les deux parties (1) et (2) sont souvent appelées 

premier et second th. des triangles homothétiques. Les 

réciproques sont vraies : 

Th. 2 : Soit deux droites dr (A, B) et dr (A', B’) passant 


par Z. Alors ZA :ZB =ZA' :ZB' entraîne 
dr (44”) || dr (BB). 

Th. 3 : Si dr (AA”) || dr (BB) et s’il existe un point Z 
de dr (A, B) tel que AA' : BB' = ZA : ZB alors Z 
appartient également à dr (A, B’). 


Division d’un segment 

Les théorèmes sur les triangles homothétiques 
permettent de résoudre le problème de la division 
d’un segment [A, B] dans un certain rapport. 

Soit T un point de dr (A, B), avec T # B ; soit À le réel 
tel que AF = À TB ; À est le rapport dans lequel T 
divise [A, B |: À = AT : TB. À est > 0 si T est situé 
entre À et B (division intérieure), À est < 0 si T € [A, B] 
(division extérieure). Un segment est divisé 
harmoniquement dans le rapport À > 0 par les deux 
points T et T” si T le divise intérieurement dans le 
rapport À et si T' le divise extérieurement dans le 
rapport — À (voir couples de points en division 
harmonique p. 141 et couple (7;, T,) p. 158 fig. D). 
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A 


Cercles homothétiques 


B 


Droite d’EULER et cercle de FEUERBACH 


C 


Théorème de la puis 


Cercle d’ APOLLONIUS 


Triangles et cercles semblables 

La similitude est une relation d’équivalence sur 

l’ensemble des figures de IR?, qui généralise la 

coïncidence. 

Par ailleurs, deux triangles homothétiques sont dans la 

configuration du th. de DESARGUES dans sa version 

affine (p. 138, fig. A), et réciproquement : 

Th. 4 : Si deux triangles non coïncidants ont leurs 
côtés deux à deux parallèles, alors ils sont 
homothétiques. 

De façon générale, étant donné deux triangles 

semblables, le rapport des longueurs de deux côtés de 

Pun est égale au rapport des longueurs des deux côtés 

respectivement homologues de l’autre. Deux angles 

homologues sont égaux. Inversement, comme dans le 
cas de la coïncidence (p. 153), on peut énoncer des 
conditions suffisantes de similitude : 

Th. : Pour que deux triangles soient semblables, il 
suffit que l'une des situations suivantes soit réalisée : 

Th. 5 : Les côtés homologues sont dans le même 
rapport de longueurs. 

Th. 6 : Deux des côtés de l’un sont dans le même 
rapport de longueurs que deux des côtés de l’autre, 
ces deux paires de côtés définissant des angles 
égaux. 

Th. 7 : Deux des angles de l’un sont égaux à deux des 
angles de l'autre. 

Th. 8 : Deux des côtés de l’un sont dans le même 
rapport de longueurs que deux des côtés de l’autre, 
et l'angle opposé au plus grand de ces deux côtés 
de l'un est égal à son équivalent dans l’autre. 

Pour démontrer ces résultats, on construit une 

homothétie telle que l’image du premier triangle ait 

l’un de ses côtés de même longueur que son 
équivalent dans le second triangle. 

Contrairement aux triangles, tous les cercles appar- 

tiennent à la même classe de figures semblables : 

Th, 9 : Deux cercles sont toujours homothétiques. 

Si les deux cercles ont des rayons différents, il existe 

deux homothéties transformant Pun en l’autre, dont 

les rapports sont resp. positif et négatif. Les centres 
des homothéties peuvent être obtenus, quand cela est 
possible, comme points d’intersection des tangentes 
extérieures, resp. intérieures, aux deux cercles 

(fig. A). Sinon, pour deux cercles non concentriques, 

tout centre d’homothétie est aligné avec leurs centres 

et avec des extrémités de deux rayons homologues 

(parallèles de même sens ou de sens opposé). 


Droite d’EULER et cercle de FEUERBACH 

Étant donné un triangle ABC, le triangle obtenu en 

joignant les milieux M,, M,, M, de ses trois côtés lui 

est homothétique dans le rapport — 1 . Le centre de 

l’homothétie est le point S, intersection des médianes 

de ABC (fig. B), d’où l’on déduit : 

Th. 10 : Les médianes d'un triangle sont partagées 
dans le rapport 2 : 1 par leur point commun. 

Les hauteurs de AABC ont pour images les hauteurs 

de AM,M,M, qui sont les médiatrices de AABC. 

L'orthocentre H, intersection des hauteurs de AABC a 
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donc pour image M, intersection des médiatrices. On 

démontre ainsi le th. d’ EULER : 

Th. 11 : Dans tout triangle, les points H, $ et M, resp. 
points d’intersection des hauteurs, des médianes, et 
des médiatrices, sont alignés ; de plus HS : SM = 2 : 1. 

La droite passant par H, S et M s'appelle la droite 

d’EULER (fig. B). 

On construit maintenant l’image AH,H,H, de AABC 


par l’homothétie de centre H et de rapport ! .H,,H, 


H; sont les milieux des segments joignant H à A, B, C, 
et images de M,, M,, M, par la symétrie centrale de 
centre F, milieu de [H, M]. F est le centre d’un cercle 
circonscrit à la fois à AH,H,H, et AM,M,M,. Les pieds 
des hauteurs de AABC sont également sur ce cercle, 
d’après le th. de THALES. Ce cercle est appelé cercle 
de FEUERBACH ou cercle des neuf points (fig. B). 


Théorème de la puissance 

Soit un point P et deux droites issues de P coupant un 

cercle donné (ne contenant pas P) aux points A, Bp 

resp. Az, B, (fig. C). Alors les triangles APA, B, et 

APA, B, sont semblables (d’après le th. 7 p. 153 et le 

th. 7 p. 159). D'où : PA, + PB, = PA, : PB,. 

Th. 12 : Étant donné un point P et un cercle fixés, 
pour toute droite passant par P et sécante au cercle, 
le produit des mesures orientées des longueurs des 
deux segments joignant P aux intersections de la 
droite et du cercle est constant. Si P est extérieur au 
cercle, ce produit est égal au carré de la longueur 
des segments tangents au cercle et issus de P. 

En utilisant p : = < PÄ, PB > (p. 193), on peut 
retrouver le signe de ce produit : p > 0 si P est 
extérieur au cercle ; p < 0 si P est intérieur au cercle ; 
p = 0 si P est sur le cercle. p est appelé puissance du 
point P par rapport au cercle, et le th. 12 s’appelle le 
th. de la puissance. L'ensemble des points ayant 
même puissance par rapport à deux cercles non 
concentriques est une droite perpendiculaire à la 
droite joignant les centres des deux cercles, appelée 
axe radical des deux cercles. 

Les trois axes radicaux de trois cercles de centres non 

alignés, pris par paire, sont concourants en un point 

appelé centre radical des trois cercles. 


Cercle d’APPOLONIUS 

Th. 13 : Les deux bissectrices, extérieure et inté- 
rieure, associées à un angle d'un triangle, coupent 
le côté opposé à cet angle en deux points qui sont 
en division harmonique relativement aux sommets 
du côté (fig. D). 

En remarquant que ces deux bissectrices sont per- 

pendiculaires, on peut ajouter : 

Th. 14 : Étant donné deux points A et B, l'ensemble 
des points dont le rapport des distances à A et B 
a une valeur constante À est le cercle (dit 
d’APPOLONIUS), de diamètre T, T, où T, et T, sont 
en division harmonique relativement à A et B, 
dans le rapport À (fig. D). 
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Applications affines particulières 


Az 


Contour polygonal : jl À 
p= Ai 430 A3 430 43 A4 0 A, A; 


Polygone : P = pu P° 


C 


D c F E 
D F c E 
p 
A B 
A B LJ ABCD £ C7 ABEF 


CI ABCD $ C7 ABEF Les deux parallélogrammes sont complétés par 


A FCG en deux figures égales par décomposition. 


G H I 


A B C 
L7 BCFE + 7 DEHG 


(parallélogramme obtenu par adjonction) 


AABCCOABDE 


D E 
Égalité par adjonction 


Égalité par décomposition 


Affinités, transvections 

On a décrit avec les similitudes l’ensemble des 
collinéations orthogonales. Pour obtenir d’autres 
collinéations (cf. p. 133, déf. 1 et rem. 1), on s'inspire 
de la construction des réflexions axiales, en 
affaiblissant leurs propriétés. 


Déf. 1 : On appelle affinité une collinéation qui 
conserve point par point une droite a, et telle que les 
droites joignant deux points homologues distincts P 
et P’ soient parallèles à une même sécante à a ; on 
écarte les projections, qui ne sont pas bijectives. 

a est l'axe de l'affinité, les droites (P, P’) 
s'appellent droites d'affinité et déterminent la 
direction de affinité (fig. A). 


Déf. 2 : On appelle transvection une collinéation qui 
conserve point par point une droite a et telle que 
les droites (P, P’) soient parallèles à a (fig. A) : a 
est l'axe de la transvection. 

On s'intéresse, dans ce qui suit, à des figures pouvant 

se déduire l’une de l’autre par une affinité. 

Les invariants sont l'axe de l’affinité, invariant point 

par point, et les droites d’affinité, invariantes dans 

leur ensemble. Le parallélisme est conservé, de même 
que les rapports de longueurs sur une droite. 

Si P € a, la droite a partage le segment [P P'] dans 


un rapport constant k = T {1} =a A (P, P’) ; k est 


appelé rapport d'affinité. Si k = — 1 on parle de symé- 
trie affine. Lorsque la direction d’affinité est ortho- 
gonale à a, l’affinité est dite orthogonale, dans le cas 
contraire oblique, Une symétrie affine orthogonale est 
une réflexion. 

On construit, dans l’espace euclidien, les affinités 
planes de la façon suivante : considérant deux plans 
sécants selon une droite a, on commence par projeter 
les points du premier sur le second à l’aide d’une 
projection parallèle (fig. B), puis on superpose les 
deux plans par rotation autour de a. On obtient ainsi 
une affinité d’axe a. 


Aire d’un polygone 
D'autres propriétés importantes des affinités 
concernent laire des figures géométriques planes. 
Pour cela on considère d’abord des contours 
polygonaux simples, c'est-à-dire des lignes brisées 
fermées ne se recoupant pas. 
Un contour polygonal simple délimite deux régions 
du plan : celle qui est bornée est appelée intérieur du 
polygone. Le polygone P est constitué de l’intérieur 
P” et du contour p (fig. C). 
On peut maintenant définir laire d’un polygone : 
Déf. 3 : Soit Ÿ l’ensemble de tous les polygones du 
plan. On désigne par fonction d'aire une 
appplication Z de P dans R' qui vérifie les 
propriétés suivantes : 
(11) P, et P, isométriques = / (P,) =1(P;) 
(12) P =P u P, et PYA P$=0 = 
I (P) =1 (P1) + I (P3) 
(13) 7 (E) = 1 pour tout carré de côté 1. 
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Rem. 1 : On définit de même le volume des 
polyèdres en prenant pour Æ dans (13) le cube unité. 


Rem. 2 : Cette notion de mesure additive du contenu se 
généralise très bien à des collections M 
d'ensembles telles que, si A et B sont dans M, leur 
union et leur différence sont aussi dans M (cf. p. 357). 

De cette définition se déduisent les formules donnant 

Paire d’un parallélogramme (produit d’un côté par la 

hauteur correspondante) et d’un triangle (moitié du 

produit précédent). 

Deux notions jouent un rôle important à ce niveau : 


Déf. 4 : Deux polygones sont dits égaux par décom- 
position (notation *) s’il est possible de décomposer 
chacun d’eux en une réunion finie de parcelles 
polygonales d’intérieurs deux à deux disjoints, les 
deux décompositions étant les mêmes, à une 
isométrie près des parcelles (fig. D). 


Déf. 5 : Deux polygones sont dits égaux par 


adjonction (noté *) si on peut les compléter par les 
mêmes triangles, à une isométrie près, les intérieurs 
étant disjoints, de façon à obtenir deux polygones 
égaux par décomposition (fig. E). 

Des polygones égaux par décomposition ont même 
aire par application des propriétés de Z. 

Un théorème de BoLyaAI établit que des polygones 
égaux par adjonction sont aussi égaux par 
décomposition (on a donc équivalence). 

L'aire d’un polygone P peut s’écrire comme la somme 
des aires de triangles inscrits dans P. On montre que 
le résultat est indépendant de la manière dont on a 
divisé P en triangles (triangulation). 


Prop. 1 : Le rapport des aires de deux triangles 
déduits l’un de l’autre par affinité est égal à la 
valeur absolue du rapport de l’affinité. 

La démonstration se fait d’abord pour des triangles 

qui ont un côté parallèle à laxe d’affinité, puis pour 

des triangles quelconques. Elle s'étend aux polygones 
et à des figures limites de polygones. 

La prop. 1 implique que le rapport des aires de deux 

figures reste constant lorsqu'on les transforme par une 

affinité. 


Rem. 3 : Toute transvection d’axe a est décom- 
posable en le produit de deux affinités d’axe a. 
Les droites globalement invariantes d’une trans- 
vection sont les parallèles à son axe. Une trans- 
vection conserve également le parallélisme et les 
rapports de longueur sur une même droite. Elle trans- 
forme tout polygone en un polygone de même aire. 


Groupe des affinités et transvections 
L'ensemble des transvections de même axe constitue 
un groupe commutatif pour la loi de composition. 
L'ensemble des affinités et des transvections de même 
axe forme un groupe, qui, lui, n’est pas commutatif. 
L'ensemble des affinités est une partie génératrice du 
groupe affine (p.163). 
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A, Sur le dessin, les rapports valent resp. B| et 2. 


Applications affines 
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Propriétés des triangles rectangles 
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Classification des quadrilatères 


Applications affines 


Déf. 6 : La composée d’une affinité et d’une 
similitude est une bijection affine ou transformation 
affine. 

Une bijection affine conserve les rapports de partage 

d’un segment, les rapports d’aires ainsi que le 

parallélisme. 

On peut montrer qu’une bijection affine se décompose 

en le produit d’au plus trois affinités. 

Les bijections affines représentent les collinéations les 

plus générales du plan euclidien : 


Prop. 2 : Toute collinéation du plan R? est une 
bijection affine. Elle est parfaitement déterminée 
par la donnée de trois points non alignés et de leurs 
images (nécessairement non alignées). 


Démonstration : Du fait de la bijectivité, on a 
conservation du parallélisme et donc de la propriété 
de milieu (il suffit de considérer celui-ci comme 
intersection des deux diagonales d’un parallé- 
logramme). Il s'ensuit que tout rapport de partage 
d’un segment est conservé. 

À partir de Ià, il suffit de se donner les images de trois 
points non alignés pour pouvoir construire l’image de 
tout point du plan (en le repérant par ses coordonnées 
barycentriques - fig. A,). Enfin, si on se donne un 
triangle AABC et son image AA'B'C', on construit 
C” tel que AABC” soit semblable, directement ou 
indirectement, à AA'B'C" de façon que Pune au moins 
des deux droites possibles CC ” soit sécante à la droite 
(AB) ; alors on passe de AABC à AABC" par une 
affinité et de AABC" à AA'B'C' par une similitude 
(fig. A3) : on en déduit aisément que l'application que 
Pon vient de définir est une bijection affine au sens de 
la déf. 6. 

De la prop. 2 il suit que deux triangles quelconques 
sont toujours images l’un de Pautre par une bijection 
affine. 

L'ensemble des bijections affines constitue le groupe 
affine, On classe ses éléments suivant la nature et le 
nombre de ses points et droites fixes. Une bijection 
affine distincte d’une affinité et d’une transvection a 
au plus un point fixe. Par ce point, il peut passer zéro, 
une, deux ou une infinité de droites invariantes. Dans 
ce dernier cas il s’agit d’une homothétie. 

Une bijection affine ayant au moins deux droites 
sécantes globalement invariantes s'appelle une affinité 
d'EuL£r. C’est la composée de deux affinités, Paxe de 
Pune donnant la direction de Pautre et vice-versa. 


Propriétés des triangles rectangles 

La restriction d’une transvection à une parallèle à son 
axe est une translation. On en déduit que Paire d’une 
figure reste inchangée par transvection. 


Prop. 3 (Théorème d'EUCLIDE) : Dans tout triangle 
rectangle, le carré s'appuyant sur un des côtés de 
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l'angle droit a même aire que le rectangle obtenu à 

partir de la projection de ce côté sur l’hypoténuse 

et de l'hypoténuse elle-même : a? = cp ; b = cq. 
Pour démontrer ce résultat, on applique 
successivement une transvection, une rotation de 90° 
et une seconde transvection (fig. B,). On peut aussi 
montrer que ces deux figures sont égales par 
décomposition. 


Prop. 4 : Dans tout triangle rectangle, le carré 
s'appuyant sur la hauteur issue de l'angle droit a 
même aire que le rectangle construit à partir des 
deux projections des côtés de l'angle droit sur 
l'hypoténuse : kè = pq. 


La fig. B, donne une construction qui prouve cette 
égalité. 

Les prop. 3 et 4 permettent la résolution géométrique 
de deux problèmes : trouver un carré de même aire 
qu’un rectangle donné, construire la racine carrée 
d’un nombre. 


Rem. : Ces formules se démontrent aussi (sous 
forme de rapports) à l’aide des similitudes, chaque 
triangle rectangle étant semblable aux deux 
triangles obtenus en abaissant la hauteur de Pangle 
droit sur l’hypoténuse. 


Appliquer la prop. 3 aux deux côtés de l'angle droit 
conduit à : 


Prop. 5 (Théorème de PYTHAGORE): Dans tout 
triangle rectangle, la somme des aires des deux 
carrés s'appuyant sur les côtés de l'angle droit est 
égale à l'aire du carré s'appuyant sur l'hypo- 
ténuse : a + b= (fig. B,). 


Ce théorème admet une réciproque : si pour un 
triangle on a légalité précédente, alors le triangle est 
rectangle et son hypoténuse a pour longueur c. 


Classification des triangles et des quadrilatères 


Toute application affine involutive du plan est soit une 
symétrie axiale (cas particulier : réflexion), soit une 
symétrie centrale, Les figures géométriques sont 
classées selon leurs invariances par symétrie. 

Tout triangle est globalement conservé dans une 
symétrie par rapport à une médiane, de direction celle 
du côté correspondant. Suivant le nombre d’axes de 
symétrie orthogonale on a : les triangles asymétriques 
(0), les triangles isocèles (1) et les triangles 
équilatéraux (3). 

Un quadrilatère transformé en lui-même par une 
symétrie axiale a soit deux côtés parallèles (trapèze), 
soit une diagonale coupée en son milieu par l’autre 
diagonale (cerf-volant). La fig. C représente le 
classement ainsi obtenu où les flèches indiquent les 
passages à des cas de plus en plus particuliers. 
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Données : Z,, a, P , P' où Zo, P et P' sont alignés. 
Inconnus : Q' image d’un point quelconque Q. 

On construit À intersection de (P, Q) avec a et alors 
Q' est l'intersection de (A, P’) et de la droite de 
collinéation (Z, Q). 

Le dessin montre aussi la Construction dë V, point 
neutre de (Z, Q), et celle d'un point de fuite Æ! . 


Invariance du birapport 


On trace les parallèles à (Zp, A) passant par B et B' et 
on obtient Æ et £’, resp. F et F', points d’intersection 
avec (Zp, C), resp. (Zo D). Les birapports : 

aipe De Aeran: 
CB DB 
et AOB CDa AC_.À 


se transforment au moyen du théorème de THALÈS en 


AZo 
(A, B, C, D) = =— : == = = 
EB FB EB 
AZo AZo FB' 
EB FB EF 
avec égalité des deux derniers rapports grâce 
même théorème. D'où le résultat. 


et (A'B C, D= 


Projections centrales dans l’espace R? 

Les bijections affines représentent les collinéations les 
plus générales du plan. On a indiqué précédemment 
un procédé pour obtenir les affinités à partir des 
projections parallèles dans IR?. Ce procédé peut être 
étendu dans un premier temps en considérant des 
projections centrales, c’est-à-dire des droites de 
projection passant toutes par un même point Z pris en 
dehors des deux plans € et n. Si € et m sont parallèles, 
on aboutit à une homothétie dans l’espace. Si au 
contraire ils ont une droite en commun a, alors la 
projection centrale n’est plus une application bijective 
de € sur n. En effet, soit &', resp. n’, le plan parallèle 
à € resp. n, passant par Z, et soit v intersection de € 
et n’, f’ intersection de £' et n : on constate (fig. A) que 
v n’a pas d’image dans n et que f ’ n’a pas d’antécédent 
dans €. On appelle v ligne neutre et f' ligne de fuite. 


Projections centrales dans l’espace P? (R) 

Ces exceptions peuvent être écartées en faisant de € et 
n des plans projectifs soit comme on l’a vu p. 139, 
soit en complétant chaque droite d d’un plan par son 
point à linfini, commun d’ailleurs à toutes les 
parallèles à d, l’ensemble des points à l'infini 
constituant la droite à l'infini du plan. La droite v est 
ainsi envoyée point par point sur la droite à linfini de 
n, alors qu’on peut associer chaque point de f’ à un 
point sur la droite à l'infini de €. 

Si l’on complète ainsi tous les plans de l’espace 
euclidien R°, en associant à plusieurs plans parallèles 
la même droite à l'infini, et en rassemblant tous ces 
éléments à l'infini dans le plan à l'infini, on définit 
alors l’espace projectif PY(IR). Dans cet espace, une 
projection centrale entre deux plans ne contenant pas 
le centre de projection constitue une bijection, que ces 
deux plans soient parallèles ou non ou que l’un des 
plans soit le plan à l'infini. 


Collinéations perspectives 
On obtient une bijection du plan projectif P?(R) 
(construit par extension du plan euclidien) en 
appliquant d’abord la projection de centre Z puis en 
rabattant y sur € en le faisant tourner autour de a. Si € 
et y sont parallèles, a est rejetée à linfini, et on 
substitue au rabattement autour de a amenant n sur €, 
la projection orthogonale de y sur £. La bijection 
obtenue est une homothétie plane, qui conserve la 
droite de l’infini point par point. 

D’une manière générale, dans la transformation 

obtenue de P?(R), les droites reliant un point et son 

image passent toutes par un point fixe Z,, tandis que la 
droite a est invariante point par point. On a là une 

collinéation perspective au sens de la déf. 4 p. 141 

(fig. B), encore nommée perspective projective. 

De plus : 

Déf. 1 : Pour une collinéation perspective, on appelle 
le point fixe Z, centre de la collinéation, la droite 
invariante a axe de la collinéation, les droites 
passant par Z, droites de collinéation. 

La ligne neutre (droite dont l’image est à l'infini) et la 

ligne de fuite (droite image de celle de l'infini) sont 

parallèles à l’axe de la collinéation. On distinguera, 
selon la déf. 5 p. 141, les homologies Z, Æ a et les 
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élations Z, € a, ces dernières ne pouvant toutefois, 

contrairement aux homologies, provenir de construc- 

tions spatiales. 

Déf. 2 : Deux figures sont dites perspectivement 
congrues quand elles peuvent être déduites l’une de 
Pautre par une collinéation perspective. 

Les affinités, les transvections, les homothéties et les 
translations sont des cas particuliers de collinéations 
perspectives lorsque Z, ou a ou les deux sont pris à 
l'infini et lorsqu'on se limite à la restriction au plan 
affine réel de la collinéation. 
Comme deux parallèles se coupent à l'infini, leurs 
images se coupent sur la ligne de fuite. À la différence 
des bijections affines, les collinéations perspectives ne 
conservent donc pas le parallélisme. Un parallélo- 
gramme n’est donc en général pas transformé en un 
parallélogramme, et par suite le milieu d’un segment 
et plus généralement les rapports de partage d’un 
segment ne sont pas conservés. 

En revanche, le quotient de deux de ces rapports sera 

conservé, d’où l’introduction du birapport de quatre 

points : 

Déf. 3 : Le birapport (A, B, C, D) de quatre points 

alignés, distincts, est défini de la façon suivante : 
* si A, B, C, D sont des points du plan affine réel 
alors le birapport est le quotient de deux rapports de 
partage : dre 
,B,C,D):= AC, AD 

CB DB 


e si C ou D est à l’infini alors le rapport de partage 
correspondant est pris égal à — 1 
*siA ou B est à l'infini alors on pose : 
(A, B, C, D) = (C, D, A, B) 
Cette égalité est alors vraie dans tous les cas. 


Prop. 1 : Le birapport de quatre points reste 
conservé dans une collinéation perspective (fig. C). 


Prop. 2 : Toute collinéation perspective différente de 
l'identité a pour seuls points fixes Z, et les points de 
l'axe de collinéation et pour seules droites 
invariantes laxe et les droites de collinéation. 


Prop. 3 : L'ensemble des collinéations perspectives 
de même centre muni de la loi de composition forme 
un groupe ; il en est de même pour l'ensemble des 
collinéations perspectives de même axe. 


Collinéations projectives 

La composée de deux collinéations perspectives n’est 
pas, en général, une collinéation perspective, mais une 
application plus générale appelée collinéation 
projective (déf. 6 p. 141), ou encore application 
projective. 

On montre que toute collinéation projective de P2(IR) 
est la composée d'au plus cinq collinéations 
perspectives. De plus, toute collinéation projective 
s'écrit également comme la composée d’une 
collinéation perspective et d’une bijection affine, en 
désignant par bijection affine de P?(R) une 
collinéation appliquant la plan affine sur lui-même, la 
droite de l'infini restant globalement invariante. 
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Données : Les points À, B, C, D et leurs images 
A', B', C', D’, ainsi que le point P. 
Construire l’image P’ de P. 
U intersection de (A, P) et (C, D) 
V intersection de (A, P) et (B,C) 
W intersection de (A, B) et (C, D) 
Les birapports p = (D, C, U, W) et p' = (D', C', U', W') sont égaux. 
D’où U’, puis V'. De même r = (A, U, V, P) et r’ = (A', U’, V', P’) ont 
A même valeur. D’où P'. (Ici p =- 0,5 et r = 2.) 


Détermination d’une collinéation projective 


1 
En B,, on a un système de coordonnées cartésiennes orthonormal, en B, un système de coordonnées 
cartésiennes obliques. En B}, le quadrilatère O', E1, E}, E' est un trapèze, en B, c’est un quadrilatère 
quelconque. 


Müillage de MOEBIUS 


Détermination des collinéations 


Prop. 4 : L'ensemble des collinéations projectives 
muni de la loi de composition définit un groupe, le 
groupe projectif. 

Pour P?(R), les collinéations projectives donnent 

toutes les collinéations possibles : 


Prop. 5 : Dans P?(R), toute collinéation est projective. 
Cette propriété n’est pas valable pour des espaces 
projectifs plus grands (comme P? (C)) par exemple). 
Suite à la prop. 2, on a : 

Prop. 6 : Toute collinéation projective est parfaitement 
définie par la donnée de quatre points non colinéaires 
trois à trois et de leurs images (vérifiant les mêmes 
conditions). 

La fig. À montre comment construire l’image P' d’un 
point quelconque P en s'appuyant sur la conservation 
des birapports. 

Les collinéations projectives possèdent au moins un 
point fixe et au moins une droite invariante. Si cette 
droite est invariante point par point alors il s’agit 
d’une collinéation perspective. 

Ces propriétés sur les éléments fixes ne contredisent 
pas celles des bijections affines : une bijection affine 
de IR? admet la droite de linfini comme droite 
invariante, et si elle n’a pas de point fixe à distance 
finie, elle admet une direction de droite fixe, donc un 
point à l’infini fixe. 

La notion de figures projectivement congrues 
généralise celle de figures affinement semblables. 


Déf. 4 : Deux figures sont dites projectivement 
congrues si elles peuvent être envoyées l’une sur 
Pautre au moyen d’une collinéation projective. 

Alors que tous les triangles sont congrus par bijection 

affine, tous les quadrilatères sont, d’après la prop. 6, 

projectivement congrus. 

Rem. : Une application pratique importante de la 
prop. 6 est le repérage d’une photographie aérienne 
en photogrammétrie. Toute photographie d’un 
paysage plat représente en effet une projection 
centrale, L'emplacement d’un point quelconque du 
paysage peut ainsi être repéré en respectant les 
birapports à partir du moment où l’on a fixé quatre 
points non alignés. En pratique on recouvre la 
photographie et la carte par ce qu’on appelle un 
maillage de Mogius, suffisamment fin. 


Maillages de MOEBIUS 
Déf. 5 : L'image projective d’un quadrillage affine 
régulier est appelé maillage de Morius. 

Le quadrillage affine régulier est lui-même un 
maillage de MOEBIus. 

Un tel maillage peut être construit dès que l’on s’est 
donné les images 0", Ei, Ez, E; des points (0, 0), 
(1,0), (0,1), (1,1) (exemples fig. B). Pour cela on 
construit les points d’intersection des côtés opposés 
du quadrilatère O', Ef, E3, E3, qui vont donner les 
deux points de fuite par lesquels passeront les 
faisceaux de droites images des deux familles de 


Géométrie / Applications projectives IL 167 


parallèles du quadrillage initial. On détermine aussi 
les deux points de la ligne de fuite correspondants aux 
diagonales du quadrillage, ce qui permet ensuite de 
construire le maillage de proche en proche et 
éventuellement de l’affiner. Ainsi, tout point peut être 
reporté du quadrillage sur le maillage avec la 
précision voulue. 


Couples de points et de droites harmoniques 
On a introduit à la p. 141 des collinéations pers- 
pectives involutives, les homologies harmoniques. On 
les appelle aussi symétries projectives, car elles 
englobent à la fois les symétries affines et les 
symétries centrales. Pour les symétries affines le centre 
de collinéation est à l'infini, pour les secondes l’axe 
est à l'infini, Dans une homologie harmonique, la ligne 
de fuite et la ligne neutre sont confondues. 
Si P et P' sont images l’un de l’autre, et si (P, P') 
coupe laxe a en À, alors les couples de points (P, P’) 
et (Z, A) sont dits harmoniques d’après la déf. de la 
p. 141. Du fait de l’invariance du birapport on a : 
(Z,A, P, P') = (Z, A, P', P) 


Mais d’autre part, à cause de la déf. 3, le second 
birapport est inverse du premier. Ceci n’est possible 
que si leur valeur est — 1 car + 1 entraînerait P = P' ce 
qui n’est toujours vrai que pour l'identité. 

Pour des couples de points harmoniques, le premier 
couple découpe donc le segment déterminé par le 
deuxième couple de telle façon que les deux rapports 
de partage soient opposés (c’est ce qu’on appelle une 
division harmonique). 

Inversement, si pour quatre points alignés Z, À, P,.P" 
on a (Z, A, P, P’) = — 1, alors toute homologie de 
centre Z et d’axe passant par À, qui envoie P sur P’, 
est harmonique. 

À cause de l’invariance du birapport, deux couples de 
points alignés en division harmonique sont envoyés 
par une collinéation projective sur deux couples de 
points alignés en division harmonique. On a le même 
résultat pour deux couples de droites concourantes en 
division harmonique (8,82) et (8384), c’est-à-dire 
quatre droites passant par un même point $ et telles 
qu’une droite ne passant pas par $ les coupe selon 
deux couples de points en division harmonique. 


Sections d’un cône de révolution 

Les coordonnées projectives d’une droite vérifient 
une équation linéaire. Dans P?(IR) on s'intéresse aussi 
aux ensembles de points, dont les coordonnées 
projectives annulent une forme quadratique (voir 
p. 143), ainsi qu’à leurs images projectives. Le cercle 
en particulier appartient à cette famille. Ses images 
par projection centrale peuvent être obtenues comme 
sections planes d’un cône de révolution. Il s’agit 
d’ellipses, de paraboles ou d’hyperboles, selon que la 
courbe contient zéro, un ou deux points à l'infini. Si 
Pon ne fait plus de distinction dans P?(R) entre les 
points réels et imaginaires, alors on obtient un type de 
courbe qui est conservé par les collinéations 
projectives. 
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La base orthonormée (e;, ë) a pour image une base orthonormée (€Y, es). 


Le vecteur Ù = x, €, + x, €, a pour image le vecteur 


V'=xer te Xe +X en. 


Sie} = cos qe, + sin qe, on a : 


č, = cos (p+ € A De + sin (p+ e Z )e,. Donc: 


1l- ali) 4 _[{ cosp -esing 
ira(rijoae| > 


sing Ecos p 


A est une matrice orthogonale et det À = €. 


Rotation d’angle ọ (e = 1), retournement d’axe D (e =- 1). 


Écriture matricielle d’une collinéation affine 
La notion de coordonnées d’un point dans un plan 
affine, relativement au repère associé à trois points 
non alignés O, E, E, (O = origine, E, et E, = points 
unitaires) apparaît p. 142 (fig. E). On a également, dans 
le cadre du plan R? (p. 151), introduit la notion de 
bipoints équipollents, permettant de retrouver la structure 
vectorielle de R?. Dans ces conditions (O, &,, &), où 
O est un point et (é, &) une base de Pe.. IR?, est un 
repère R du plan R? : OE, = &, OE, = é, . Tout point 
P de IR? est défini biuniv. par ses coord. (xi, x2) : 
OP =x, €, +x, €. Un changement de „coord. se fait en 
définissant un autre repère R' = (0', č h, č, 2) explicité 
par rapport à R. En posant OP'= x{ 6} + x; 6} une 
simple identification montre que : 


mt) , où (a, P), resp. (y, à) 


sont les comp. de &}, resp. €, dans la base (&,, €,) et 
(ui, th) les coord. de O' dans R. On a 

að- By# 0 < (či, € 3) est une base (pp. 89, 91). Toute 
transformation de IR? , P —> P’, définie dans R par 
ÿ=MX+ (x, y matrices colonnes des coord. de P, 
resp. P', dans R, M matrice fixée dans GL, (R )), 
1 fixé dans Wh, (IR), est définie de façon analogue dans R'. 
Soit alors une affinité f de rapport k E IR’, d’axe a, de 
direction donnée par g, droite sécante à a. En posant 
{0} = ang et en choisissant £, E a\{0 }, Ez E g {0}, 
l'image P' (y, Y2) de P (x, X2) par f est donnée par 
y =A x dans R = (O, &, &) avec A = P Û | 

fest donc une transformation du type précédent. 
L'ensemble de toutes les transformations définies 
dans un repère R par y=Mx +1, M EGL, (R), 

1 EM, (R), est un groupe G pour la Loi de compo- 
sition, La structure euclidienne du plan IR? permet de 
préciser G, qui est indépendant du choix de R. Le 
choix d’un repère orthonormé R, = (O, &, €), où 

OE, = OE, = 1, dr (O, E,) L dr (O, E;) contribue à 
démontrer (cf. déf. 6 et prop. 2 p. 163) le théorème : 


Th. : Le groupe des collinéations affines de R? est G, 
ensemble muni de la loi de composition des 
transformations de R? définies dans un repère arbi- 
trairement choisi par y = Mx +t. 

Rem. 1 : La transformation y= Mx +0 „peut se 
ramener à y= Mx s’il existe un point fixe xg: 

X= Mxatt doù y- XF M(x- SAA 

Donc x, est sol. de (M — I) X=- f. Soit 

det (MAI) = P (À) le polynôme caractéristique de M 

dont les racines sont appelées valeurs propres : si 1 

n’est pas valeur propre il y a un point fixe unique. Si 1 

est valeur propre il y a O ou une infinité de points fixes. 


Repères orthonormés 

D’après le th. de PYTHAGORE (p. 163) pour que des 
droites (OP) et (OP') soient orthogonales il faut et il 
suffit que PP"? = OP? + OP'?. Dans un repère 
orthonormé (en abrégé ron) R = (0, RA 2) où 

OP = x é, +X à et OP'= xi & +x} €, la condition 
s'écrit (lerda Qi = ne x) 40-25), 
c.-à-d. x, x1 + x, x = 0 (on retrouve le résultat p. 193). 
Par suite, si on veut que le repère R' = (O, €, é;) expli- 
cité dans le ro.n. (O, €, €) soit un ro.n. il est néces- 
saire et suffisant que &? + °= y? + 0? = 1, ay + Pô = 0 
(cf. supra). Si Pon pose «= cos 6, Be sin 6, 

y= cos p, ô= sin pona p- 0 ež -+ TZ. 


Le changement de r.o.n. le plus en s'écrit donc : 


x,|_[ cos0 -esin0|\fx; ALA 

Ws | sinQ gcos0 Xa t 
€ = 1, Si on oriente le plan (p. 147) R et R’ ont 
même sens si, et seulement si, € = + 1. Les matrices 
p n=l Cse eane) MEME nas 
C(0,e)= | sino cos sont dites orthogonales 
Ce sont les solutions de l'équation : 'MM = Id. Leur 
ensemble est, pour la multiplication, le groupe 
orthogonal O,. On a det C (0, €) = €. Le sous-ens. des 
matrices orthogonales de déterminant + 1 est le sous- 
groupe SO, (groupe spécial orthogonal). SO, est 
isomorphe à R / 2x Z . 


, VER, 


Isométries 
La première isométrie introduite est le retournement, 
i.e. une affinité de rapport - 1, avec g L a (cf. supra). 
Dans un ro.n. associé on a donc la relation 
y =C (0, = 1) ¥ . Dans un roun. de base orthonormée 
quelconque, mais d’origine € a, on a donc par 
changement de coord. : y'= C (p, - 1) x” (ill. A). Le 
produit de deux retournements d’axes de même direction 
est une translation de direction perpendiculaire (p.150). 
On a facilement, dans un repère quelconque : ÿ = X +f. 
L'ensemble des translations a une structure de groupe 
commutatif additif isomorphe à (R°, +). Le produit de 
deux retournements d’axes concourants en un point O 
est une rotation de centre O (p.150). Dans un ro.n. quel- 
conque d’origine O, cette rotation s’écrit ÿ = C (p, 1) ¥ 
(ill. A). L'ensemble des rotations de centre O est, pour 
la loi de composition, un groupe isomorphe à SO, 
Le produit (composition) d’un retournement par une 
translation parallèle à son axe est un glissement- 
retournement (p. 150). Il peut s’écrire simplement 
y =C (0, — 1) X+ t č, dans le r.o.n. (O, ĉn &), tE R'. 
Toute isométrie est un des ex. cités. L'ensemble des 
isométries X est un groupe pour la loi de composition. 
Ce groupe est décrit par la transformation 
Y=C(BE)X+i,0ER,e=x+1, (EM, (R), dans 
un ro.n. fixé. Pour € = 1 on a le sous-groupe D des 
déplacements . X \ D est lens. des antidéplacements 
(e=-1). 
Similitudes 
Elles s’écrivent dans un r.o.n. : 
Y=kC(8,€)x+1,kER;. Pour k = 1 on retrouve les 
isométries. Pour k # 1 il y a un point fixe, car 1 n’est 
pas valeur propre de la matrice KC (0, €). On se 
ramène donc à J= kC (0, £) X. Si 0E xZ, on a une 
homothétie : ÿ = k Id X . Sinon on a une similitude 
directe pour € = + 1 ( produit commutatif d’une 
rotation et d’une homothétie de même centre), et une 
similitude indirecte pour € = — 1 dans un r.o.n, 
(produit commutatif d’un retournement d’axe a et 
d’une homothétie centrée sur a) (cf. p. 156). L'ensemble 
des similitudes est un groupe pour la loi de 
composition (groupe des collinéations orthogonales). 
Une similitude multiplie les aires par 2. 
Autres bijections affines 
On a y = Mx +1 dans un ro.n. (O, &, &) où M n’est 
pas de la forme #C (0, €). S'il y a un point fixe, on se 
ramène à y = Mx dans un roun. (O', &, &). On peut 
démontrer qu'il existe un r.o.n. de même origine où : 
Y'=C(0,€)D x", 


D= (80), 0,02 nt on a 


ÿ'= aC(0, €) l oiz , composition d’une affinité 


orthogonale par une similitude. S’il n’y a pas de point 
fixe, c’est que 1 est valeur propre de M. Il y a donc 
une deuxième valeur propre réelle x. Si x » 1, il existe 
deux vecteurs unitaires indépendants w W, et W, tels gue 
M W = = wy M W, = u W. On peut trouver un repère 
(O', Wi, W) non orthonormé en général, où 

ki [ 10 


y'= 0 ale x'+ [e]: On a le produit commutatif 
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d’une affinité par une translation parallèle à l’axe à 
Paxe de l’affinité. 

Six = 1, il existe un r.o.n. où l’on peut écrire (a # 0) 


y= Maz [0 ]: En posant z’ = | à Jr 


vient l A 0 15 z'+ (2): La transfomation 

X'— Z' est une symétrie oblique par rapport à l’axe 

a des abscisses (affi inité de rapport — 1), et la transfor- 

mation Z’ —> y un retournement par rapport à une 

perpendiculaire à a. 

Rem. 2 : D’une manière générale si M E M, (K), K 
corps commutatif, n € IN 1 ei si M possède p valeurs 
propres distinctes A, À, … À, simples ou multiples 
(p. 96) on introduit les sous- ens. de vecteurs F, 
définis par WE Fe (M-21)w= ©. Ce sont des 
S.€.V. # {0}. Chaque F; est le S.C.V. propre associé à 
la valeur propre A, Toute famille (W, … W,), telle 
que Vj, W; E F;\ {0}, est libre. 

Rem. 3 : La transformation y= MX +i multiplie les 
aires par |det M| (voir p. 201 déterminant et 
polynôme caractéristique d’une application linéaire). 


Collinéations projectives dans P?(R) 
On a introduit les coordonnées homogènes d’un point, 
d’une droite dans un plan projectif (pp. 143, 145). 
P?(IR) est le plan projectif réunion de IR? et de la 
droite de l'infini Da. Si '(Xo, Xy X2) # O désigne un 
point de P?(IR), il s'identifie au point de IR? défini, si 
x 
Xo »* 0, par (à xÿ x 
dans la direction du vecteur V (x, x). L’éq. d’une droite 
de P?(R) est (to, tty, t3) "(Xo Xi, X2) = 0. D, a pour éq. 
X = 0. Ses coord. sont (1, 0, 0), à un facteur multi- 
plicateur près non nul. Une droite (to, u,, t) # D, est 
la réunion d’une droite de IR? et de son point à l'infini 
(0,4, = u). 


B 
si(” }= P Hii 4 + | ii | est une collinéation affine 
2 2 


de R?, elle est la restriction à IR? de la collinéation 


%\ [100\/x, 
projective | y, |=| £, @ B || x, |, en abrégé Y = LX. 
» t, Y Ôj |X 


Toute collinéation projective est définie par une 
matrice inversible L de WE (IR) connue à un facteur 
multiplicateur près # 0 : Y = LX. L'ens. des 
collinéations projectives a une structure de groupe 
isomorphe à celui des matrices de Wh (IR) de det + 1. 
Toute collinéation projective transforme bijectivement 
un point en point et une droite en droite. 

Un point fixe d’une collinéation projective satisfait à 
LX = ÀX, AE R',X # 0 : comme L est réelle de dim. 
3 x 3, son polynôme caractéristique est réel de degré 3 
et admet au moins une racine réelle non nulle (L 
régulière). Un vecteur propre associé définit donc un 
point fixe. Les points fixes que l’on peut construire à 
partir de L sont également ceux qu’on obtient à partir 
de uL, u # 0. De même il y aura au moins une droite 
fixe, obtenue en résolvant À U = UL, où 

U = (tip, 3, u) # 0. 


Xy 
à). Si x, = 0 c’est le point à l'infini 
0 
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Construction du triangle équilatéral, du carré, du pentagone régulier 


Polygones inscrit et circonscrit 


Tétraèdre Cube 


Nom des polyèdres 


Tétraèdre rég. 

Cube (hexaèdre rég.) 
Octaèdre rég. 
Dodécaèdre rég. 
Icosaèdre rég. 


Polyèdres réguliers 


Octaèdre Dodécaèdre Icosaèdre 


Nombre (et nature) des 


4 (triangles équ.) 

6 (carrés) 

8 (triangles équ.) 
12 (pentagones rég.) 
20 (triangles équ.) 
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Polygones réguliers 

Dans le plan R°, on peut associer à chaque segment 
un nombre réel, longueur de ce segment (p. 50). Cette 
relation ne s’étend pas sans considérations supplé- 
mentaires aux courbes. L'exemple du périmètre d’un 
cercle montre comment une définition de la longueur 
d’une portion de courbe est possible dans certains cas. 
Grâce à l’analyse on pourra généraliser la méthode. 
Un n-polygone régulier (n > 2) est un polygone fermé 
(p. 161) avec n sommets qui délimitent des côtés 
égaux et des angles internes de même mesure. Tout 
polygone régulier possède un cercle circonscrit qui 
passe par chacun de ses sommets et un cercle inscrit 
qui est tangent à chacun de ses côtés. Les centres de 
ces deux cercles sont confondus. Soit un cercle donné 
par son centre M et son rayon r : il existe, pour tout 
n > 2, un (et un seul à une isométrie près) n-polygone 
régulier inscrit dans ce cercle. Dans certains cas, on 
peut le construire à la règle et au compas (voir p. 115 
et ex. en fig. A). Un calcul, non trigonométrique, 
permet alors d'évaluer le côté c, en fonction de r et de 
n. On en tire le périmètre p, = nc, du polygone. Pour 
le rayon du cercle inscrit, on applique le théorème de 
PYTHAGORE : 


» \2 c, 2 


LE 
Ph ‘ 
on obtient un autre n-polygone, circonscrit au cercle 
de départ, de côté c; et de périmètre p’, : 


Par l’homothétie de centre M et de rapport k, = 


CL tour . 
C= S Cr PrE Dy fig. B). 
"= p, P= p, Ph (fig B) 


Soient A et B deux sommets consécutifs du 
n-polygone inscrit : la demi-bissectrice intérieure 
de l’angle X AMB coupe le cercle en un point, qui 
forme avec A et B trois sommets consécutifs d’un 
2n-polygone inscrit. La longueur de ce côté c,, est elle 
aussi calculable grâce à la formule d'EUCLIDE pour un 
triangle rectangle : 


ch = 2r (F= Pp), Cm =F Ÿ 2( -= Bn) (fig. B). 


Périmètre d’un cercle 


On considère à présent un polygone régulier à n côtés 
(par exemple n, = 6, pour lequel c, = r) et on forme 
une suite de polygones par doublements successifs du 
nombre des côtés. La suite d’intervalles ((p, p’ )) avec 
n = n 2, k EN représente une suite d’intervalles 
emboîtés (p. 63). On s’apercevra aisément que 

Pan > Pn À Pan < Pm Et que la suite pi p, converge vers 
zéro. Cette suite d’intervalles emboîtés détermine un 
nombre réel (p. 63). Celui-ci est indépendant du choix 
de 7. En effet, si Pon commence une autre suite avec 
my et une troisième avec rm, la première suite et la 
troisième d’une part, la deuxième et la troisième 
d'autre part formeront deux suites d’intervalles 


emboîtés équivalentes au sens de la déf. de la p. 63. 
Le nombre réel ainsi déterminé est plus grand que le 
périmètre de n’importe quel polygone inscrit dans le 
cercle et plus petit que le périmètre de n’importe quel 
polygone circonscrit au cercle. Il est appelé périmètre 
du cercle. Si r = 1, la moitié du périmètre est désignée 
par x. Pour un cercle quelconque, on a donc p = 2. 
La méthode est très commode pour la déf. du 
périmètre d’un cercle et pour la démonstration de son 
existence; mais elle est très peu pratique. ARCHIMÈDE 
a fait le calcul jusqu’au polygone à 96 côtés et trouvé 


10 10 
3+ 7 $"< 3+ 70 
L'analyse donne de bien meilleures méthodes. Par un 
développement en série on a calculé x à l’aide d’un 
puissant ordinateur au-delà de 100 000 décimales, 
x = 3,141592653589793... LINDEMANN a démontré 
que x est un nombre transcendant. Il en résulte 
qu'avec la donnée du rayon r, la construction d’un 
segment de longueur le périmètre du cercle est 
impossible avec une règle et un compas (rectification 
de la circonférence d'un cercle, p. 115). 


Aire d’un disque 

En formant cette fois-ci les suites des aires des 
polygones réguliers inscrits et circonscrits au cercle, 
A, et A; on trouve A, = J Dah = A p Les 


intervalles (4,, À, ) avec n = n 2, k E N forment une 
suite d’intervalles emboîtés, dont la longueur tend 


vers 0. Le nombre réel ainsi obtenu A = A p=xr est 


appelé l’aire du disque. Les formules relatives à la 
longueur d’un arc de cercle et à Paire de portions de 
disque les plus courantes sont données en fig. C. 


Polyèdres réguliers 


Une extension de ces concepts à l’espace IR? conduit, 
par analogie avec les polygones réguliers, aux 
polyèdres réguliers. Ils sont délimités par des 
polygones réguliers égaux. Les arêtes concourantes en 
un même sommet forment des figures directement 
isométriques. Comme un n-polygone régulier peut 
être divisé en n — 2 triangles, la mesure d’un 
angle intérieur au polygone régulier est 

n—2 

n 

rencontrent au moins trois faces. Puisque la somme 
d’angles de même sommet ne peut dépasser 360°, on 
ne peut avoir que 3, 4 ou 5 triangles, 3 carrés ou 3 
pentagones réguliers. Il n’y a donc que cinq polyèdres 
réguliers possibles (fig, D). 

Etendre la méthode de l’approximation du cercle par 
les polygones réguliers à celle de la sphère par les 
polyèdres n’est donc pas possible si l’on ne considère 
que les polyèdres réguliers. 


180°. En chaque sommet du polyèdre se 
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& +1)(2n+1 à 
Grâce à la formule D k= i G Dq de 10 , on obtient les volumes 
KZI 


des solides en forme d’escalier à # marches, inscrits et circonscrits : 


h n-i k? _ Bh n-i 29 1 CD 
v, mae an A“ =z Bh(1-p)(1-35) 


vit $ B ef (ie) 


Prisme V =Bh 

Cylindre à base circulaire V =xr2h 

Cylindre droit E = 2xrh 

à base circulaire 

Pyramide V =4 Bh 20 

Pyramide tronquée V =ih (B, +/B,B, + B) 
h 


Cône à base circulaire V =ġnr 
Cône de révolution E =nrs 
Cône tronqué V =hnh(r?+rir+ ri) 


Détermination du volume d’une demi-Sphère 


Segment sphérique 


à base circulaire 
Cône tronqué de révolution E = x (r, +r2)s 
Sphère V =4nr, À = 4nr? 
Segment sphérique V =kxh?(3r—h) 
=À rh (3r? +h?) 

E =2rrh=n(r?} + h?) 
Secteur sphérique V =$rr°h 
Zone sphérique V = $nh(3r? + 3r} +h?) 
C E =2rrh 


Secteur sphérique 


Formules de calcul pour les solides 


Somme 


AT Le 
{ | X 
e PA ( (n-1) 
ne | 


de dim. (n 1) 


« Surface » À, 
de dim. (n — 1) mesurée par 


« Volume » V, de 
dim, n mesuré par 


#=i 
7. Yn ? SL nV, 
-T oom, sin pair Sr, sin impair r 


-a 
pair i 


Polytopes réguliers, volumes et surfaces des sphères de dimension » 
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Prisme et cylindre 

Dans l’espace, la réunion des polygones (p. 161) 
déduits d’un polygone P par les translations de vecteur 
tv, t E [0, 1], v vecteur non nul et non parallèle au 
plan de P, est un ensemble de points appelé prisme. 
Le contour du polygone engendre une surface appelée 
surface latérale du prisme. P et son image P' par la 
translation de vecteur Ÿ sont appelés bases, leur 
distance hauteur du prisme. Si le vecteur de translation 
est orthogonal au plan de P, le prisme est dit droit. 

Si Pon étend la notion d'égalité par décomposition 
des polygones aux polyèdres, dont le prisme est un 
cas particulier, on voit que deux prismes droits de 
bases égales par décomposition et de même hauteur 
sont décomposables en prismes droits égaux. La 
détermination du volume d’un prisme se ramène dans 
ce cas à celui d’un parallélépipède rectangle (prisme 
avec arêtes perpendiculaires 2 à 2), ce volume se 
calculant suivant la déf. 2 et la rem. 1, p. 161, par 
comparaison avec le cube unité : V = Bh, où B est 
Paire de la base du prisme et A sa hauteur. 

Cette formule reste valable pour un prisme 
quelconque et peut s’établir par décomposition des 
volumes, en trois étapes : 


(1) Tout prisme de base un parallélogramme est égal 
par décomposition à un parallélépipède rectangle de 
base de même aire et de hauteur égale. 


(2) Tout prisme à base triangulaire est égal par 
décomposition au prisme précédent, ayant pour 
base un parallélogramme de même aire que celle du 
triangle et de même hauteur. 


(3) Tout prisme enfin se laisse décomposer en un 
nombre fini de prismes à base triangulaire de même 
hauteur, dont la somme des aires des bases est égale 
à celle de la base polygonale de départ. 

Si, dans la définition d’un prisme, on remplace le 
polygone P par une base circulaire (rayon r), on 
obtient un cylindre. En considérant le cercle comme 
limite de polygones, on obtient V = xr?h pour le 
volume du cylindre et £ = 2xrh pour son aire latéra- 
les, s’il s'agit d’un cylindre droit. 


Pyramide et cône 

L'union des segments reliant chaque point d’un 
polygone à un point $, non coplanaire avec ce 
polygone, est un ensemble de points appelé pyramide. 
Les points des segments reliant la frontière du 
polygone au point S forment la surface latérale de la 
pyramide. La distance du point $ au plan du polygone 
est appelée hauteur de la pyramide. La détermination 
du volume d’une pyramide est moins aisée que celle 
du prisme. En particulier, on ne peut rien exploiter de 
la propriété d'égalité des volumes par décomposition. 
DEHN a prouvé qu’il existe des pyramides avec des 
bases de même aire et de même hauteur mais qui ne 
sont pas égales par décomposition, On approche alors 
une pyramide par des solides se prêtant mieux aux 
calculs et on définit son volume par des intervalles 
emboîtés. Comme chaque pyramide se décompose en 
pyramides à base triangulaire, il suffit de poursuivre 
la recherche pour ces dernières. Pour une pyramide 
dont le pied de la hauteur se situe à l’intérieur de la 


base, on la découpe par # plans parallèles au plan de 
la base (n E N \ {0}) , la distance entre deux plans 
consécutifs étant constante. Les surfaces d’inter- 
section ont des aires qui se calculent à partir de la 
surface de la base par homothétie de centre $. Le 


ke triangle aura pour aire S, = Hg (p. 157). Ces 
n 


surfaces triangulaires sont les bases de prismes 
extérieurs, resp. intérieurs, au sens large, à des troncs 
de pyramide, sections de cette dernière par des plans 
parallèles à sa base (ill. A). On encadre ainsi le 
volume V de la pyramide par deux suites de volumes 
(V,) et (V,) (n E N \{0}) conduisant à une suite 
d’intervalles emboîtés. Des propriétés simples d’enca- 


drement en analyse donnent le résultat V = À Bh. 


Comme cas limite de la pyramide, on obtient un cône 
de même qu’on avait obtenu un cylindre comme cas 
limite du prisme. C’est pour cela que la formule du 


volume d’un cône à base circulaire est V = 1 ur? h. 
3 


Pour un cône de révolution de génératrice de longueur 
s, Paire de la surface latérale est S = nrs. Elle 
correspond à laire d’un secteur de cercle de rayon s, 
avec un arc de longueur 2xr que l’on aurait découpé et 
déformé pour obtenir la surface latérale du cône. 


Rem. : Les formules de volumes Bh, resp. Len sont 


également valables pour tout cylindre, resp. tout 
cône, ayant pour base une surface plane limitée par 
une courbe de JORDAN C (cf. p. 393). L'aire latérale 
d’un cylindre droit est Al, si C est rectifiable de 
longueur / (cf. p. 395). 


Sphère 

La définition et le calcul du volume d’une sphère se 
font comme pour la pyramide, par découpage par des 
plans parallèles. ARCHIMÈDE avait déjà, par une 
méthode voisine, déterminé le volume de la sphère. I 
avait remarqué qu’une demi-sphère et un cylindre, 
diminué d’un cône inscrit convenable (fig. B), 
avaient des surfaces de découpe de même aire dans le 
cas d’une section par un plan parallèle à leur base 
commune, et par conséquent avaient même volume. 
La surface d’une sphère est approchée en la découpant 
en zones par des plans parallèles, Paire de chaque 
zone élémentaire étant assimilée à Paire latérale d’un 
tronc de cône de révolution de même base que la 
zone. Les formules relatives à la sphère, aux portions 
de sphère et autres solides se trouvent dans le tab. C. 


Rem. 1 : Dans le calcul intégral, les méthodes 
d’approximation précédemment vues pour les 
longueurs de courbes, les surfaces et volumes, 
seront approfondies et les calculs plus développés. 


Rem. 2 : L'étude de polyèdres, et de solides qu'ils 
permettent d'approcher, se généralise à des espaces 
de dimension supérieure. Les analogues des 
polyèdres en dim > 3 s'appellent polytopes. Le 
tab. D montre les données relatives à tous les 
polytopes réguliers dans IR” (n = 4) et les formules 
relatives aux sphères de dim. n (kypersphères). 
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Plan de 
la projection 
Plan de frontale 


la projection 
de profil 
X2 
Plan de la projection 
horizontale 


Traces d’une droite et traces d’un plan 


Données : Plan € par ses traces A, et Vp 


droite d par ses projections d' et d”. 
Cherché : Point d’intersection S de £ et de d. 


On utilise une droite auxiliaire A qui est 
contenue dans £ et possède la même trace 
horizontale que d. 


C 


Point d’intersection d’une droite et d’un plan 


F”, E” 


Données : Plan £ par ses traces A, et vo, 
point P par ses projections P’ et P”. 
Cherchés : 1) Pied $ de la perpendiculaire à € 
passant par P. 2) Longueur PS. 
gr 


I\ 
` 


SSL 


S'S* = wS" 


l' L hp l" L v, construction de S selon 
D fig C:PS=P*S", 


Perpendiculaire à un plan passant par un point 


But de la géométrie descriptive 

La géométrie descriptive a pour but la représentation 
des figures de l’espace dans le plan R°, de façon à 
retrouver facilement les caractéristiques d’origine. 
L'emploi de projections permet de représenter les 
points (resp. les droites) par des points (resp. des 
droites). 

Dans le cas des tableaux, des photographies ou des 
images de l’œil humain, il s’agit de projections 
centrales. Pour les dessins techniques et les 
représentations de solides en mathématiques, on 
préfère les projections parallèles. Ces applications 
procurent en général une bonne vision de l’espace, 
mais ont l’inconvénient de ne pas être bijectives. La 
géométrie descriptive remédie à cette insuffisance, 


Coordonnées dans l’espace et projections ortho- 
gonales 


Si Pon munit l’espace d'un système orthonormal de 
coordonnées cartésiennes, on peut attribuer 
bijectivement à chaque point P d’une figure un triplet 
(Xi X» X3) de nombres réels (fig. A,). On les appelle 
dans l’ordre abscisse, ordonnée et cote. 

Pour la détermination d’un polyèdre (p. 241), la 
connaissance des coordonnées des sommets et la 
donnée des arêtes suffisent. Même pour certaines 
structures beaucoup plus complexes, la donnée d’un 
nombre fini de coordonnées et d’éléments est 
suffisante. 

On a l’habitude de présenter le système de coordon- 
nées de la façon suivante : l’axe des x, orienté vers 
l'avant, l’axe des x, vers la droite et Paxe des x, vers 
le haut. 


Déf, 1 : Par projection orthogonale d’un point P(x,, x, x) 
sur les plans de coordonnées, on obtient la 
projection horizontale P'{x,, x» 0), la projection 
frontale P"(O, x,, x,) et la projection de profil 
Pr 0, x) (fig A). 

Sur la projection frontale (resp. horizontale), on fait 

apparaître en traits pleins les arêtes visibles de face 

(resp. de dessus) ; celles cachées sont en pointillé. 

On rabat la projection horizontale autour de l’axe des 

X, vers le bas, dans le plan frontal, et pareillement 

pour la projection de profil autour de laxe des x,, vers 

la droite s’il s’agit d’une vue de gauche, vers la 
gauche si c’est une vue de droite, L'axe des x, est la 
ligne de terre ; P' et P” sont sur une ligne de rappel, 

P” et P" sur une ligne de rappel de profil. 


Couplage de deux projections orthogonales 


Dans la représentation décrite ci-dessus, le triplet de 
points (P', P”, P'") permet de retrouver sans équi- 
voque la position dans l’espace du point P, Mais deux 
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seulement des projections de ce point suffisent. En 
général, on choisit les projections horizontale et 
frontale et on nomme ce mode de représentation 
projection sur deux plans. 

L'application x : IR? — IR? x IR? définie par P — (P', P”) 
est bijective. Suivant la forme et la position de la 
figure à représenter, on peut gagner en lisibilité en 
complétant par une projection de profil. Celle-ci n’est 
pas systématiquement utilisée. 

Toute droite de l’espace est représentée par un couple 
de droites (d', d”) sur les deux plans de projection, 
dans certains cas, par un point et une droite. 


Prop. 1 : Deux droites se coupent si, et seulement si, 
les points d’intersection de leurs projections se 
trouvent sur une même ligne de rappel. 

Déf. 2 : Le point d’intersection d’une droite d avec le 
plan horizontal, resp. le plan frontal, est appelé 
trace horizontale H, resp. trace frontale V (fig. B,). 

Déf. 3 : La droite d’intersection d’un plan € avec le 
plan horizontal, resp. frontal, est appelée trace 
horizontale hy, resp. trace frontale v, (fig. B;). 


Prop. 2 : Les traces horizontale et frontale d’un plan 
se coupent sur l'axe X, ou lui sont parallèles. 


Prop. 3 : Si une droite d est contenue dans un plan €, 
alors les traces de d se trouvent sur les traces 
horizontale et frontale du plan. 


Déf. 4 : Les droites parallèles au plan horizontal 
s'appellent droites horizontales, celles parallèles au 
plan frontal droites frontales. 


Prop. 4 : Si une droite d est perpendiculaire à un plan 
e, sa projection horizontale est perpendiculaire à la 
trace horizontale de £, sa projection frontale est 
perpendiculaire à la trace frontale de €. 


Prop. 5 : Les projections frontale et horizontale d'une 
figure située dans un plan qui n'est ni parallèle à 
laxe des x, ni parallèle à l'axe des x, sont affines 
(p. 161). 


En géométrie descriptive, il existe de nombreuses 
méthodes de construction de points d’intersection, de 
perpendiculaires, de parallèles, de détermination des 
longueurs réelles de segments, d'angles, etc. La 
construction des ombres et des intersections de 
surfaces peut nécessiter des connaissances 
géométriques approfondies, La fig. C montre en 
exemple la construction du point d’intersection d’une 
droite et d’un plan, donnés par leurs traces. Dans la 
fig. D, c’est un plan et un point P qui sont donnés. I 
faut construire le pied $ de la perpendiculaire au plan 
passant par P. Pour la détermination de la distance 
entre le point et le plan, on a rabattu le plan vertical 
contenant PS sur le plan horizontal. 
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A; A'(5) B' (5) 


E'(5) 


Az 


Projection cotée (A.) et représentation avec lignes de niveau d’une toiture (A3) 


Construction des projections 
des points unités 
B; 


Application axonométrique orthogonale 


Image du cube unité 


Perspective militaire 


App. dimétrique 


avec  2e,=e=e, 
et a=42°, B=7°. 
D b 


[= 


Application axonométrique oblique 


Représentations axonométriques usuelles 


i 


Projection cotée 

Une autre possibilité pour compléter une projection 
orthogonale en une application bijective est de 
rajouter entre parenthèses à la projection horizontale 
P' d’un point P sa cote x. P'(x;) s'appelle la 
projection horizontale cotée de P. L'association 
P — P' (x) définit une application bijective, nommée 
projection cotée. y 

Cette forme de projection s'applique essentiellement 
aux représentations de surfaces de l’espace, dont les 
projections horizontales ne présentent pas de superpo- 
sitions, par ex. des toits (fig. A,), des pentes, des 
terrains. Sur certains types de carte, on relie les points 
possédant la même cote, ce qui définit une ligne de 
niveau (fig. A, pour la surface du toit de la fig. A,). Si 
on utilise des cotes qui se suivent à intervalles 
réguliers, on gagne en lisibilité pour les surfaces 
représentées, celles-ci étant d'autant plus pentues que 
la densité des lignes de niveau augmente. Une courbe 
qui coupe toutes les lignes de niveau orthogonalement 
(trajectoire orthogonale) s’appelle une courbe de plus 
grande pente. 


Application axonométrique orthogonale 


Déf, 5 : Une projection parallèle d’un volume et d’un 
repère orthonormal sur un plan est une application 
axonométrique parallèle, la figure obtenue étant la 
projection axonométrique parallèle. 


Le cas de l'application axonométrique orthogonale, 
où la projection est orthogonale, est important (Pt) 
image de P). Si les axes coupent le plan de la figure, 
qui est le plan de la feuille de dessin, en X,, X, et X, et 
si O est l’image de l’origine, alors il ressort de la 
prop. 4 que OÙ est l’orthocentre du triangle XXX}. 
Ce dernier est toujours à angles aigus, donc O® est à 
l’intérieur du triangle. On positionne le dessin de telle 
manière que OX? pointe vers le haut. La fig. B, 
montre la construction des images Et, E,™ des 
points unités, par rabattement des triangles O®X,X, et 
OXX. On a ensuite représenté le dessin du cube 
unité. On remarque que l’on peut construire l’image 
d’un point donné de coordonnées quelconques (fig. 
B,). On obtient une application bijective lorsqu'on 
associe à tout point P le couple de points (P®, P'™) de 
sa projection axonométrique orthogonale et de la 
projection axonométrique orthogonale de sa 
projection orthogonale sur le plan (O, x,, x3). On 
pourrait de même utiliser les projections axonomé- 
triques orthogonales des projections orthogonales de 
P sur les plans (O, xz, x3) et (O, x3, x). 


Application axonométrique oblique 


On convient pour les applications axonométriques 
parallèles quelconques, dites applications axonomé- 
triques obliques, du choix des images de l’origine et 
des points unités du système de coordonnées (P( 
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image de P). Ces images, simplement, ne doivent pas 
appartenir à une même droite, sans autre restriction. 
On a la prop. de POHLKE : 


Prop. 7 : Si quatre points O9, E®, E9, ES d'un 
plan ne sont pas sur une même droite, on peut les 
considérer comme les images de l'origine et des 
points unités d’un repère orthonormal dans une 
projection parallèle. 


On laisse à nouveau laxe OME,0 pointer 
verticalement vers le haut. On désigne les angles entre 
OSEO, resp. OVE, et la droite, prise horizontale 
XX, (fig. B,) ,par a, resp. B, les longueurs des 
projections OME,9, OSEO, OVE,®, par ei, €, e3 
(fig. C). En dehors des angles, ce sont les rapports de 
ces longueurs qui sont fondamentaux. On peut choisir 
des rapports de longueurs et des mesures d’angles 
quelconques mais certains choix sont préférés. Si 
e, = & = 6, l'application est appelée isométrique, si 
seulement deux longueurs sont égales, dimétrique, et 
si les longueurs sont toutes différentes, trimétrique. 
Une appl. avec e,= e, et B = 0° est appelée 
perspective cavalière. Si e, = e, et œa + B = 90°, on 
parle de perspective militaire, D'autres applications 
appréciées sont les isométriques avec a = ß = 30° et 
les dimétriques avec 2e, = e, = e,, a = 42° et B = 7° 
(fig. D). Dans ces deux derniers cas, on a une 
impression de vision rapprochée. Cela peut apporter 
des facilités de compréhension lors de travaux de 
construction. On a par ex. comme image axonomé- 
trique oblique d’une sphère une ellipse, un cercle pour 
une application axonométrique orthogonale. 


Rem. 1 : Les indices supérieurs (x) et (s) sont 
souvent abandonnés pour une meilleure lisibilité. 


Rem. 2 : Si l’on passe des projections parallèles aux 
projections centrales, on peut construire de même 
des projections axonométriques centrales. 


Conception d’une carte 


On rencontre des problèmes pour la représentation 
plane d’une surface sphérique, par exemple la surface 
terrestre, Une telle représentation n’est pas possible 
sans déformation. On ne peut pas reporter toutes les 
longueurs à l'échelle (conservation des longueurs). 
On peut cependant choisir de conserver soit les 
mesures d’angles (conservation des angles) soit les 
aires à l’échelle (conservation des aires), où d’autres 
propriétés. 

Parmi les procédés cartographiques, on peut citer les 
projections, directement dans le plan (projection 
stéréographique : ex. p. 66, C) ou sur la surface d’un 
cône ou d’un cylindre, que l’on applique ensuite sur le 
plan (carte conique ou cylindrique). On utilise encore 
d’autres méthodes (par ex. la représentation de 
MERCATOR, qui conserve les angles ; bien que dite 
projection de MERCATOR, elle n’en est pas une). 
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OË,=0E,=0Pz=1 
P (cos à, sinia) 
T, (1, tana) 

T, (cotan @, 1) 


B OT, = |cosec a| 


Sinus d’un angle 


Signification géométrique des fonctions trigonométriques 


La traduction analytique 


r| cos 8 on 


—sinff cosf 

d’une rotation vectorielle d'angle — B se déduit facilement, pour 
les angles aigus B, de la définition des fonctions trigono- 
métriques (voir p. 168, A). On considère le vecteur 


2i | cosa ) 
sing 

et on obtient comme coordonnées du vecteur image : 

cos (& - p) = cos a cos B + sin æ sin p, 

sin (af) = — cos a sin f + sin & cos f 


cotan œ 


a 
611 
fui 
4 
2 
ne 
1)! ô 
Siae b5] ona: 
: p tang 1 
sing = 1—cos’« = mn cesan 
v /1+tan?o Vi+ cotan? g 
E E 
Vi ttan  Vitcotn?a 
V1 — cos?a I 
== ž tan =— - 
cosa cotan « 
cosg 1 
= gr oee = cotang 
V1 -— cos?g tang 


Graphes des fonctions trigonométriques et formules de transformation 


Fonctions trigonométriques 

Certains problèmes de géométrie conduisant à Pétude 
d’un triangle rectangle peuvent être résolus par le 
calcul grâce aux théorèmes de PYTHAGORE et 
d’EUCLIDE. D’autres problèmes demandent des 
relations entre des longueurs de segments et des 
mesures d’angles, ce qui est possible grâce aux 
fonctions trigonométriques. 

La meilleure manière de les introduire est de 
considérer des angles inscrits dans un cercle. De la 
prop. 7, p. 153, on déduit que des angles œ de même 
mesure s'appuient sur des cordes de même longueur. 
Puisque les mesures d’angles et les rapports de deux 
longueurs de segments sont invariants par homothétie, 
le rapport a:d de la longueur de la corde au diamètre 
du cercle ne dépend que de la mesure de l’angle œ 
(fig. A). La fonction ainsi définie pour 0 < à < F par 


a — a : d s'appelle fonction sinus. On écrit a : d = sin a. 
Pour un angle aigu, on peut s'arranger pour qu’un des 
côtés soit le diamètre d’un cercle, et obtenir ainsi un 
triangle dont le troisième côté est la corde définie par 
Pangle. D’après la propriété de THALÈS, ce triangle est 
droit, et le sinus de l’angle est le rapport entre le côté 
opposé à l'angle et l’hypoténuse (fig. A). On peut 
introduire sin & grâce à ce rapport et indépendamment 
du cercle, De même manière peut être introduit le 
rapport entre le côté adjacent à æ et l’hypoténuse. 
Cela donne le sinus de langle complémentaire (à z ) 


de a, que l’on note cos æ. On généralise la définition 
de sin & et cos & par une méthode numérique grâce 
aux formules : 

(1) sin (a p) = sin a cos P- cos a sin p, 

(2) cos (a - p) = cos a cos B + sin æ sin f, 

que l’on détermine facilement pour des angles aigus 
(fig. C). La formule 

na] 

a 


(3) lim | 
a 0 

est valable si on utilise l’unité radian pour la mesure de 
l'angle : elle traduit le fait que la longueur d’une corde 
et celle de l’arc correspondant sont égales asymp- 
totiquement pour des angles positifs petits. Si l’on 
applique les formules précédentes à un couple (f, g) de 
fonctions réelles continues, on peut montrer grâce à 
l'analyse que seul le couple (sin, cos) vérifie les trois 
égalités, On obtient les développements en série 

. o (= 1)" a” +1 À = 1)" a 
has À nr 0" À Pari 
Ces séries sont convergentes pour un réel & 
quelconque et peuvent être utilisées pour former des 
tables de fonctions. Les fonctions sont périodiques de 
période 2x, mesure de langle plein en radian. On a : 
sin & = sin (a+ 2 km), cos a = cos (a + 2 kni) 

sin (a + x) =- sin &, cos (& + x) = — cos a. 

Pour un angle quelconque, on a donc une nouvelle 
signification de cos & et sin œ comme coordonnées du 
vecteur unité € faisant un angle a avec l'axe des 
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abscisses d’un repère orthonormé (fig. B). On définit 
ensuite les fonctions tangente et cotangente par 


ET 
COS & Ces fonctions ont 
sin & 

pour période x et ne sont pas définies pour 


a=(2k+1) 3 > resp. a=k x avec k E Z. On a 


tan & = 


nes cotan & = 
cosa » COlan a = 


cotan & = tan G -a). 


Rem. : On utilise encore parfois les fonctions 

sec a: = 1 : cos a cosec &: = 1 : sin &. 

Pour les angles aigus, on peut introduire toutes ces 
fonctions à l’aide de rapports de côtés d’un triangle 
rectangle. La fig. B illustre la signification géomé- 
trique des fonctions trigonométriques. Le tableau D 
donne les graphes de ces fonctions et leurs principales 
propriétés. Pour «= f, la relation (2) donne : 

cos? a + sin? a = 1 pour tout angle a. 

Avec cela, il est possible de déterminer à partir de la 
valeur d’une fonction trigonométrique d’un angle & 
les valeurs absolues de toutes les autres fonctions 
(fig. D). 

On peut compléter les formules (2) et (3) par les 
suivantes (théorèmes d'addition) : 

sin (a+ p) = sin a cos + cos «sin f, 

cos (a + P) = cos a cos P -sin a sin B, 


tan (a + B) = 


tan & + tan $ 
1 F tan & tan $ 


cotan & cotan $ F 1 


cotan (a + p) = cotan J + cotan & 


De ces formules peuvent en être déduites d’autres 
pour les multiples et les fractions d’angles, par ex. 

sin 2 & = 2 sin & cos &, 

cos 2 a = cos? a- sin? a = 2 cos? a -1 = 1-2 sin? a, 
2 tan & cotan?’ a — 1 


cotan 2 a = 
1- tan? a’ 2 cotan & 


>a -cos & a y 1- cosa 
Sin =+ aean COS = Et L 
2 V Dec 7 62) 2 


Ces formules peuvent aussi servir à établir les tables 
trigonométriques. À partir de sin 30° = 0,5 on peut par 
divisions successives par deux et grâce aux formules 
d’addition remplir les tables par petits intervalles. 

Les transformations des sommes en produits et vice- 
versa sont données par les formules suivantes : 


tan2 a= 


RE cos aE ; 


= 3 
afp cc Eee | 


sin a+ sin p = 2 sin 


sin a Sin f = 2 sin 


a+f 
cos & + cos P = 2 cos cos — / 4 


a-p 
2 


arp 


sin 2 


cos &— cos p =- 2 sin 


a-ß 
2 
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Propriété des cosinus 


Démonstration non vectorielle : 
On considère le triangle rectangle A, BC. 
D’après le th. de PYTHAGORE on peut écrire 
a?=bįi+ci, où 
bi=b-c3 et 
ci=(c F c)? (signe moins si & est aigu, 
signe plus si « est obtus). 


On obtient alors par substitution : 
a=b -c} +e F 2ce +c} 


+ b cos a (signe plus si & est aigu, signe 
s si @ est obtus). On a donc : 
a? =b? + è — 2 be cos a. 


Démonstration par les vecteurs : 
On écrit le carré scalaire de 4 = b + €: 


<ä, à» = b+ ë, b +ë» 
= (b, by + 2b, č) + <ë, č 
a? = b? +c? +2bc cosa’ 
avcc a'=%(b,č)=n-a 
si bien que 


a = b? + c? — 2 be cos a. 


Les angles du triangle sont des angles inscrits 
dans le cercle circonscrit au triangle. Soit r le 
rayon du cercle ; on obtient par la déf. du sinus : 


-£ = sing, LEE sinf, -~ € = sin 
a OM Dr 


Les côtés du triangle sont tangents au cercle 
inscrit (rayon p). Les points de contact séparent 
ces côtés en segments de longueurs égales deux à 
deux. Si l’on note x, y, z leurs longueurs, on à 


X+y+2=S5, 
x+y =0, 

y+z=a, 
x +z=b. 


On en déduit : 


c x=s—-a, y=s—-b, z2=s-—c. 


Propriété des sinus 


Triangle et cercle inscrit 


Calculs relatifs aux triangles rectangles 

Les calculs d'éléments du triangle rectangle à partir 
des longueurs de deux côtés ou de la longueur d’un 
côté et de la mesure d’un angle non droit sont possibles 
grâce à la propriété de la somme des angles d’un 
triangle rectangle, le théorème de PYTHAGORE et les 
fonctions trigonométriques. Autrefois à l’aide de 
tables de valeurs, actuellement avec les calculatrices, 
ces déterminations par le calcul s’avèrent beaucoup 
plus précises qu’une mesure déduite d’une 
construction géométrique. 


Calculs relatifs à un triangle quelconque 

Le véritable but de la trigonométrie est de faire des 
calculs concernant un triangle quelconque, où, en 
général, on donne trois mesures indépendantes parmi 
les côtés et les angles : il s’agit de déterminer les 
autres de ces éléments, ce qui amène à trois équations 
indépendantes pour six variables. 

Une possibilité pour obtenir un tel système est la 
généralisation du théorème de PYTHAGORE : 


Propriété des cosinus (ill. A) 

@ =b + -2 bc cos a, 

b=c+a-2 ac cos f, 

e =@ +b- 2 ab cos y. 

La démonstration de la première relation est donnée 
en ill. A, les deux autres s’obtenant par permutation 
circulaire. 

L'utilisation de ce théorème est aisée si les trois côtés 
(CCC) ou un angle et ses deux côtés adjacents (CAC) 
sont donnés. Dans tout autre cas, elle s'avère difficile 
et on préfère utiliser une autre méthode. 

À partir de la définition du sinus pour les angles 
inscrits d’un cercle, on obtient : 

Propriété des sinus (fig. B) 

E = sin @, 2 - 
où r désigne le rayon du cercle circonscrit au triangle 
(fig. B). Ce système portant sur sept grandeurs on le 
complète par la relation des angles & + B+ y= x. 

La propriété des sinus s'écrit aussi en éliminant r 


= sin B, <- = si 
sin J, 5; sin y 


a b € 


== (c.-à-d. les côtés d’un triangle 
sin& sinf siny 


sont proportionnels aux sinus des angles opposés). 

La propriété des sinus et la propriété de la somme des 
angles d’un triangle permettent la résolution des 
problèmes dans un triangle quelconque, mais ne 
conduisent à des calculs simples que dans des cas 
bien précis (CAA, ACA, CCA), pour lesquels 
Putilisation de la propriété des cosinus est rendue 
difficile, Les deux méthodes se complètent donc bien. 
La propriété des cosinus est z inefficace pour les 
calculs logarithmiques à cause des sommes 
rencontrées, si bien que l’on a établi d’autres formules 
basées sur des rapports de côtés et d’angles pour 
rendre les calculs dans les cas CCC et CAC plus 
agréables. Avec l'invasion des ordinateurs, les calculs 
logarithmiques sont de moins en moins utilisés, si 
bien que ces formules ont perdu de leur importance. 
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Propriété des carrés des tangentes 


, a _(s-b)(s-0) 
2  s(s-a) 
périmètre du triangle, soit 2 s = a + b + c. Les autres 
relations analogues s’obtiennent par permutation 

circulaire. 
La propriété des quotients des tangentes est utilisée 
pour le type CAC. De a, b, y on calcule par exemple 


ag =90°- Z , et on détermine ensuite eR 

grâce à la propriété des quotients des tangentes. On a 

Gb GFP up 
al per E 1e 

La propriété des carrés des tangentes, également 

appelée propriété des demi-angles, peut s’utiliser 

avantageusement pour le type CCC. 

La propriété des quotients des tangentes s'obtient à 

partir de la propriété des sinus en utilisant les formu- 

les de la p. 179. 

Pour la démonstration de la propriété des carrés des 

tangentes, on utilise la propriété des cosinus sous la forme 


tan ; s représente la moitié du 


alors & = = + 


2h. 0 2) 
b'+c-a s s 
cos a= ——— et on lintroduit dans les rela- 
2bc 
fans ant ein? © ne © LE 
tions donnant sin 2 et cos > NP. 179, On fait le 


rapport et on simplifie. 


Autres formules concernant un triangle 

Les points de contact du cercle inscrit avec les côtés 
découpent sur ceux-ci des longueurs égales deux à 
deux, soit s — a, $ — b, s — c (fig. C). 

à . a D FTT] 4 
À partir de tan 5 = £ A et de la propriété des carrés 
des tangentes, on obtient 


p= V! ms 10 


L'aire 4 du triangle obtient en additionnant les aires 
des trois triangles ABW, BCW, CAW. Ceux-ci 
possédant la même hauteur p, on a 

A= pss Vs (s—a)(s-b)(s-c) (Heron). 


D’autres formules donnant l'aire sont obtenues en 
calculant trigonométriquement les hauteurs du 
triangle : 


4 = 4 ab sin y= } be sin «= L ca sin f. 
Comme par exemple sin y = € onad= abc et 


2r 4r 


abc r 
donc r = , On peut obtenir le rayon du cercle 
A. 


4 si 


circonscrit en connaissant les longueurs des côtés du 
triangle. 
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Les points du plan hyperbolique sont les points du 
demi-plan supérieur (ouvert) ; les « droites », les 
demi-droites et les demi-cercles du demi-plan 
supérieur orthogonaux à C’. Deux « droites » ont 
ou un point commun, ou une « perpendiculaire » 
commune ou un point impropre commun sur 
C' U {0}. Dans le dernier cas, on parle de paral- 


lèles hyperboliques. 


Par un point n’appartenant pas à une droite d 
passent deux parallèles hyperboliques à cette droite 


Image d’un point À (x, 0, 0) : 
m (A)= A (x,0, Y1=x? ), 
mom(A)=A'(x,0,0) avec x= — >. 
l+y1-x? 
aa = Lin tx 
h(0,A)= 7 In(0,4,U, V)= 3 In TX. 


1, (0, A') = In (O, A’, U, V)= In i H ; 


T 
On peut examiner x et x’ à l’aide des longueurs correspondantes : 
eLlOA) _ 6-04) 
5 MOA) 4 o- HO 


2 
or (4+2) _l+x 


ire , Si bien que /, (O, A) = } (O, A"). 


ja es. 
e/lOA) 4 1° 
Image d’une droite : 
La droite passant par À et les deux points impropres B, et B, se 
transforme en un arc de cercle passant par 4’, B, et B,. Celui-ci 
rencontre le cercle C orthogonalement. Son centre est le point 
d’intersection des tangentes en B, et B, à C. 


Une tractrice est engendrée par la trajectoire d’un 
point P tiré par un point A gardant une distance 
constante a avec P, et parcourant une droite d. Si 
a = 1 ct si d cst l’axe des y, on obtient l'équation : 


y1 — x? 
FIBRE HE 
Cette équation différentielle admet comme solution 


y=in Lee on, 


(c’est-à-dire deux droites non connectables à d). 


Par rotation de cette courbe autour de l'axe des y, 
on engendre une surface de courbure de GAUSS 
constante négative (pseudo-sphère particulière). 


C 


Modèle du demi-plan de POINCARÉ 


Tractrice et pseudo-sphère 


Modèle de KLEIN, longueur de segment hyperbolique 
Un plan hyperbolique est, d’après la p. 137, un plan 
métrique contenant au moins deux droites non 
connectables entre elles (~ C), tel que pour tout point 
A et toute droite d non incidente à À, il existe au plus 
deux droites incidentes à À non connectables à d (H). 
On a déjà donné p. 133 un exemple de plan métrique 
possédant ces propriétés (modèle de KLEIN). 

Parmi les différents modèles de plans euclidiens, le 
plan IR? de la géométrie euclidienne élémentaire est 
caractérisé par les axiomes complémentaires (A) et 
(D). Dans le modèle de KLEIN, ces axiomes sont 
également valables et l’on peut montrer qu’il s’agit de 
l’unique plan hyperbolique de ce genre à un 
isomorphisme près. Son plan idéal (p. 143) est le plan 
projectif P?(IR). Dans la suite, on supposera que les 
axiomes (A) et (D) sont satisfaits (p. 147). 

L'ensemble de toutes les isométries (compositions de 
réflexions) du modèle de KLEIN est l’ensemble de 
toutes les collinéations projectives du plan idéal qui 
transforment le cercle des points impropres en lui- 
même. Toute droite joignant deux points propres A et 
B contient deux points impropres U et V: le birapport 
strictement positif (4, B, U, V) est conservé dans toute 
collinéation. Puisque (A, B, U, V) = (B, A, U, VY !, 
|In (4, B, U, V)| est à valeurs dans IR, et ne dépend 
que de la paire{A, B}. Si A = B et si U et V sont deux 
points impropres alignés avec A, le logarithme est nul. 
On peut montrer que 


1 (A, B): = i |In (4, B, U, V)| a toutes les propriétés 
d’une distance (longueur de segment hyperbolique). 


Le facteur 1 a été introduit dans la définition de la 


longueur hyperbolique pour garder une analogie avec 
la trigonométrie euclidienne (voir ci-dessous). 


Modèle du cercle de POINCARÉ, mesure d’angle 


On introduit la mesure d’angle dans le modèle de 
KLEIN à l’aide d’un birapport approprié ; on choisit ici 
un autre modèle, On l’obtient à partir de celui de 
KLEIN, en prenant le cercle C des points impropres 
comme équateur d’une sphère (fig. A) et en projetant 
orthogonalement les points du plan hyperbolique, 
intérieur de C, par une première application x, sur la 
demi-sphère supérieure, puis en transformant les 
points de celle-ci par une projection centrale x, de 
centre le pôle sud, en retour sur l’intérieur de C. Par 
My les droites hyperboliques du modèle de KLEIN se 
transforment en demi-cercles verticaux sur la sphère, 
et ceux-ci, par %, (projection stéréographique), 
donnent à l’intérieur de C les arcs de cercle 
orthogonaux à C et les diamètres, nouvelles droites du 
plan hyperbolique. Les angles de deux droites 
hyperboliques ont leur mesure euclidienne invariante 
par une isométrie hyperbolique ; en effet les 
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déplacements hyperboliques correspondent aux 
applications homographiques (conservation des angles 
en grandeur et sens), qui transforment l’intérieur de C 
en lui-même. Le groupe de ces applications sera étudié 
plus avant dans la théorie des fonctions. C sera plongé 
comme cercle dans le plan complexe. 

Dans le modèle de Poincaré, on adopte donc pour 
mesure hyperbolique d’angles la mesure euclidienne. 
Quant à la mesure des longueurs, elle s’obtient 
facilement de la façon qui suit. 

U et V étant les points de rencontre de la « droite » 
passant par A’ et B' avec le cercle C, a, b, u, v les 
nombres complexes correspondant à ces points dans 
le plan complexe, on peut former le birapport 

(a, b, u, v) = E ? E conforme au birapport 
projectif, et concordant avec lui, lorsque les quatre 
points sont sur une même droite euclidienne. Si A’ et 
B' sont les images de A et B lors du passage du 
modèle de KLEIN à celui de POINCARÉ, alors on a 

(A, B, U, V) = (4, B', U', V'Ÿ. Si l'on pose 

L, (A', B') : = |In |(a, b, u, v)|| alors 4, (A', B') = h (4, B). 
Pour la distance d’un point A(x, 0), resp. A’(x', 0) de 
Paxe des réels à l’origine, on a une écriture assez 
simple en x, resp. en x’. 


Modèle du demi-plan de POINCARÉ 
On peut transformer l’intérieur du cercle unité du plan 


complexe par la transformation z' = en le demi- 


plan supérieur des parties imaginaires > 0. Cette 
application homographique, qui conserve les angles, 
transforme les droites du modèle du cercle de 
POINCARÉ en les demi-cercles du demi-plan qui ont 
leur centre sur l'axe des réels et en les demi-droites 
perpendiculaires à cet axe (modèle du demi-plan de 
Poincaré, fig. B). Longueur de segments et mesure 
d’angles s’ensuivent comme pour le modèle du cercle. 


Pseudo-sphère 


Sous le terme de pseudo-sphère, on entend toute 
surface ayant une courbure de GAUSS constante 
négative (voir Géométrie différentielle). BELTRAMI a 
prouvé que toute surface de ce type pouvait être 
considérée comme une partie de plan hyperbolique, 
lorsque l’on prend comme droite toute ligne liant 
deux quelconques de ses points (ligne géodésique) par 
le plus court chemin. Les longueurs de segments et les 
mesures d’angles se calculent en géométrie 
euclidienne infinitésimale, Un exemple d’une telle 
surface est la surface de révolution engendrée par une 
tractrice tournant autour de son asymptote (fig. C) ; 
d’une manière générale tout exemple dans R? 
présente des lignes singulières, le long desquelles la 
définition générale du plan tangent ne s'applique pas. 
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Pour x > 0, on a : 


shx= ych?x-1 = th x = 1 


Vi-th?x  Veoth?x-1 


coth x 


1 
=chx= = i 
V1-th?x V coth? x-1 


sh x _Veh?x-1 1 


y sh?x+1 chx coth x i 
a sh? x +1 2. Che» A 
OE, = 0E, =1 shx à yhed thx 
P (ch a, Sha) sh(x) = -shx cha) 
T (1, a) : 


T, (coth a, 1) Az 


= coth x. 


Formules de passage 


Illustration à l’aide de l’hyperbole équilatère. 


Triangle rectangle asymptotique Triangle rectangle 


Fonctions hyperboliques 

On a introduit en géométrie euclidienne les fonctions 
trigonométriques pour les calculs appliqués aux 
triangles. On définit en géométrie hyperbolique les 
fonctions hyperboliques sur R, resp. IR \ {0}, sinus, 
cosinus, tangente, cotangente hyperboliques par : 


dé ete" ee elpe" 
` a .? i 2 
tha = Sa ootha= ha ano, 


On établit facilement les formules d’addition, proches 
de celles des fonctions trigonométriques, par ex. 

sh (a + b) = sh a ch b + ch a sh b 

ch (a + b) = ch a ch b + sh a sh b, 
avec la relation importante ch?°a-sh?°a = 1. 
Géométriquement, on peut interpréter les quatre 
fonctions hyperboliques en faisant intervenir une 
hyperbole équilatère d’équation x? — y? = 1 (fig. A,). 
Dans ce cas, a est le double de laire du secteur 
d’hyperbole OE,P, tandis que les valeurs des fonctions 
hyperboliques sont lues de la même façon que les 
fonctions trigonométriques. Le tab. A, contient des 
formules de passage pour x > 0, la fig. A, les graphes 
des fonctions. On a établi comme pour les fonctions 
trigonométriques des tables de fonctions hyperboliques, 
peu utilisées depuis l’emploi des calculatrices. 


Triangles rectangles asymptotiques 
Sous le terme de triangle rectangle asymptotique, on 
entend un triangle ABC rectangle en C avec un 
sommet impropre B. Si l’on se place dans le modèle 
de KLEIN le sommet À au centre du cercle des points 
impropres, la droite (AC) prise comme axe des abscisses, 
avec C = (x, 0) (fig.B) on obtient la relation 
tan z =e (LOBATSCHEWSKI). 
On a en effet d’après la p. 183 

barð 


12 m" th b. La fig. B illustre cos & = th b, 
e 


sin a = ÿ1-th°b = i . Par passage aux angles 


moitiés, on obtient 

2 cos? 3 =1 + thb, 2sin 5 cos F = a dont la 
division membre à membre donne le résultat. 
Calculs concernant les triangles rectangles 

La construction du modèle de KLEIN permet de vérifier 
que les retournements qui conservent l’orthogonalité par 
déf. conservent également le birapport donc la distance 
(ils engendrent les isométries). Étant donné un triangle, 
A' B' C', rectangle en C’, il existe un retournement 
qui l’amène en ABC, A centre du cercle des points 
impropres ; laxe des x étant défini par A et C, Pétude 
métrique du triangle A’ B' C' se ramène à celle du 
triangle ABC (fig.C). Il existe des relations entre les 
côtés (a, b, c), et les angles (a, B, y = A ). Ainsi : 


Prop. 1 : On a dans un triangle rectangle hyperbolique : 
tha = tan ash b, th b = tan B sh a, 
tha = cos £ th c, th b = cos a th c, 
sh a = sin a sh c, sh b = sin f sh c, 
ch c = ch a ch b, ch c = cotan a cotan B, 
cos & = ch a sin B, cos B = ch b sin a. 
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La démonstration est donnée pour la première formule : 
Soit B de coordonnées x et y ; on a : 


1x2 + 
MRC NT IE 2 


DA A E eey 


Après résolution en x et y, on obtient 


E E TEE CE" Me 
x= thb (p. 183), y= V1 x etre chb' 


Or tan & = X . D'où le résultat. 


Calculs concernant un triangle quelconque 

Prop. 2 : La somme des angles d’un triangle 
hyperbolique est plus petite que x. 

Dém. : Pour un triangle rectangle, on déduit de 

ch c = cotan a cotan £ et ch c > 1, pour c # 0 : 

cotan æ cotan B > 1. D’où cotan æ > tan f, c.-à-d. 

5 -a> a+ß< Se 

La somme des angles d’un triangle rectangle est donc 

plus petite que x. On utilise alors la propriété de 

division d’un triangle quelconque en deux triangles 

rectangles pour justifier le résultat général. 

Les calculs relatifs à un triangle en géométrie 

hyperbolique sont donc plus compliqués qu’en 

géométrie euclidienne, puisqu'il faut distinguer six 

types de situations (CCC, CCA, CAC, CAA, ACA, AAA) 

à cause de la somme variable des angles. Les propriétés 

requises pour résoudre les problèmes sont toutefois 

apparentées à celles de la géométrie euclidienne. 


Propriété des sinus 


sha _ shb _ shc 
sina sinf siny’ 


Propriété des cosinus des côtés 
cha = ch b ch c- sh b sh c cos a, 
ch b = ch c ch a — sh c sh a cos p, 
ch c = ch a ch b — sh a sh b cos y. 


Propriété des cosinus des angles 
cos a = cos cos y + sin B sin y ch a, 
cos p =- cos y cos & + sin y sin & ch b, 
cos y =- cos & cos f + sin a sin f ch c. 
Les démonstrations se font en décomposant les 
triangles en triangles rectangles. 
Les propriétés des cosinus des côtés sont utilisées pour 
les cas CCC et CAC, les prop. des cosinus des angles 
pour les cas AAA et ACA. Dans les cas restants, on 
détermine une quatrième grandeur par la propriété des 
sinus, On connaît ainsi deux côtés et deux angles (AC CA). 
Puis on décompose le triangle par l'intermédiaire de la 
hauteur relative au côté à évaluer en deux triangles 
rectangles et on la calcule. On peut alors terminer. 
Aire d’un triangle 
Comme en géométrie euclidienne, on peut établir, en 
géométrie hyperbolique, des formules liant les côtés 
et les angles d’un triangle à d’autres grandeurs 
associées à celui-ci. Par exemple, Paire d’un triangle, 
que l’on détermine sur la pseudo-sphère à l’aide du 
calcul intégral, a une expression remarquable. 
Prop. 3 : L'aire d'un triangle hyperbolique est 
donnée par la formule A = x — (a + B + y) (lacune 
hyperbolique). 
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Les points A = {A, A} et B = {B, B} définissent 
une droite d (A, B) et découpent celle-ci en 
exactement deux « segments ». Les longueurs des 
segments sont a, resp. g — a. Elles coïncident avec 
les valeurs des angles formés au pôle P = {P, P} 
par les perpendiculaires à d (A, B) passant par À ct 
par B. 


Alors qu’une « droite » ne sépare pas le plan 
elliptique en deux « régions », à cause de 
l'identification de deux points antipodaux, deux 
« droites » distinctes d, et d, le découpent en deux 
fuseaux. On associe à ceux-ci resp. les angles a, et 
œ au point d’intersection À de d; et d, (a, + @ = x). 
Si l’on oriente les deux droites, on détermine par 
l'intermédiaire de (d;, d,) le fuseau balayé par d 
lors de la rotation autour de A l’amenant sur d>. 
On conserve le même fuseau si on oriente chacune 
des deux droites dans le sens opposé. 

L'aire du plan elliptique est 2% (sphère unité). 
On en déduit les aires resp. des deux fuseaux : 
2a et2 œ 


B 


Longueurs de « segments » 


Fuscaux 


Triangle 


Triangles polaires Pun de l’autre 


Modèle de la sphère 


À la p. 137, un plan elliptique a été défini comme plan 
métrique dans lequel il existe des triangles polaires, 
c.-à-d. des triangles avec trois angles droits (P). De la 
validité de l’axiome (P), on peut conclure à (~ R) et 
(C). Ce résultat peut aller plus loin : 


Prop. 1 : Dans un plan elliptique, deux droites d, et 
d, distinctes ont toujours un et un seul point 
d’intersection P et une et une seule perpendiculaire 
commune d. 


On appelle P pôle de d et d polaire de P (p. 133). 
Parmi les différents modèles possibles, on en a donné 
un particulier en fig. B, p. 136 (modèle de la sphère). 
On peut se ramener à un modèle isomorphe dans le 
plan IR? par projection stéréographique de la sphère. 
Les deux modèles, munis de propriétés supplé- 
mentaires, conviennent pour représenter d’autres 
plans elliptiques. On a l’axiome (A) (p. 147) ainsi 
qu’un axiome de complétude, à formuler un peu 
différemment de l’axiome (D) (p. 147), car 
l’ensemble des « points » d’une « droite » ne peut être 
muni que d’un ordre cyclique (p. 149). Les consi- 
dérations suivantes se rapportent au modèle de la 
sphère et donc à tout modèle isomorphe. Ici, un 
« point » elliptique est un couple de points diamétra- 
lement opposés (fig. A), ce qui est nécessaire pour 
que deux « points » différents déterminent une 
« droite » de façon unique. Les « droites » du modèle 
de la sphère sont les grands cercles, c.-à-d. les cercles 
dont le centre coïncide avec le centre de la sphère, En 
géométrie différentielle, on peut montrer que ces 
grands cercles sont les lignes géodésiques de la 
sphère. Deux points non diamétralement opposés 
découpent le grand cercle qu’ils déterminent en deux 
arcs, le plus petit représentant le plus court chemin 
possible reliant les deux points sur la sphère. Si l’on 
identifie deux points diamétralement opposés, les 
deux « points » déterminent deux « segments » (fig. A). 
L'un d’eux représente à nouveau le plus court chemin. 
Dans le modèle de la sphère, les angles sont mesurés 
comme en géométrie euclidienne. On utilise les 
longueurs d'arc sur la sphère unité pour la mesure des 
segments. Les longueurs des « segments », résultats 
du découpage de la « droite » d par les « points » À et 
B, apparaissent aussi comme les mesures des angles 
formés par les perpendiculaires (PA, PB) à d, issues de 
P, pôle de d (fig. A). Les longueurs des segments se 
situent toujours entre 0 et x. Les longueurs des deux 
« segments » déterminés par A et B sont supplémen- 
taires à x. 

Les résultats de l’étude de la géométrie elliptique, sur 
le modèle de la sphère, sont applicables à la géométrie 
sphérique avec des points opposés différenciés, si les 
figures se limitent à une demi-sphère. Cela concerne 
en particulier les triangles dits d'EULER, dont les côtés 
et les angles sont plus petits que x, et dont l'étude est 
fondamentale en géométrie sphérique. 
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Deux « droites » distinctes se coupent toujours et 
forment ce qu’on appelle deux fuseaux (fig. B). Ils 
sont caractérisés par deux angles à, et œ au point 
d’intersection, qui sont supplémentaires à x. Les aires 
de ces fuseaux sur la sphère unité se calculent 
facilement; elles valent À, = 2@,, resp. A, = 20%. 
Puisque deux « points » permettent d'établir deux 
« segments », trois « points » déterminent quatre 
triangles elliptiques (fig. C). Soit a, b, c les longueurs 
des côtés d’un de ces triangles, æ, B, y, les mesures de 
ses angles : pour les triangles associés, on a les 
mesures suivantes : 


ax-b,r-c,an-B,x-y, 

resp. x-a,b,n-c,n-a,fB,n-7, 

resp. x — a, n- b, c, n- a, n- B, y. 

L'union d’un triangle associé et du triangle initial 
forme un fuseau, les quatre triangles formant une 
demi-sphère. Soit À, resp. A;, Az, À, les aires 
correspondantes, on obtient, à partir de 


A+A =2a, A+A,=2p, A+A,=2yet 
A +A; +Å, +A; = 2x. 


Prop. 2 : L'aire d’un triargle elliptique est donnée 
par la formule À = (a+ B+ y) - x (excès sphérique). 


La somme des angles d’un triangle est donc toujours 
supérieure à x. 


Triangles polaires 


On peut orienter une « droite » en géométrie elliptique 
(orientation d’un grand cercle de la sphère). Si l’on 
considère deux « droites » orientées (axes) åd, et d, et 
si l’on amène d, par rotation d’angle æ sur d,, alors le 
pôle P, de d, décrit par rotation un « segment » de 
longueur & (fig. B). S'il existe un triangle dont le 
périmètre est orienté (angles œ, B, y), alors tout axe 
correspondant à un côté de ce triangle peut, par 
rotation, se ramener à celui du côté orienté suivant. 
De cette manière, les pôles définissent un triangle 
particulier (triangle polaire), dont les côtés sont 
supplémentaires à x avec les angles correspondants du 
triangle initial, On a : 
a'+a=nb'+Bzn,c+y=n. 

Le triangle polaire du triangle polaire est le triangle 
initial, et : 


ata'=nx,b+f'=nx,c+y'=n. 


Toute proposition sur les angles et les côtés d’un 
triangle conduit à une proposition duale sur les côtés 
et les angles du triangle polaire. 


Rem. : Un triangle coïncide avec son triangle polaire 
si ses côtés et angles ont pour valeur z (triangle 
trirectangle, p. 137). 
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sinh,=sinb-sinæ] , 
p k : d’après le prop. 5 
sinh, = sina» sin f 
sina sinf=sinb sing 
sina: sinb = sina : sin $ 


B 


Triangle rectangle Propriété des sinus 


On peut repérer un point sur le globe terrestre par sa longitude À et sa latitude . Pour déterminer la 
distance sphérique de deux points À (4,, p) et B (À, (m) on considère le triangle sphérique À, B, N, où N 
est le pôle nord. La propriété des cosinus des côtés donne : 
cose = sing sing, + cos@; cos; COS(Az — À). 
La longueur de larc de grand cercle AB (orthodromie) est : 
se 


Pour la loxodromie sous langle de cap ô, on a la relation entre À et : 


dÀ _ tan Ô 
dp cos’ 


Cette équation différentielle adment la solution : 
= da N i m p . 
A= tan ôln tan | +5) +C 


La longueur de l'arc de loxodromie entre A et B est donnée par : 


C 


Orthodromies et loxodromies 


Propriété des côtés et des angles dans un 
triangle elliptique 

Dans un triangle elliptique, comme dans le cas 
euclidien ou hyperbolique, la somme des longueurs de 
deux côtés est supérieure à la longueur du troisième. 
Si l’on applique cela au triangle associé dont les côtés 
sont 4, x — b, n — c, on a (x — b) + (x - c) > a, soit, 
a+b+c<2x. 


Prop. 3 : La somme des longueurs des côtés d’un 
triangle elliptique est inférieure à 2x. 

Pour le triangle polaire, on obtient 

0 < (x - à) + (x - P) + (x — y) < 2x, donc la conclu- 

sion de la prop. 2 (p. 187) peut être plus forte : 


Prop. 4 : La somme des angles d’un triangle 
elliptique est comprise entre x et 3x. 


Calculs concernant un triangle rectangle 

Pour les calculs relatifs aux triangles elliptiques, on 
peut distinguer six types de problèmes, comme dans 
le cas hyperbolique, qui se ramènent aux calculs 
concernant les triangles rectangles. 

Soit y= HG qui n’interdit pas que a = S ou f= F 
En traçant le plan tangent en B à la sphère et les plans 
parallèles passant par A et C , et en construisant le 
triangle par projection centrale dans ces plans depuis 
le centre M de la sphère (fig. A), on établit : 


Prop. 5 : Dans un triangle elliptique rectangle, on a 
les relations : 
tan a = tan æsinb, tan b= tan f sin a, 


tan a = cos tanc, tanb = cos a tan c, 
sin 4 nasine, sin b = sin B sin c, 
cos € = cosa cosb, cos c = cotan & cotan B, 


cos à = cos a sin f, cos B= cos b sin «. 

Ces formules sont des cas particuliers des formules 
qui suivent. Elles correspondent exactement à celles 
de la p. 185. Pour les côtés, les fonctions hyperbo- 
liques sont remplacées par les fonctions trigono- 
métriques. Si deux ou trois angles sont droits, la 
prop. 5 entraîne que tout angle a même mesure que 
son côté opposé. 


Calculs concernant des triangles quelconques 
Grâce aux calculs relatifs aux triangles rectangles 
formés en partageant un triangle par une de ses 
hauteurs, on établit des propriétés pour les triangles 
elliptiques qui correspondent à celles de la géométrie 
hyperbolique : 


Propriété des sinus 


a _ sinf _ siny 
a sinb sinc ’ 


Propriété des cosinus des côtés 
cos a = cos b cos c + sin b sin € cos &, 
cos b = cos c cos a + sin € sin a cos p, 
cos € = cos a cos b + sin a sin b cos y. 
Propriété des cosinus des angles 
cos a = — cos f cos y + sin f sin y cos a, 
cos $ = — cos y cos & + sin ysin & cos b, 
cos y =— cos a cos P + sin & sin B cos c. 
Bien que les propriétés des cosinus des côtés suffisent 
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pour résoudre tout type de problème, on opère en 
général suivant la méthode donnée p. 185. Dans les 
cas CCA et CAA, pour lesquels on utilise aussi la 
proprité des sinus, on peut donner deux solutions. 

Pour simplifier les calculs, on introduit, comme dans 
la géométrie euclidienne, d’autres propriétés, par ex. : 


Prop. du demi-angle : (pour le type CCC) 


i z 3 sin (s — b) sin (s— c) 


ins sin (s— a) 
Prop. du demi-côté : (pour le type AAA) 
e E s sos (emia ‘ 

2 cos(o- B) cos(o- y) 
s représente ici le demi-périmètre, ø la moitié de la 
somme des angles. 
Égalités de NEPER : (pour les types CAC et ACA) 


tan à :tan pe = COS Brr : COS Ex ; 
tan 2 : tan + : sin Ea ; 
cotan 5 ‘tan Ear = cos b 3 $ : cos b 7 £ ; 
cotan 5 : tan ia Ysin be : sin 


Pour chacune des égalités mentionnées, il en existe 
deux autres obtenues par permutation circulaire. 

On calcule l’excès sphérique e, qui représente aussi 
Paire, à l’aide de la formule suivante due à L'HUILIER, 


Simplifications dans un cas limite 

Dans un triangle elliptique comportant des côtés très 
petits, on peut approcher dans les propriétés ci-dessus, 
les valeurs des sinus et tangentes des côtés par les 
longueurs de ceux-ci et le cosinus par 1. Dans ce cas 
limite, les relations se ramènent à celles de la géométrie 
euclidienne. Cette remarque est également valable 
pour les triangles hyperboliques. 


Applications 

Les propriétés de la géométrie elliptique sont applicables 
aux problèmes de la sphère sans grandes modifications, 
même si l’on renonce à l'association des points 
antipodaux. On peut citer leur usage dans les calculs de 
distances, de positions, de routes pour les trajets 
maritimes ou aériens (géographie mathématique). Les 
grands cercles de la surface de la terre (orthodromies, 
fig. C) jouent un rôle important pour la détermination 
du plus court chemin entre deux points, mais ont un 
inconvénient : l’angle de cap du parcours change en 
général constamment. Les lignes qui coupent les 
méridiens sous un angle de cap constant (loxodromies, 
fig. C) ne sont plus « rectilignes » au sens de la 
géométrie elliptique. 

D'autres applications interviennent en astronomie de 
position. 
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pace vectoriel V? 


Vecteur ct vecteur opposé 


Vecteurs, addition et soustraction de vecteurs 


Addition 


Soustraction ä—b=d 


Multiplication par un scalaire 


Si un vecteur a s'écrit l 

a=a b, +a, b, + a by 

dans la base B = {b b,, bi}, 

on écrit aussi (dans cette base) 
a 

ä=]| a, 
as 

Les opérations sur les vecteurs sont particuliè- 

rement faciles en écriture en colonnes : 

ai ai a + ai 


a,|+{a;|={a,+ a, 


CA a ah + a3 
a Aa, 
a,|=|2a, |. 
az 1a; 


Écriture en colonnes 


non colinéaires 
(linéairement indépendants) 


colinéaires 


non coplanaires 


coplanaires (linéairement indépendants) 


Système de coordonnées cartésiennes quelconque 
(repère affine) 


(0, 1,0) 


fade — px; 


A 
Xa (1, 0,0) 


Repère orthonormé 


Système de coordonnées, vecteur de position 


en es 


m 


La géométrie analytique étudie les figures 
géométriques par des méthodes algébriques. Pour 
définir un point, elle utilise des nombres réels, ou des 
éléments d’un autre corps, comme coordonnées. La 
notion de vecteur sert à décrire les positions relatives 
des points. 


Définition d’un vecteur 

Elle est présentée dans le cas de l’espace euclidien 
tridimensionnel. Par vecteur, on entend, comme 
précédemment p.151, une classe d'équivalence de 
couples (P', P”) de points, ou bipoints. Un bipoint 
(P', P”) de la classe définissant un vecteur est un 
représentant de ce vecteur, P' en est l’origine, P” 
l'extrémité. Pour la classe [(P, P')] on écrit aussi PP! 
(fig. A). La classe de tous les bipoints dont l'origine 
coïncide avec l'extrémité s’appelle le vecteur nul 0. 
La norme d’un vecteur à est la longueur du segment 
commun à tous ses représentants. On la note |a | ou 
parfois a. 


Addition et soustraction 


On introduit une opération interne dans l’ensemble 
des vecteurs, nommée addition. Pour définir d + b, on 
choisit un représentant (A, A’) de a et (A', A) de b . 
On pose a + b : = AA", résultat indépendant du choix 
de À (fig. A). On remarque que l’ensemble de tous les 
vecteurs forme relativement à cette opération un 
groupe commuatif, L'élément neutre est le vecteur 
nul. L'élément inverse d’un vecteur PP", appelé 
vecteur opposé, est le vecteur P'P. 

Le vecteur opposé de à est désigné par - 4. On 
introduit donc la soustraction par d — b : = d + (-b). 


Multiplication par un scalaire 


À partir du groupe additif des vecteurs, on définit une 
opération externe, dans le sens de la déf, 14 de la 
p. 41, avec Q = IR comme corps des scalaires. 

À d (À E R', À O = 0), est un vecteur, vérifiant 
JA | =]A] |a|, ses représentants sont parallèles à ceux 
de a. Ils ont même sens si À > 0, des sens opposés si 
À < 0 (fig. B). Si À = 0, alors À à = 0. On a alors 
toutes les propriétés d’un -module. En particulier, 
on a pour tout couple de vecteurs & et b et tout couple 
de réels À et p : 


À (d + b) = À d + À b, première loi de distributivité 
(fig. B), 

(À+ u) à = À a + ju a, deuxième loi de distributivité, 
(À u) à = À (u a), « loi d’associativité ». 

IR étant un corps, l’ensemble de tous les vecteurs est 
donc un espace vectoriel (déf. 16 p. 41). On le 
représente par V*. Dans le plan, on le notera V?, 


Le vecteur unité 3l - d dans les directions et sens du 
a 


vecteur & est parfois désigné par à °. 


Dépendance et indépendance linéaire 


Des vecteurs sont dits colinéaires s’il existe une droite 
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à laquelle leurs représentants sont parallèles (fig. C). 
Le vecteur nul est colinéaire à tout vecteur. 

Pour deux vecteurs colinéaires, a et a, il existe au 
moins un vecteur qui est un multiple de l’autre. Cette 
propriété est équivalente au fait qu’il existe des réels 
À et À, avec (4, À) # (0, 0), tels que le vecteur nul 
soit une combinaison linéaire de a; et a; sous la forme 
À a; + À a; = 0. Une généralisation de la colinéarité 
est donnée par la « coplanéarité ». Des vecteurs sont 
dits coplanaires s’il existe un plan, auquel leurs 
représentants sont parallèles (fig. C). Deux vecteurs 
sont toujours coplanaires, le vecteur nul est coplanaire 
à tout couple de vecteurs. 
Soient trois vecteurs coplanaires ai, à, a; : alors Pun 
au moins est combinaison linéaire des deux autres. La 
« coplanéarité » est donc équivalente à la 
formulation : il existe trois réels À, À,, À,, avec 
GA A, À) # (0, 0, 0), tels que 
À, a; + À, a,+ À a, = 0. Pour des vecteurs non 
coplanaires, l'égalité n’est vérifiée que pour 
A=kb=A%=0,. 
La colinéarité et la « coplanéarité » sont des cas 
particuliers de dépendance linéaire (p. 87). n vecteurs 
di, a, Sont dit linéairement dépendants s’il existe n 
n 


ne 
réels À, ..., À,, non tous nuls, tels que D Aja;=0 ; 
fegi 


sinon, on les dit linéairement indépendants. Dans V?, 
quatre vecteurs sont toujours linéairement dépendants. 
Soit {b,, b,, b,} une base (déf. 8, p. 87) de V? : alors 
tout vecteur a a une écriture unique comme combi- 
naison linéaire d = a, b, + a, b, + a; by, 
Les termes a; b; sont appelés composantes, les 
coefficients a; coordonnées du vecteur dans cette base. 
On utilise souvent la notation pratique en colonne 
a; 
d= | a, |. Pour les calculs en colonne, voir tab. D. 
az 


L’espace de points IR* 
Un couple (O, B) composé d’un point O de l'espace 
(origine) et d’une base B est appelé repère (fig. E). Par 
l'application bijective f : {0} x IR? —> V? définie par 
= |" 
(0, X (x, X» X3)) = OX = X, |, On associe à chaque 
43 


point X E R? un vecteur de position X = OX. 

Il existe des repères particuliers dits orthonormés 
(ro.n.) (fig. E). Les vecteurs de base doivent vérifier : 

Weil =] 
On dit que deux bases B et B' de V? sont en relation À 
si det B'/B (pp. 89,91) est > 0. À est une rel. 
d'équivalence à deux classes C et C’. On convient que 
l’une est celle des bases directes, par ex. C, C', celle 
des bases indirectes. V? est dit alors orienté par C. 


| =] = 1,(2)e;L 6 pour i » j, 


(3) Un repère orthonormé direct (r.o.n.d.) a sa base 
dans C. (En physique, C est déterminée par la règle 
des trois doigts.) 
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<ä, by = à, bY = <ä,B,) 
= ab cos x (ä, b) 


PLOEG 


Produit scalaire 


axbLan “xb1b, le trièdre (a, b, axb) 
est direct, | a x b| = G. Le volume du parallé- 
lépipède est égal à 


[<ax b, c>|=|ax b| cay =AG. 


Produit vectoriel et produit mixte 


Produit scalaire avec coordonnées en 
colonnes dans un repère orthonormé : 


&\ fb, 
azl, [b,|)=ab;+a,b;+a,b; 
a3) \b; 


Exemple : 


4 12 
<ä, bY = — 24 + 4 + 48 = 28 
no 
b = <b, b) = 13 
<ä by _ 28 


cos X (ä, B) = ~ab 7” 


+ (4, b) = 76,15°. 


Dans un repère orthonormé direct ( c}, €», ¢3) on 
obtient le produit vectoriel & x b , avec les colonnes 
coordonnées, par le développement suivant d’un 
déterminant formel : 


Outre la multiplication par un scalaire, on peut mentionner d’autres types de multiplication pour le calcul vectoriel. 


Produit scalaire 
Déf. : L'application €,}: V? x V? — IR déf. par 
5 0 pour à = Ô 
(a,b) < à,b):= | oub=0 


abcos + (à, b) pourd#0 et B0, 


AS 6 ENE E POE E LREN ee 4 
associe à tout couple (a, b) de vecteurs un nombre réel que l’on nomme produit scalaire de d par b (suite p. 193). 


Géométrie analytique / Produits scalaire, vectoriel et mixte 193 


Une restriction au plan est possible et même assez 
souvent utile. PDE 

On désigne par X (a , b) la mesure sage géométrique, 
c’est-à-dire que Pona 0 $ X (4, DES 

Au lieu de { & , bY, on écrit aussi d b. 


Les produits a cos X (a, b), resp. b cos À (a „b, 
peuvent être interprétés géométriquement à à l’aide ‘des 


projections de ä sur b (vecteur a,), resp. de b sur à 


(vecteur b,) pour a et b non orthogonaux (ill. A). 
On a alors : 


(a, b}= (a, b,)= + ab, 
(à,0)= (a, b)= x ab. 
Propriétés : (pour tous (4, b, C)EV'@ ER) 
(a, b)= (bay loi de commutativité 
(a, b+? y= (3, b)+ (a, €) loi de distributivité 
Alā, b) = (Añ, b) loi d’associativité 
mixte. 
: (d ,bY=0 est vérifiée 
si d et b sont orthogonaux ou si l’un des deux vecteurs 
est le vecteur nul. On dit de toute façon que le vecteur 


nul est orthogonal à tout vecteur. 
Pour les vecteurs de base d’un repère orthonormé, on a : 


es ri Siiw j 


1,sii= 


Conséquences et applications 


Dans le cas d’un ro.n., les produits scalaires se 
calculent facilement avec la notation en colonnes : 


z a,\ [b 
(a, b}={] a, |,| b, |} =a, bi + a, b, + a, b} 
a; b, 


Une condition pour que deux vecteurs soient 
orthogonaux s’écrit alors très simplement. 

De la déf. du produit scalaire résulte (& , 4) = a°. La 
norme d’un vecteur d 


a= MOR à) = Va? +a2 + a2 dans un ro.n. 
De même la distance de P ox 
P= yo-a] t- TETE) 


On peut aussi calculer l'angle entre deux vecteurs non 
nuls d et b, La déf. donne 


cos X (à, b) = G) , X (, D) € [0, x] (ex. ill. A). 


Produit vectoriel 
Cette notion suppose V? orienté. 
Déf. : L'application x : V? x V? —> V?, définie par 


-> > Aa pe 
(a,b)raxb:= 9 one etbliés ayec 
v si å et D ind. 
v=ab sin X(a, b), ùv La 
ÿ 1 bet (à, b, , V ) formant une base directe, associe 
à tout couple (4, b) de vecteurs un vecteur que l’on 
P > 1 


appelle produit vectoriel de d et b. Le produit vectoriel 
est une opération interne à V? dans le sens de la déf. 1, 
p. 39. Il y a donc possibilité d’avoir plusieurs facteurs, 
ce qui n’était pas le cas du produit scalaire. La norme 


du produit vectoriel & x b représente laire du paral- 
lélogramme construit sur les deux vecteurs & et b 


(fig. B). 
Propriétés : (pour tous (4, b, C)EV’et AER) 


ax b =-bx3 ni loi d'anticommutativité, 

ax Ë +e ")=axb+ a x€ loi de distributivité, 

À (€ xb) =(Xa)xb loi d’associativité mixte. 
Il n’y a pas d’associativité pour le produit vectoriel de 
trois vecteurs. 
Conséquences et applications : Le produit vectoriel 
peut s s'utiliser pour la détermination de mesure d’ angles 
ou d’aires. d x D = 0 est vérifiée si, et seulement si, aet 
b sont colinéaires. En particulier, on a 4 x 4 = 0 pour 
tout vecteur a. Pour les vecteurs de. base d’ un repère 
orthonormé direct, on a e x B= Es e, x &= eet 
ex ej = e, On en déduit une méthode de calcul 
simple pour une représentation des vecteurs en 
colonnes dans un r.o.n.d, 


b 
Ta ai rala a, b, |-> |a; b; |- 
axD= xX D. ei “pe 
“z 2 az bz abi 2 
a b. 
az x 
a; bı z 
3 
a b, 


L'ill. B montre le produit vectoriel sous forme de colonne. 


Produit mixte 

Déf. : Le produit scalaire, ACÉ x bé 7 Jest appelé produit 
mixte des vecteurs 4, bet. Il suppose V° orienté. 

La valeur absolue du produit mixte représente le 

volume du parallélépipède s’appuyant sur les vecteurs 

le composant (ill. B). 

Propriétés : Pour tout (&, b, € ©) EV}, le produit mixte 
change de signe lors de la permutation de deux 
vecteurs. 


(äxbe ÿ= (a,b xE} permutation des opérations, 
(axbe Y= (ré a )=(Exab) 

permutation circulaire. 
Conséquences et applications : K dxb, č >= 0 est 
vérifiée si, et seulement si, &, b ,€ sont coplanaires. 
Avec l'écriture des vecteurs en colonnes, on peut calculer 
un produit mixte comme un déterminant (r.0.n.d. Je 


: Arb rc à 
axb,C)=| a, b, c,|=det a,b,e) 
2 2 2 
a; b, é, 


Autres relations sur les produits 

D’autres relations font intervenir toutes les formes de 
produits, par ex. : 

ax(bxe)=(à, cyh- (a, bY? 

(axb}xe =(a,c)b- (b,c }ā 

(loi de développement de GRASSMANN) 
(dxb)x(čxd)= Ç{axb,d )C-(axb, čyd 
{axb, xd) =(a,c ")(B,d)-(&, dyb, pi 


(formules de LAGRANGE) 
et comme cas particulier de la dernière formule : 


{äxb, axl) =è- [ib Y. 


194 Géométrie analytique / Équations de droites et de plans 


x + 
& = à+A(-à 


axe 0 oY ,_ ä+rb où ai» =0 
A j Az ATT A3 
Éq. vect. avec point et direction Équation avec deux points Equation avec point et normale 


Eq. vect. avec produit vectoriel Équation homographique dans R? 


x:=mx;, +b 


X2— 43 b;—a; 
x-a b-a, 


=m Xi pn X2 


= 1 
b 


a 


Équations avec point et 
direction, resp. avec 5 
deux points, sous forme 
cartésienne dans IR? 


Xi 


A 
Equation normale et équation 
As aux sections avec les axes 


Équation avec point et normale 
dans R° 


0 


X=d+2û+pé 
Équation avec point et direction 

X = à + 2(b— à) + u(é— à) 
Équation avec trois points 

<ü x ü, X — 4» = det (ü, 5, X — à) =0 


M xX X 
2 TRES DSL 


a b E 


k Équation aux sections avec 
B3 les axes 


Equation avec déterminant 


Equations de plans 


d= {Qi x i3)’, dy — à) 
Distance entre deux droites non 
coplanaires dans IR* 


d = (ü? x (p — à) 
Distance point-droite 
dans IR? 


d= 1°, p- a| 
Distance point-plan dans IR? 
resp. point-droite dans IR? 


Calcul de distances dans IR? 
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Représentation d’une droite 
Déterminer une équation de courbe ou de surface 
consiste, à partir d’un point de référence O, à trouver 
une relation caractérisant les vecteurs de position des 
points constituant l’ensemble étudié, ou, de manière 
équivalente, à former, à partir d’un repère donné, une 
relation portant sur les coordonnées de ses points. 
Pour une droite, plusieurs possibilités peuvent s’offrir. 
Si elle est définie à partir d’un point A de vecteur de 
position & et d’une direction donnée par le vecteur u, 
on a une équation de la forme : 
X=aä+Aù (équation vectorielle avec point et 
direction). 
Le paramètre À parcourt l’ensemble des réels. 
Si la droite est définie par deux points À et B de 
vecteurs de position & = OA et b = OB, le vecteur 
directeur de la droite est b— 4, ct l’on a (fig. A,) : 
*=44AX(b- 4) (équation vectorielle avec deux 
points). 
Les deux formes d’équation sont valables dans IR? ou 
dans R°, 
On peut aussi choisir comme paramètre le rapport +, 
dans lequel le point X partage le segment AB. 
À partir de X-a =t (b— 2), on a (fig. A;) : 
> à+Tb 
X=- 

1+7T 
On obtient pour t E€ R \ {- 1} tous les points de la 
droite, sauf B. 
Etant donné que les vecteurs 4 et X — a sont coli- 
néaires, on peut utiliser l’équation suivante dans IR? 
(fig. A;): : 
Ux(X-4)=0 (équation avec produit vectoriel) 
On peut définir une droite dans IR? par un point et un 
vecteur orthogonal # (vecteur normal) à cette droite. 
On a alors (fig. 3) : 
(ñ, X-a )=0 (équation avec point et normale). 
Cette équation est de la forme : 
axı + PX + à = 0, équ. la plus générale d’une droite 
(œ+ B?» 0) 
Les équations vectorielles se ramènent à des systèmes 
d'équations portant sur les coordonnées, On peut, 
dans R?, éliminer le paramètre des équations 
paramétriques. Des équations importantes portant sur 
les coordonnées (équations cartésiennes) dans R?, 
sans paramètre, sont à signaler (fig. A4, As) : 
X, — A, r A 4 m 
x = a, =m _ (équation avec point et direction non 
parallèle à Ox;),. 
X — 4, b,-a, 


“=. (équation avec deux points). 
x-a b-a, 


(équation homographique) 


X}= MX +b (équation normale). 
LT 
a b 

m désigne la pente de la droite, a et b repèrent les 
intersections avec les axes Ox,, resp. Ox,. 


1 (équation avec sections avec les axes). 


Représentation d’un plan 
Un plan peut être défini par un point A ct deux vecteurs 
linéairement indépendants x et V. On a (fig. B,) : 


*=d+Aû4pÜ (équation vectorielle avec point et 
direction). 

Les paramètres À et u décrivent de façon indépen- 
dante l’ensemble des réels. 

Si on donne trois points non alignés, on peut déterminer 
une équation vectorielle du plan associé (fig B,) : 

X=4+A(C-4)+u(b-4) (équation vectorielle 
avec trois points). 

Avec ri comme vecteur normal on a (fig, B,) : 

(ñ, x-a )=0 (équation avec point et normale). 

Si on prend comme vecteur normal le produit 
vectoriel # x Ù des vecteurs de direction, on obtient 
(fig. B,) : 

(UXU,X*-4)=0 (équation avec déterminant). 
Après développement du déterminant, on obtient une 
équation affine en les coordonnées x,, x, x,. Toute 
équation de cette forme (a x, + Bx, + yx + ô= 0, 
avec @? + B? + y? # 0) est une équation de plan dans 
l’espace. Une expression particulière donne les 
coordonnées a, b, c des intersections avec les axes 
(fig. B,) : 
a,n,” 


- (équation aux sections avec les 
a b g axes) 
Étude d’intersections 

Deux droites d'équations vectorielles 

X=4, + À, h et X= a + M ih 

sont parallèles si u, et w, sont colinéaires. Elles sont 
confondues si u, u, et @, — a, sont colinéaires. 
Des droites non parallèles se coupent si le système 
d'équations de coordonnées a, + À, t = 4, + A th 
admet un couple solution (A, À), sinon on dit que les 
droites sont non coplanaires. 

Deux plans d'équations 

X= a, + Àa + ph U, CN = G, + do 1 + Jo U 

sont parallèles si ti, Ùy, U», Uz sont coplanaires. Is sont 
confondus Si U, Uy, 43, U», 4, — a, sont coplanaires. 
Deux plans non parallèles possèdent toujours une droite 
d'intersection commune. Pour déterminer son équation 
vectorielle, on peut par ex. déterminer ses points 
d’intersection avec deux plans de coordonnées ou deux 
plans parallèles à un même plan de coordonnées. 
L'étude du parallélisme ou de l'intersection d’une 
droite et d’un plan se fait également sans difficulté. 


Calcul de distances 

On calcule la distance d’un point P à une droite dans IR? 
resp. à un plan dans R°, en utilisant en ro.n. l'équation de 
la droite, resp. du plan, avec point et normale, la direction 
de cette dernière étant définie par un vecteur n° : 
(n°, xX- d Y= 0 (Forme de Hesse). 

Si P est repéré par p = OP, sa dist. à la droite, resp. au 
plan, estd=|(7°, p-a }|. 

Dans IR? la dist, de P à une droite D passant par 

A ( d = OA ) est, commodément, d =| ° x (p-d) i 
où 4° est un vecteur unitaire dirigeant 

D (PED & d =0, éq. avec produit vect.). 

La distance, dans IR?, de deux droites non coplanaires 
X= d, + À Up X= d + A th est donnée par 


d= (a x(a): 
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Plan 
polaire 


Sphère, cercle dans IR?, demi-cône, cône 


90° >a>« 


Xi 
Parabole 


B Ellipse (cercle pour «= 90°) Hyperbole 


Section plane d’un cône de révolution 
(Plan SO x, = plan contenant l’axe du cône et la perpendiculaire issue de $ au plan de section) 


Ellipse Parabole Hyperbole 


=2a 4X: PA 


F, F Foyers TEIR 

N,, N, Sommets du petitaxe F Foyer, S Sommet F, F, Foyers 

H, H, Grand axe l Directrice, p Paramètre M Centre 

H,, H, Sommets du grand axe Si, S2 Sommets 

M Centre S, S2 Axe de l’hyperbole 


C NN, Petitaxe 


Ellipse, parabole, hyperbole 
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Sphère et cercle 

L'ensemble des points de R? (de IR?) qui sont situés 
à une même distance r (r € IR;) d’un point central 
M est une sphère (un cercle dans IR?). L’éq. en est 
|X -m |=r. Dans un ro.n. on a donc pour la sphère 
-m +- mY +(x- mY =r? ct pour le cercle 
(im) + -my =r, 


fangentes à la sphère et au cercle, plan tangent 
Une droite qui a un point commun et un seul avec une 
sphère, resp. un cercle, s'appelle une tangente, le point 
commun étant dit point de contact. Pour une sphère 
Pensemble des points de toutes les tangentes qui ont 
même point de contact forme un plan : c’est le plan 
tangent. Toute tangente à une sphère ou à un cercle est 
perpendiculaire au rayon du point de contact, c’est-à- 
dire au segment joignant celui-ci au centre M ; d’où 
l'équation vectorielle du plan tangent (de la tangente 
pour le cercle) : (=m, b =m)=r?, où b désigne le 
vecteur représentatif du point de contact. 


Plan polaire, polaire 
L'ens. des tangentes que l’on peut mener à une sphère 
d’un point extérieur à celle-ci P, (appelé pôle) est un 
cône (fig. A). L'ens. des points de contact est un 
cercle dont le plan s'appelle plan polaire de P, (fig. 
A). Dans le cas d’un cercle dans IR?, on peut lui 
mener, d’un point extérieur Pa, deux tangentes 
distinctes dont les points de contact définissent la 
(droite) polaire de pôle P,. On en déduit l’éq. vect. du 
plan polaire, resp. de la polaire : (x ? 


Demi-cône, cône (de révo! 
Les points d’un demi-cône de révolution, défini par son 
sommet S$, son vecteur axial unitaire a, et son angle 
d'ouverture 2, peuvent être représentés par l'équation 
vectorielle (fig. A): & -s,4,)=[* =S |cos « 

Pour le cône, extension du demi-cône, on écrira : 


Ga -7, ay y =(* 
Section d’un cône (de révolution) par un plan 
En dehors de certains cas particuliers (point, droite ou 
paire de droites sécantes), l'intersection d’un cône de 
révolution par un plan est soit une ellipse (voire un 
cercle), soit une parabole, soit une hyperbole (fig. B). 
La justification analytique demande le choix d’un ro.n. 
bien adapté (fig. B). L’éq. du plan de section se 
traduisant par x, = 0, celle de l'intersection apparaît 
sous la forme, dans le plan des coord. x, x, : 

(1- e°) x? -2 px, + x2 = 0 où l’excentricité € vaut 
cos a 
cos © 
L’intersection est symétrique par rapport à laxe des x; 
et contient l’origine du repère. 

L'écriture x3 = 2px, — (1 — £?) x} est dite équation 
canonique de la section conique. Pour s = 0, on trouve 
d'exception cités plus haut (le plan sécant 
passe par $). Dans la suite on suppose s # 0. 

I. 90° =>> wouw > a z0° 

Sous ces hypothèses laxe des x, coupe le cône non 
seulement à l’origine des coord., mais encore 


au point Al AE 


- V) cos? w . (a, =8°.) 


, et le paramètre p : Is | (e -cos(a + w)). 


0 o] puisque € est différent de 1. Si 


l'on transfère le rep. de telle sorte que le milieu 
M p - 0, o) du segment OA devienne l’origine, 


on obtient l’éq. cart. =; + — 
a° a(1-€) 
1 -= e° est > 0 pour 90° = & > w, et est < 0 pour 


w> a> 0°. En posant b: = ay|1-e°| ,ona: 


(90° z a > w) (w> a> 0°) 
Lens. des points corresp. à (1) s'appelle ellipse, celui 
corresp. à (2) Ayperbole. Si dans (1) a = b (a = 90°) 
on a un cercle (ellipse particulière). 
IL a = 
alors € = 1 et l’éq. se réduit à x3 — 2px, = 0. (3) 
L'ensemble des points associés s'appelle parabole. 
Ellipse, parabole, hyperbole 
sont également des courbes que l’on peut caractériser 
par des propriétés ponctuelles. 
a) Soit F, et F, deux points distincts tels que |F , 
et a > 0. Pour a > c, l’ensemble des points P tels que 
[AP |+|EP|=2a est une ellipse ; pour a < c, 


l'ensemble des points P tels que Ir |- P | 2a 

est une hyperbole (figure C). 

b) Soit F et / resp. un point et une droite fixes dont la 

dist. est p > 0 : l'ens. des points équidistants de F et 7 

est une parabole de paramètre p (fig. C). 

Rem. : Plus généralement l’ensemble des points, dont 
le rapport des distances respectives à F et est une 
constante £ > 0, est une conique d’excentricité €, 
Tangentes à ces trois courbes : si l’on reprend le 
repère de la figure C et donc les équations (1), (2), 
(3) précédentes, alors celles des tangentes au point 
courant A(a,, az) s’écrivent 

Xi g 4% â; 


pour Pellipse (1T) -1=0, 


p’ 


pour l'hyperbole (2T) A 05 


x jäi X)43 
a° b? 
pour la parabole (3T) x,a,- p(x, +a) =0. 


Éq. gén. du second degré en deux coordonnées 
C’est ainsi qu’on désigne Péquation de la forme 
Axî + Bx? + Cxw + Dx, + Ex, + F=0 
A. FER; À, B, C non tous nuls). 

Les équations ‘des sections coniques précédentes en sont 
des cas particuliers. Dans l’autre sens l'équation générale 
ne représente que des sections coniques, mais avec tous les 
cas exceptionnels comprenant en plus l'ensemble vide et 
deux droites parallèles, et ce dans toutes les positions 
possibles. En présentant l'équation générale sous la forme : 
AnA + 245 XX + Gp X 3 + 2 (do X, + aot) + aw = 0, 
avec 4j € R, on en déduit l'équation matricielle 


LUMPRUPAT EN X 
DAMES MES 


où la matrice carrée 2 x 2 n’est pas nulle. On peut 
traiter cette éq. de la même manière qu'une éq. de 
quadrique (p. 201). Les configurations obtenues 
s’identifient à celles qu’on observe en coupant par les 
plans de coord. les surfaces de la p. 202. 
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Soit un déplacement (1) x * = Cx + € (CC = Id ; det C = + 1). 


On détermine un vecteur unitaire u - de ce sou 


Sa matrice S : = (u° 0°, W°) est orthogonale de det + f: 


Par changement de coordonnées, x = $ x ', l’origine restant 
inchangée, le déplacement s'écrit : 
(2) x'*=C'x'+#1Sc, avec C'= 


La matrice C' est orthogonale, de det + 1 etw ° = C' n°. D'où 
1 0 0 

=|0 cos -sinp avec pE [0,2 x|. Alors 

0 sing cosp 


SL "0 o |. fee) 
(2a) x'*=[0 cosg -sinp|x'+ we €) 
0 sing cos we 2) 


Un calcul montre qu’il est défini dans le repère (O, u °, v °, w °) 


l 0 0 0 
E RL >) > 
par la colonne f” = 1 9 1  =cotanz || (89,2) 
° 0 cotan si 1 (w ds c) 


Dans le repère (F, u °, v °, w °) le déplacement s’écrit 


G)x'"*=C'à 


C'est une rotation d'angle p autour de l'axe (F, u °). 


I b) (u°,c})# 0, En écrivant (2 a) sous la forme : 


La transformation vectorielle associée : v *=C U pos sède un sous-espace de vecteurs invariants non reduita à d 6 } 
space. On construit ensuite un vecteur Ù ° 
unitaire, orthogonal à u °. En posant w° =u ° x U °, on dispose d’une base orthonormée directe u r 


D ọ = 0. Alors C' = C = Id. On a une translation de vecteur € (l'identité sic = 0). 


II a) (u ° u ,c)= 0. Le plan (O, v °, w °) contient un point fixe unique F. 
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Endomorphisme 

On appelle endomorphisme toute application linéaire 

d’un espace vectoriel dans lui-même. Un 

endomorphisme est parfaitement déterminé par 
+ . . . ct E a 

Pimage d’une base. En particulier si B = bi, b, b) 

est une base de V?, un endomorphisme / de V°? est connu 


dès que les images respectives bi, by, bi de bi, 


sont précisées : Si x=x,b, +x,b, +x,b,, 
y% A n RAS 
HC2LET slo) +% sb) +4 f(b) = 2x bi 


Soit x' = f(X) = xi bi + x, b, + x4 b, et A la matrice 
3 x 3, (a;j), dont les colonnes ont pour éléments les 
coordonnées des vecteurs b, dans B ; on a la relation 


X x 

“I » > . 
X'a [= A x, | ou en abrégé x’ = A x. Si A est inver- 
X'a X3 


sible, c’est-à-dire si les vecteurs bi, bi, b}, forment 
une base, f est un isomorphisme de V? sur lui-même 
(condition nécessaire et suffisante). 
Application affine dans IR? 
On entend par là toute application g de IR? dans R? 
définie par Pécriture matricielle x? = A X + €, où A est 
une matrice réelle 3 x 3 et c un vecteur-colonne fi 
en désignant par M et M' les points définis 
respectivement par x et x’, O et O' ceux définis par 0 
et €, on voit donc que O' M'=A OM. Plus géné- 
ralement si Mọ = g(M,), on a M M'= AMM. En 
définitive une application affine g de R? dans R? est 
définie par l'image d’un point et un endomorphisme 
LM) 8(M) = f (MM) : l'application g > f est un 
homomorphisme pour la loi de composition. 


Propriétés d’une application affine 

Si l’on se donne d’une part quatre points non 
coplanaires Po, Pi, P}, Pa, et d'autre part quatre points 
quelconques Pp, Pi, Py}, Py, il existe une et une seule 
application affine g, telle que g(P) = P}, i = 1, 2, 3, 4. 
En effet on connaît P; = 8(Po) et les i images des trois 


vecteurs indépendants P,P, Pa PoP, sous lendo- 
morphisme associé, Toute application affine peut être 
définie de cette façon. 

Toute application affine g conserve le parallélisme et 
le rapport de deux bipoints parallèl: 
Si A est régulière, g définit une bijection de IR? sur 
lui-même : g transforme toute droite en droite, tout 


L'ensemble des bijections affines (det (A) # 0) a une 
structure de groupe : c’est le groupe affine. Si |det (A)| = 1 
le volume de tout parallélépipède est conservé. 
L'ensemble des bijections affines telles que |det (A)| = 1 
est un sous-groupe du groupe affine. Une bijection 
affine telle que A = Zd est une translation. L'ensemble 
des translations est un sous-groupe du sous-groupe 
précédent. Une bijection affine telle que A = À Jd, 
AER \{0, 1}, est une homothétie. Les translations et 
les homothéties transforment toute droite en une 
droite parallèle. Elles constituent le sous-groupe des 
homothéties-translations. 


Isométries affines 
La conservation de la distance euclidienne de deux 
points (p. 193) n’est pas une propriété commune à 
toutes les applications affines. Si le repère cartésien de 
ae est orthonormé, la condition pour que 
l'application affine g : x’ = C * + €’ conserve la 
distance de deux points est que ‘CC = Id, c’est-à-dire 
que C soit orthogonale (p. 168). Lorsque cette 
condition est remplie, l’endomorphisme de V4, x’ = C * 
conserve le produit scalaire ; g prend le nom 
d’isométrie affine. Comme det ('C) = det (C) , on a 
(de Of = 1 (p. 91), donc det (C) = + 1 ; si det(C) = + 
, On dit que g est un déplacement ; dans le cas 
contraire, det (C) =- 1, g est un antidéplacement. 


Changement de repère 

Un repère est un couple (0, B) où O désigne un point 
de R? origine et B={b,, b,, b;} une base de V? (p. 191). 
Un point P de IR? est défini par son vecteur de 
position * : OP = x ib, + xb, +X sb ; Xi X» Xy sont 
les coordonnées de P dans le repère (O, B). Si Pon 
choisit un nouveau repère (©, B’), on écrira 

OP = 00" + O'P, avec O'P = x! J Di +x’ „b, +x’ A 

Si l’on connaît les coordonnées c; de O' ' dans lẹ repère 
(O, B) et les expressions des vecteurs bi, b}, b4, de la 
nouvelle base B' par rapport à l’ancienne, on peut 
calculer les anciennes coordonnées de P en fonction 
des nouvelles, On obtient une relation de la forme 
X =L x" +€, où L est une matrice 3 x 3 répulière dont 


les colonnes successives dé finissent Di, D'y, b; par 
rapport à B, les vecteurs X, x”, €, symbolisant les 
colonnes respectives ‘(Xp 4, 43), (i 5, X3), (Cp €» G). 
C’est une écriture analogue à celle d’une application 
affine bijective. Si L est une matrice orthogonale C, 
elle permet de définir un changement de bases 


R We) plan en plan. Si A n’est pas régulière (det (4) = 0), g orthonormées, el tout changement de bases ortho- 

ea l 0 0 > e est dite singulière : elle n’est ni injective, ni surjective.  normées se fait par l'intermédiaire d’une telle matrice. 

x™*=|0 cosp —sinp|x+ w°, chj 0 , Une droite peut aussi bien se transformer en droite Comme C~! = C, les lignes de C expriment les b; en 
0 sinp coso (W°, e) 0 qu’en point. Un plan peut devenir un plan, une droite, fonction des b;. On notera ici l'analogie d'écriture avec | 


un point. celle d’une isométrie affine (voir suite p. 201). 
on peut considérer le déplacement comme la composition de la rotation d'angle p autour de laxe (F, 1°) 
précédemment rencontrée par la translation de vecteur ( u°,c ‘hu ° (parallèle à laxe de la rotation). Cette 
composition est commutative et porte le nom de vissage. | 


Déplacements 
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Hyperboloïde de 
révolution à une nappe 


Sphère Ellipsoïde de révolution Paraboloïde de révolution 


X3 X3 *3 X3 


Exemples de quadriques de révolution 


Équation d’une quadrique: 7X F 6x2 4 Sxi Axi X, 4x, Ni F 14x 8, F Ox F6 20 
7 =2 Oe x 

Forme matricielle:  (x,xx3) [—2 6 —2][x,|+2(7 —-4 5)[x,|+6=0 
0 -2 5) \xX3 X3 


i ; 7 ; 

7T-x -2 0 

det (A-xld)=| —2 6-x —2|=0<(x-3)(x—6)(x—9)=0 
0 —2 5-x 


Équation caractéristique : 


Valeurs propres: 1, =3, 1,6, À,=9 


-ld č=0 A-a% = 0 
1 -2 0 —2 —-2 0 
—2 0 -2lé-0 —2 -3 -2 
oea si 0 -2 ag 
E Ea 
8=4 -2l 


Vecteurs propres unitaires: (A — À, Id) € = ô 


on 


sz 1 
A 1 


1 42 Les vecteurs unitaires forment, 
C=(éxere;)— Mare re dans l'ordre indiqué, un repère 


Matrice-rotation : 3 1 
Ph) 1 orthonormé direct. 


Équation réduite selon des directions principales : 
6 0 0 


ac- fo 3 o) äc=039 
0 0 9 


6 0 O\/x* xT 
(xt x$x4)|0 3 O0Jļ|x$]|+2(0 3 9)[x# 
0 0 9/\xt 


s> 2x8? 4 xt 4 3x2 2x8 4 6x8 42 = 0 


o2 


0-1-1: 28? + 82 H3? 20e L + 
1 


Translation x * = x + € avec 


Ellipsoïde de révolution (voir p. 203) 


Exemple d’équation réduite en axes principaux 


Quadriques. Équation générale. 
En faisant tourner les sections coniques, cercle, ellipse, 
parabole, hyperbole autour d’un de leurs axes de symétrie 
orthogonale, on obtient dans R° plusieurs types de 
surfaces de révolution : sphère, ellipsoïde de révolution 
allongé ou aplati, paraboloïde de révolution, hyperboloïde 
de révolution à une ou deux nappes (ex. fig. A). Ces 
surfaces peuvent être représentées par des équations très 
simples si l’on choisit un repère orthonormé convenable 
(fig. A). Si on leur fait subir un déplacement, tout en 
conservant le même repère, on aboutit en général à une 
équation bien plus compliquée pour leurs transformées, 
bien qu’il ne s’agisse en fait que d’un changement de 
position ; cette équation est de la forme : 
Axi + Bai + C$ + Dax, + Ex + Ex + Gx + Un, + + K=0 
M,- KE RY) 
On va, réciproquement, étudier la configuration d’un 
ensemble de points définis par une équation de ce 
type. Pour désigner un tel ensemble, on utilisera le 
vocabulaire : surface du second ordre ou plus 
simplement quadrique. 
Il est d'usage de préférer Pécriture suivante pour 
P étude des quadriques : 
(1) apti t a3 + dyt? + 2a, + ati + aya + Papi 
+ 203 + Llo + Goo = 0 

ou sous forme matricielle : 
(I) 'XAX + 2 4 X + do = 0 avec 

ATHLE ACTE do 
A [e ay mje 0, à lupne R, ¥ = 


an An ly dos 


x 

x h NER, 
Xy 

Rem. : A est symétrique ('A = A), non nulle car il 
s’agit de surfaces du second ordre. 


Passage à des directions principales 
On peut montrer qu’il est toujours possible de faire un 
changement de coordonnées défini par ¥ = C x’, où C 
est une matrice orthogonale, de telle sorte qu’il n’y ait 
plus de terme en x, x; dans la nouvelle équation. Celle- 
ci est dite équation selon des directions principales : 
(l') anx} + agx’ + aix 24 Dax! + ax + Dax 
+ din = O (ai = aw) 


Répertoire des isométries affin 
(A) S'il y a un point invariant pour g 
et par transfert de l’origine en P%) : ÿ' = CY. 
(Aa) Si det (C) = 1, il existe au mo 
Id — C n’est pas inversible, c 
det (Id - C) = det (Id - C) = det (' 
impaire. D'où le résultat, On peut à 


€ 0 
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et sous forme matricielle : 
(1) X (CAC) x + 2 (a C) X'+ aw = 0, où 
A' = 'CAC = CAC est une matrice diagonale non 
nulle (A' = (a;) avec a; = 0 si i # j). 
Le problème est donc : trouver C orthogonale telle que 
C~'AC soit diagonale. 


Valeurs propres, vecteurs propres d’un endo- 
morphisme 
Si y = Ax et y' = A'x' sont les écritures matricielles 
d’un endomorphisme f dans les bases B et B’, et si L 
est la matrice changement de base, on a succes- 
sivement x = Lx’, y = Ly', soit y' = L-'AL x, c'est-à- 
dire A' = L-' AL. On en déduit que les polynômes 
P, (X) = det (A -X Id) et 
Py (X) = det (A'—X Id) sont égaux puisque 
det (A — X Id) = det (L~') det (A — X Id) det (L) 

= det (L~'AL — XL~'L) = det (A' — X Id). 
On peut donc écrire P, (X) = det (A — X Id), puisqu'il 
s’agit en fait d'un polynôme associé à f'et non à A. P, 
est le polynôme caractéristique de f. Son degré est 
égal à la dimension de l’espace sur lequel opère f. Le 
scalaire À est valeur propre de f si f- Md n’est pas 
injectif, soit det (A — Md) = 0. Les valeurs propres de f 
sont les racines de P; (cf. p. 169). 
Si f- Md n’est pas Injectif, il existe Ù non nul tel que 
f (0) = À : Ù est un vecteur propre associé à À. 
L'ensemble des vecteurs propres associés à la valeur 
propre À, complété par le vecteur nul, est un sous- 
espace vectoriel appelé sous-espace propre relatif à À 
(solution du système homogène (A — Md) Ù = 0, 
cf. p. 93). Un endomorphisme est dit diagonalisable 
s’il existe une base de vecteurs propres de cet 
endomorphisme. On emploie le même vocabulaire 
pour une matrice carrée puisqu'on peut toujours lui 
associer un endomorphisme, En dimension 3, si 
B' = {b;, b3, b3} est une base propre pour f, la matrice 
de f dans cette base est diagonale. Si A représente f 
dans la base B, et si L est la matrice changement de 
base, L~' AL est diagonale (voir suite p. 203). 


ès (suite de la p. 199) 
= CX +6, ilexiste x, tel que X, = CX + €. On en tire XX, = C -X 


as un vecteur unitaire Ky tel que dy = C t : il suffit de prouver que 
dire que det (Id — C) = 0. On a d’une part det C = det ‘C = 1, et d’autre part 
? = 'C) = det'C det (C - Id) = — det (Id — C) puisqu'on est en dimension 
cier à P, un repère orthonormé P,, dy , Ù , Wo dans lequel l'écriture de 


i " 0 
l'isométrie est 2° = C, Z, avec cfo cosp — sin v), pel02x,e=+1. 


O0 sing cos 


Pour g = 0 on trouve l'identité, Sinon on a une rotation d'angle p autour de l'axe défini par (Po, ti) appelée 


retournement Si p = x (ou symétrie orthogonale par rapport à une droite). 

(Ab) Si det (C) = -1, on a ti = Cu, € = — 1. Pour g = 0 on obtient unc réflexion, ou symétrie orthogonale par 
rapport à un plan. Sinon on a le produit (commutatif) d’une rotation d'angle par une réflexion selon un plan 
perpendiculaire à l'axe de la rotation, produit qui s’identifie à une symétrie par r pport à un point si p= x. 

(B) S'il n’y a pas de point invariant, on a soit une translation de vecteur € À =X + € (C = Id), soit un vissage 
(produit commutatif d’une rotation par une translation de vecteur parallèle à l’axe de la rotation), soit le produit 
(commutatif) d’une réflexion par une translation de vecteur parallèle au plan de la réflexion. 

Ne sont des déplacements que l'identité, les translations, les rotations et les vissages. Ils constituent un sous- 
groupe du groupe des isométries affines. 
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Rea NA + Le xi o x3  xÿ _, Hyperboloïde 
+ + pEr 1 Ellipsoïde PE Varie ri e nappe 


(a=bva=c¢ vb=c : de révolution) 


Hyberboloïde Eni PS x3 _ X3 _ Cône de base 
à deux nappes an D € une conique 


LAN 
€ Po 
Paraboloïde 


xi xO Paraboloïde 
a tp elliptique hyperbolique 


(a = b : de révolution) 


X3 3 X3 


(Bb 2) 


(Bb 1) 


Re Cylindre Cylindre x? Cylindre 
pu + p~” l elliptique hyperbolique a %2 parabolique 


Quadriques 


Classification des quadriques 

On peut donc, dans un repère orthonormé bien choisi, 
écrire l’équation d’une quadrique sous la forme (1') 
précédemment indiquée, et finalement déduire de cette 
écriture une classification des surfaces du second ordre : 
aix"? + ax 3 + aux 2 anxi + at + ahi + ah = 0 
(A) ai ras ai #0 ea 

On pose pour i = 1, 2, 3 : x/=f,- = (translation 


ii 


des axes). Alors il reste aj x? + 43,3 + 433%3 + A= 0 
(Aa) ao # 0. L’équation précédente peut s’écrire 
2 


a2 o2 


2, EA 


âo) [âo 
azy az 


(Aal) Si les trois dénominateurs sont > 0, on a un 
ellipsoïde (éventuellement de révolution si deux 
dénominateurs sont égaux, voire une sphère si les 
trois dénominateurs sont égaux). 
(Aa2) Deux dénominateurs sont > 0, l’autre est < 0 : 
on à un hyperboloïde à une nappe (de révolution si les 
deux dénominateurs > 0 sont égaux). 
(Aa3) Deux dénominateurs sont < 0, l’autre est > 0 : 
on à un hyperboloïde à deux nappes (de révolution si 
les deux dénominateurs < 0 sont égaux). 
(Aad) Si les trois dénominateurs sont < 0, c’est 
l'ensemble vide. i 
(Ab) ôw #0 aix?+a,x2+ax2= 0 
(Ab1) Si tous les coefficients sont > 0, resp < 0, seul 
le point (0, 0, 0) convient. I n’y a pas de surface. 
(Ab2) Si deux coefficients sont de signes contraires, 
on a un cône. 
(B) an: an= 0, ay = 0. On pose pour i= 1,2: 

' 


a è 
x; = À, —* , et on garde x4 (translation des axes). 
a i 


Alors il reste aX? + a13 + 2a! + a = 0 


a N $ : 
(Ba) an # 0. On pose xi =,- d’où l'équation 
y 1 loz 

aux + ayxi + 24 X3 = 0. 
(Bal) Si a; et aż, sont de même signe on a un 

n 22 A 5 ñ 
paraboloïde elliptique (de révolution si a, = a). 
(Ba2) Si a; et a;, sont de signes contraires on a un 

u 2 4 
paraboloïde hyperbolique. 

A ; AA VA 
(Bb) ap=0ct awt 0 aix? + aX + a= 0 
al a2 

X. 
+—2— =l 


[- w) [- w) 
1 1 
ai an 


Cette équation peut s’écrire 


(Suite de la page 201.) Pour une matrice symétrique réelle 
(1) Le polynôme caractéristique a toujours trois racines 


(2) Des vecteurs propres assoc 


à des valeurs propres distinct 
(3) Si À est valeur propre double, resp. triple, il existe deux, resp. trois vecteurs propres associés 
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(Bb1) Les deux dénominateurs sont > 0 : il s’agit d’un 
cylindre elliptique (de révolution si les dénominateurs 
sont égaux). 
(Bb2) Les deux dénominateurs sont de signes 
contraires : il s’agit d’un cylindre hyperbolique. 
(Bb3) Les deux dénominateurs sont < 0 : c’est 
l’ensemble vide. R 
(Bo) ap=0 et 4p=0 ant? +a =0 
(Bel) ai, et a;, sont de signes contraires. Il s’agit de 
deux plans sécants. 
(Be2) a, et a;, sont de même signe. On a la droite 
X,=%,=0 
(Oai#0, a,=a;=0 soit 
anx} +246 x + 2am, + 20p3X3 + aw = 0, 
qu’on écrit en divisant par a, : 

kaly E E E TE 
fxi + a ) +2(@02%2 + âX + Âw) =0 


(Ca) &2, + 42, = p? # 0. On pose y = p Cos p 
v f p! 


EE i +4 
ay = P SIN p, x| + =$; , 
n 
TRA EA oo a 
X3 COS P+ x; Sin P+ -F =, . 


D'où x2 + 2 px;=0en repère orthonormé. 

C'est un cylindre parabolique. 

(Cb) 43, + a = 0. I vient x2 + 2 am = 0 

(Cb1) Si do est < 0 on a deux plans parallèles. 
(Cb2) Si ay = 0 on a le plan x, = 0 compté deux fois. 
(Cb3) Si aw est > 0 c’est l’ensemble vide. 


Quadriques à centre 

Un point M est centre d'un quadrique si la symétrie 
par rapport à M laisse cette quadrique globalement 
invariante. On peut chercher un centre éventuel 
directement à partir de l'équation I (p. 201), en posant 
X = X + m, m étant choisi de façon que les termes du 
premier degré disparaissent dans l'équation en x’, En 
effet une équation de la forme '¥' A X + aj = 0 
signifie que l’origine est centre de symétrie 
(invariance par X 1>- x): 

tm AX 4 'X' Am + 2 4 x doit donc disparaître, 
Comme ti AX =% A m , puisque A est symétrique, 
la condition est A m +4 = 0. Il y aura au moins un 
centre si cette équation vectorielle est possible. 

Les ellipsoïdes et hyperboloïdes ont un centre et un seul. 
Les paraboloïdes n’en ont pas. Les cônes ont un centre 
unique. Les cylindres elliptiques et hyperboliques ont 
chacun une droite de centres. Les cylindres paraboliques 
n’ont pas de centre. 

3 x 3, on a les résultats suivants : 

les, distinctes ou non. 

sont deux à deux orthogonaux. 


à À linéairement 


indépendants. Conséquence : on peut toujours trouver une base orthonormée de vecteurs propres. 

a) Si À, à, À, sont valeurs propres simples, il existe trois vecteurs unitaires /, tels que Al; = 2, l, et ces trois 
vecteurs sont orthogonaux (2). {/, l», l} est une base orthonormée de vecteurs propres. 7: 

b) Si À, est valeur propre simple et À, valeur propre double, on construit deux vecteurs normés /, et L, tels 
que Al, = À, h, Al = A h ; l et l sont orthogonaux d’après (2). Le produit vectoriel 4 = 1, x l, est normé, 
orthogonal à /, et 2, et c’est un vecteur propre pour A. {4 h, l} est une base orthonormée de vecteurs propres. 
€) À est valeur propre triple : la matrice A est égale à Ald, Toute base orthonormée est une base de vecteurs propres. 
Rem. : Les directions principales sont les directions propres de A. Une équation selon des directions principales 

s'obtient donc en prenant une base orthonormée de vecteurs propres. 


204 Géométrie analytique / Espace affine / R” I 


Espace affine 

Soit E un ensemble non vide d’él. P, Q... appelés 

points, V un espace vectoriel sur un corps com. K d’él. 

v, w... S'il existe une loi de composition externe 

notée additivement £ x V — E : P + v = Q, vérifiant 

les deux conditions : 

(1) V P € E, l'application gp : 0 — P +v = ẹp (V) est 

une bijection de V sur £, 

(2) V (P, v, w)EExVxV: 

(P +v) +w =P + (v + w), on dit que E a une structure 

d’espace affine relativement au K-espace vectoriel V. 

(Si V est de dim. finie n, E est dit de dim. n.) 

Prop. : (1) V (P, Q) e Elve V/Q =P +v. On 
note V = PQ. 

Q) Y (P, Q, R) € E PQ + QR= PR (CHASLES) 

(3) PQ = OeæP= Q (d'où PQ = =- QP) 

(4) La relation dite d’équipollence entre bipoints (él. de 
E?) : (P, Q) équipollent à (P', Q') + PQ = PQ'est 
une rel. d'équivalence. Elle s'écrit aussi PP! = QQ’ 
(règle du parallélogramme). 


Structure canonique d’esp. affine d’un esp. 

vectoriel 

L'application V x V = V: 0 + v' = w confère à V une 

structure d’esp. affine par rapport à lui-même. 

Structure vectorielle d’un esp. affine 

Un couple (E, Po), où P, € E, est un esp. affine 

pointé ; V A = h, A © V, on pose P, + À = {P, + v, 

v E€ A}. On a E = P,+ V et l'application pp, transfère 

par bijection la structure vectorielle de V à £. 

Sous-espace affine d’un esp. affine £ 

Soit F S E, F # h. S'il existe un s.e.v. W de V associé 

à E tel que la loi externe + restreinte à F x W 

satisfasse à la condition axiomatique V P € F, l’appl. 

Pp: W = P +w = p(w) est une bijection de W sur F, 

alors F a une structure d’espace affine car la deuxième 

condition axiomatique est satisfaite dans 

E x V donc dans E x W, F est un sous-espace affine de 

E, de direction W. 

Rem. : (1) La direction dir. F d’un s.e.a. F est 
parfaitement déterminée : c’est l'esp. vect. engendré 
par les vecteurs PQ, (P, Q) € F°. 

(2) Tout s.e.a. peut s’écrire P,+ W où P, est 
quelconque dans F et W = dir. F. Toute partie de £ 
de ce type est un s.c.a. 

Déf. : La dimension d'un s.e.a. est celle de sa 
direction. Un singleton est un s.e.a. de dim. 0. Une 
droite affine est un s.e.a. de dim. 1. Un plan affine 
est un s.c.a. de dim. 2. Un hyperplan affine est un 
s.e.a, de direction un hyperplan vectoriel, c'est-à- 
dire un supplémentaire d’une droite vectorielle. Un 
hyperplan vectoriel ou affine est donc de dim. n-1 
si dim. V = dim. £ = n, n EN". 

Repère affine 

Si Fest un (sous) espace affine P, + W de dim. p, et si 

(Vi, ...V,) est une base de W, toit point P de F s'écrit, 


D XW. Les x, (€ K) sont 
les coordonnées de P E i repère affine (Pp, Vi, … 0). 
Parallélisme 

Le s.c.a. F sera dit parallèle au s.c.a, F’ ssi dir. F € dir, F’ 
(rel. réflexive et transitive). Les s.e.a. F et F’ sont dits 


de manière unique, P = 


parallèles ssi dir. F = dir. F ' (relation d'équivalence). 
Intersection de s.c.a. 
Soit F, i € I, des s.c.a. Ou bien leur intersection F est 
vide (ex. deux droites parallèles distinctes), ou bien 
3P,eF et alors F = P,+ Q dir. F; est un s.e.a. 
ie 
Rem. : Les s.c.a. F et F' sont dits supplémentaires si 
dir. E = dir. F @ dir. F'. Alors F N F' est un 
singleton. Par ex. si la droite D n’est pas parallèle à 
lhyperplan H, D et H sont supplémentaires. 
Sous 
C’est le s 


space affine engendré par À non vide € E 
A F = Pot W où P EA et W est le s.e.v. 
engendré par les vecteurs P,P, P € A (F est indé- 
pendant du choix de P,). Si W est de dim. finie, on 
pose rang A = dim. F = dim. W. Si A est formé de (p + 1) 
points Pi, PP, rang A = rang ( P,P, - PE) et ce 
nombre est indépendant du point origine choisi dans 
A. (p + 1) points Po, … “le sont dits affinement 
indépendants si rang (P5, … = p. Is engendrent un 


a. de dim. p ; alors (Py, P, P, «Pi P) est un repère 
affine du sous-espace a par ces p + 1 points. 
Pour définir une droite affine il faut donc deux points 
distincts, un plan affine trois points non alignés. 
Barycentre 

Un point massique dans Æ est un couple (Q, À) él. de 
E x K. Soit q points massiques (Q, À) tels que o = 
Ài +... + A, = masse totale de la famille des Q; Soit # #0. 
Alors 31G E tel que A, GQ, +... À,GQ,= 
la définition intrinsèque du barycentre de la famille 
des points massiques (Q, À,). Si E est pointé en O, on 
détermine G en écrivant 


4 AGE GT ANA Fra € 
2 (GÒ + 00)-6 + 06 = où 1,00, 


S. 


Rem. : Si o= 0, l'application de £ dans V : 


= 5 À, PO, est constante. Si celle-ci vaut û, tout 


point est barycentre. Sinon il n’y a pas de barycentre. 

Prop. du barycentre : (1) Le barycentre reste le même 
si on multiple les À, par un même coefficient # 0. 

(2) Si deux familles de points massiques F' et F" de 
masses totales respectives o' et o" possèdent chacune 
au moins un barycentre G', resp. G", alors la paire 
(C, ©) (G" ,0")) possède au moins un barycentre G 
et G est barycentre de la réunion F' U F". 

(3) Si les points Q, (i = 1, ... q) sont affinement 
indépendants, l'ensemble des barycentres des 
points massiques (Q; À) tels que À+ … À,= 1 est 
le sous-espace affine F défini par Qy …, Q, De 
plus Y P € F, 3! q-uplet (À …., À) tel que d'une 
part A+, À,= 1 et d'autre part P = barycentre 
des (Q, À) ainsi définis : ces À, sont les coord. 
barycentriques de P. 


Applications affines 

Soit Æ et E' deux espaces affines resp. associés aux 
K-espaces vectoriels V et V'. Une application f de E 
dans £’ est dite affine s’il existe P, € E et pe 8 (V, 
V') (p. 89) tels que V Q € £, f(Q) = (Pi) + p PO). Il 
est facile de monter alors que V P € £, f(Q) = f(P) + 
p (PQ) et que p est l'unique appl. vect. que l’on 
puisse associer ainsi à f. Une application affine est 
déterminée par l’image d’un point et sa partie linéaire Q. 


Quels que soient (P, P') € E x E' et pe Q(V, V’) il 
existe une et une seule application affine f de partie 
linéaire y telle que f(P) = P’. 

Une appl. aff. f est injective, resp. surjective, bijective 
ssi ọ est inj., resp. sur., bij.. Si f est bij. f-! est affine 
de partic linéaire g°!. 

Si E, E', E” sont des K-espaces affines, si f et g sont 
affines resp. de Æ dans £' et E’ dans £”, g o f est affine 
de E dans E". La partie linéaire de g o f est la 
composée des parties linéaires de g et f dans le même 
ordre. 

Si E et E' sont de dim. finies sur K, de repères 
respectifs (O, e,, e, … e,), (O', ei, & … €), l'écriture 
d’une application affine de Æ dans Æ’ se met sous la 


> Vi * |. x D 
forme |: |=M| : |+| : |où M, matrice à m lignes 
Ym x, 


et n colonnes, définit pour les bases (e,) de V et (e) 

de V', les colonnes (x;) et (y) définissant resp. P € E 

ct f(P) € E dans les repères indiqués ; la colonne (@) 

définit f(O). 

Th. : Pour qu'une application du K-espace affine E 
dans le K-espace affine E' soit affine, il faut et il 
suffit qu'elle conserve les barycentres : 

J affine + (G barycentre de {(Q; À), i = 

F(G) barycentre de {(f(Q;) A), i = 1... q}). 

Image d’un (sous-) espace affine par une appl. 

affine 

Si F = P) + W est un s.c.a. de E, de direction W, 

pointé en Po, et si f est une appl. affine, alors 

LE) = f(P5) + p(W) est un sous-espace affine de direc- 

tion @(W). On a donc toujours dim. /(F) < dim. F. Si F 

est de dim. finie et si fest injective dim. f(F) = dim. F. 

L'image d’un système de points indépendants de F est 

alors un système de points ind. de f(F). 


r q} => 


Endomorphismes affines 

Si f est une appl. aff. de Æ dans E, f s'appelle un 
endormophisme affine, L'ensemble des end. affines de 
E est fermé pour la composition. Le sous-ensemble 
des bijections affines de Æ sur Æ est le groupe affine 
de £. "a 

Soit V' ® V'=VaP,eL:VPEE, PP =v +v", 
décomposition unique selon V' et V", P' = P} + v' est 
le projeté de P sur F' = P, + V' parallèlement au 
supplémentaire F" = P, + V". L'appl. P — P' est un 
projecteur affine. C'est l'identité si V" = {0}. Dans 
tous les autres cas c’est un endomorphisme non 
injectif. 

On appelle translation de vecteur v € V l’endomor- 
phisme affine P > P + v. Sa partie linéaire est 
l'identité (prop. caractéristique). L'ensemble des 
translations constitue un sous-groupe distingué du 
groupe affine (V £ translation, V f bij. affine, f~' o to f 
est une translation). On appelle homothétie de centre P, 
et de rapport æ € K* Pend., affine P > P = P, + a PP. 
L'ensemble des translations et des homothétics 
constitue également un sous-groupe distingué du 
groupe affine. 


Formes affines 
K étant un corps commutatif, K est un K-espace aff. 
de dim. 1. Si E est un K-espace affine, une appl. affine f 
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de E dans K est une forme affine : 

Si on pointe E en P, PE E <> P = P, +0, ve V: 
LE) = f(P,) + p(v) = a + p (w), a E K, p = forme 
linéaire (p. 89). Si f n’est pas constante (p # 0) 
l’ensemble des P e E tels que f(P) = 0 est un 
hyperplan affine, et tout hyperplan affine peut être 
défini de cette façon. 

Un système linéaire (p. 93) définit donc soit @, soit un 
s.e.a. intersection d’hyperplans affines. 

Application à R” 

R” considéré comme espace ponctuel est un IR -espace 
affine de dim n > 1. La géom. dans R” généralise 
celles de R? et R*, mais R” échappe à une 
représentation directement perceptible. I s’agit en fait 
d’une construction purement algébrique. Tout ce qui 
vient d’être abordé sur les espaces affines s'applique 
en particulier à R”. De plus une structure euclidienne 
canonique de R” permet d'introduire d’autres 
propriétés. 


Produit scalaire canonique dans Pesp. vect. IR” 
= (Xip = Xy), Y = Wo . Yn) désignant des éléments de 
R’, Papplication de R" x R”dans R : 


yiil DE 2 xy, est bilinéaire symétrique. 


L'expression (x, y) également notée x +y est le produit 
scalaire canonique des deux vecteurs x et y ; (x, x) est 
le carré scalaire de x. On pose |x|= y (x, x) ; un vec- 
teur x est dit unitaire si |x| = 1. 
Th, : La valeur absolue du produit scalaire de deux 
vecteurs unitaires est S 1. 
De (Ix] = y|}? = 0 <> x} + y} = 2]x, yilon tire par 
sommation 
n n 
2= X (+y)229 [xy|z 2x yl, doù le résultat. 
ist is1 


Cor, : V (x, y) € R” x R” (x, y)| = {a 29° 0) 

(Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ). 

C’est évident si x ou y = 0. Sinon on applique le théo- 

rème précédent aux deux vecteurs unitaires iz j et, 

Norme euclidienne canonique Il 

L'application x — |x| est une norme (euclidienne) sur 

l'esp. vect. IR” et l’application (x, y) —> |x — y| est par 

suite une distance (cuclidienne) sur l’espace affine 

R": RI est un espace métrique (p. 51). 

De s |x||y| on tire 

x + y in ysx4+y + 2|x|]y| soit 

(x + y} < (|x| + |y)? d'où l'inégalité triangulaire. Les 

autres prop. axiomatiques des normes sont faciles à 

vérifier. On note $"! l’ensemble des points P de R” 

tels que [OP] = 1. 

Mesure des angles, vecteurs orthogonaux 

L'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ z H 
xy 


y non nuls permet 4 définir un et un seul angle 0 € [0, x] 


s1 pour x ct 


tel que cos 0 = D 1 : 0 est par définition l'angle X (x, y) 


des deux vecteurs non nuls x et y. La relation x : y = 0 
signifie donc que, ou bien l’un des deux vecteurs est 
nul, ou bien X (x, y) = Z (x ct y orthogonaux). (voir 


suite p. 206.) 
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Compactification par un point 


Espace 
localement 
compact 


Espace 


métrique Espace 


compact 


Existence de 


Espace 
paracompact 
Espace 
connexe par 
arcs 


Espace 
normal 


localement 


a 
Espace connexe par 


Analyse connexe Re 
i réelle f Espace 

a complètement 
régulier 


Invariants topologiques (rep. notions 
invariantes par application continue 
ou par homéomorphisme 


Espace 
régulier 


Axiomes 
supplémentaires 


Espace de 
HAUSDORFF 


Axiomes des Axiomes des 
voisinages ouverts 


Système orthogonal (Suite de la p. 205) i VE 

Une famille de vecteurs (v,, V», … v,) de R” est dite système orthogonal si pour tout (i, j), ia ji = 0. Un 
système est dit orthonormé si Vi, j, V; . v; = ô; (symbole de KRONECKER : ô; = 0 sii#j = l si i = j). La base 
canonique de IR” est orthonormée. Tout système orthogonal de vecteurs non nuls est libre. Il contient donc au plus n 
vecteurs. Si {V;, ... V,} est une base d’un sous-esp. vect, de IR”, on peut, par des opérations successives effectuées 
sur les V; , construire une base orthonormée de ce sous-espace (procédé d’orthonormalisation de ScHMrrr). 
Isométries dans IR” ne f | 

Une application f : IR” — IR” , définie par y = M x + a, où M est une matrice inversible nxnetaun élément de 
R” (en colonne) est une bijection affine de IR” (en particulier une translation si M= ld, une homothétie si 
M = a ld, a # 0, & # 1). On dit que f est une isométrie affine si f conserve la distance euclidienne de deux 
points, c.-à-d. si, Vx, x’, < f(x) -S @), fœ) -f 0) > = < xx, xx" >, équivalent à MM — Id = 0. Les matrices 
satisfaisant cette relation sont dites orthogonales et forment un groupe multiplicatif, le groupe orthogonal 0, Le 
déterminant d’une matrice orthogonale vaut + 1. Le sous-ensemble des matrices orth. à dét. + 1 constitue le 
groupe spécial orthogonal SO, C O,. Les vecteurs colonnes (resp. lignes) d’une matrice orthogonale forment 
une base orthonormée de IR” (prop. car. d’une matrice orthogonale). 

Parallélépipède de dimension z 

Si P, est un point de R” et (V, V», … v,) une base de R”, alors P = {Pot lv, Lo Av, 0 < Às 1} est un 
parallélépipède. Il est « déployé » à partir de P selon les arêtes vectorielles V; . Ses sommets sont définis par 
À,= 0 ou 1. Tout parallélépipède peut être déployé à partir d’un de ses sommets, avec une base (+ Vy, #0, £ 0) 
bien choisie ; si elle est orthonormée, on a un cube unitaire, Le « volume » d’un parallélépipède est |det (V, v,, 
.… V,)| calculé dans la base canonique de R”. 

Rem. : Une isométrie affine conserve également les angles et les volumes. 
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La topologie, en tant que discipline mathématique 
indépendante, est encore relativement jeune. On 
distingue aujourd’hui la topologie ensembliste 
(pp. 209-235) et la topologie algébrique (pp. 237-249). 
La topologie algébrique emploie des procédés 
algébriques pour résoudre des problèmes topologiques. 
La topologie ensembliste (topologie en abrégé) a pour 
origine l’analyse réelle. On remarque, en effet, qu’il 
est possible de développer la théorie de la 
convergence uniquement à l’aide de propriétés 
d'ensembles de points, sans faire appel ni à une 
structure algébrique ni à une structure ordonnée, Une 
troisième sorte de structure apparaît alors : la structure 
topologique. Elle est fondée sur les notions de 
voisinage, ouvert, fermé, point adhérent, point 
d’accumulation, convergence, connexité, compacité... 
Son but est en particulier l’étude et la classification 
d’ensembles de points à l’aide de telles notions. 

La difficulté fut, au début, de dégager un système 
axiomatique simple. En fait, deux points de départ, 
équivalents d’ailleurs, sont possibles. Comme en 
géométrie, on distinguera certains ensembles de 
points par un choix convenable d’axiomes. Par 
exemple, si on part de l’axiome des voisinages 
(p. 215), on fait correspondre à chaque point d’un 
ensemble un système de sous-ensembles, le système 
de ses voisinages. Cette construction d’un € space 
topologique est due principalement à HAUSDORFF. À 
l’aide de la notion fondamentale de « voisinage », on 
construit ensuite le concept d’« ouvert ». Et c’est cette 
notion d’ouvert qui, reprise axiomatiquement, conduit 
à Pautre introduction des espaces topologiques, 
équivalente à celle des voisinages. Elle permet 
simplement de considérer une topologie sur un 
ensemble Æ comme un sous-ensemble de WE) ayant 
certaines propriétés, indépendantes des points de £ : 
on définit axiomatiquement certaines parties de £ 
comme « ouverts », et les « voisinages » sont ensuite 
définis à l’aide des ouverts (p. 215). Cette seconde 
définition d’un espace topologique par ses ouverts est 
souvent mieux adaptée au déroulement des 
démonstrations, L'ensemble de tous les ouverts, 
quelle que soit leur construction, est appelé topologie, 
et l’ensemble £ est l’ensemble sous-jacent de la 
topologie. 

On peut comparer deux espaces topologiques à l’aide 
d’une application qui met en relation les ouverts des 
deux topologies, S'il existe une application bijective 
entre les ensembles sous-jacents, qui induit une 
bijection entre les ensembles d’ouverts des deux 
espaces, on dit alors que les deux espaces 
topologiques sont homéomorphes ; on ne peut pas les 
distinguer par des moyens topologiques. L'application 
elle-même est appelée application topologique ou 
mieux foméomorphisme (p. 219). 

Les propriétés importantes des espaces topologiques 
sont celles qui sont invariantes par homéomorphisme. 
On parle alors (pp. 209-213) d’invariants topologiques 
(comparer par exemple avec « invariants par 
déplacements » en géométrie p. 151). 

Il existe encore une série de notions topologiques qui 
sont conservées par une classe d'applications plus 
étendue, celle des applications continues (p. 219). 
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Tous les homéomorphismes font partie de cette classe, 
mais toute application continue n’est pas un 
homéomorphisme : un homéomorphisme est une 
application continue dont la réciproque existe et est 
également continue. Comme tout invariant par une 
application continue est également un invariant 
topologique, les applications continues en topologie — 
comme aussi en analyse réelle — seront d’une 
importance toute particulière. On désigne ainsi la 
topologie d’un espace euclidien par « géométrie 
continue » (pp. 209-213). 
Tout ensemble possédant au moins deux éléments 
admet plus d’une topologie (p. 215). Le choix d’une 
topologie s’effectue en fonction de la théorie à 
développer. Ainsi, l’espace cuclidien, par exemple, 
sera en général muni de sa topologie naturelle 
(pp. 215-217). Pour la définition des ouverts de cette 
topologie, on utilise la propriété de distance entre 
deux points, c.-à-d. le fait que Pespace soit métrique 
(p. 217). La « mesure » de cette distance est décrite 
par les propriétés d’une application appelée métrique 
euclidienne dans le cas d’un espace euclidien. 
Les espaces métriques sont une généralisation des 
espaces euclidiens (p. 217). Comme les espaces 
euclidiens, ils admettent une topologie définie par une 
métrique. La classe des espaces métriques peut être 
étudiée uniquement à l’aide de ses propriétés 
topologiques, c.-à-d. sans utiliser la métrique 
(Mesurabilité, p. 231). 
Souvent, une topologie est définie sur un ensemble à 
l'aide d’une topologie connue définie sur un autre 
ensemble donné. Une application particulière mettant 
en relation les deux ensembles permet de 
« transporter » la topologie de l’un sur l’autre (p. 219). 
C'est par exemple le cas pour la topologie des sous- 
ensembles, des ensembles quotients, des produits 
cartésiens et des espaces sommes (pp. 219-221). 
L'un des buts de la topologie est de pouvoir étendre la 
notion de convergence en analyse classique à la notion 
de convergence dans un espace topologique. Pour cela, 
on généralise la notion de suite, et on introduit des 
bases de filtres (p. 225). Cette théorie n’est cependant 
isfaisante que pour des espaces particuliers, comme 
par ex. les espaces de HAUSDORKE (p. 227). 
Les espaces de HAUSDORFE sont des représentants 
d'espaces vérifiant l’axiome de séparation (p. 227). 
Les plus importants de ces espaces sont - en 
particulier pour le problème de métrisation — les 
espaces réguliers, complètement réguliers et normaux. 
s espaces métriques sont des exemples de tels 
espaces. 
Par la propriété de recouvrement ouvert, on définit 
les espaces paracompacts et compacts (p. 231). Les 
espaces compacts, comme tous les espaces métriques, 
ient l’axiome de séparation ; cependant tout 
e métrique n’est pas nécessairement compact. 
En revanche, tout espace métrique sera paracompact 
(p. 231), notion intermédiaire entre compacité et 
normalité, très importante pour les problèmes de 
métrisabilité. La topologie fournit les bases de 
nombreuses disciplines de l'analyse, par exemple la 
théorie des fonctions, l’analyse fonctionnelle et la 
géométrie différentielle. 
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A 


Ensembles de points topologiquement équivalents 


SAGOL Os1<1} => {Ey +21} 
définie par (4 0) (cos 2 x, sin 2 x 4) 


(1) fest bijective 

(2) fest continue 

(3) f ' est discontinue 
au point (1, 0) 


Bijection continue, non bicontinue 


2 Q 
= 


sans le contour sans les extrémités 


B 


Ensembles de points non équivalents topologiquement 


S'ACOIX ER} => {RDA +1) E2} 


définie par (0) | ——, — 
Pare RE 2+4 


(1) fest bijective 
(2) fest continue 
(3) f !est continue 


Une droite de R°? est topologiquement 
équivalente à une circonférence privée de 
F Pun de ses points. 


Homéomorphisme 
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Déformation élastique 

En géométrie euclidienne, par exemple dans R?, on 
peut caractériser certains ensembles de points à l’aide 
de propriétés invariantes par isométrie ou similitude, 
Ainsi un disque ou une parabole sont définis à une 
similitude près, tandis qu’une parabole de paramètre 
donné est définie à une isométrie près. 

Cependant, il y a des ensembles de points très simples 
du plan qui ne peuvent être déduits l’un de l’autre par 
ce type d'applications, par exemple ceux présentés 
figure A ; ils ne sont ni congruents ni semblables. Si 
Pon imagine que ces ensembles de points sont tracés 
sur un matériau élastique, alors ils peuvent se 
transformer l’un en l’autre par une transformation 
réversible (« transformation élastique »). Une telle 
transformation est une application bijective possédant 
certaines propriétés supplémentaires qu’il faut essayer 
de dégager moyennant certaines définitions nouvelles. 
Une « transformation élastique » conserve certaines 
propriétés des ensembles de points. Par exemple, tout 
« point frontière » reste un « point frontière », toute 
courbe fermée frontière garde cette double propriété, 
deux points « voisins » restent « voisins », tout point 
«intérieur » devient un point « intérieur » … 

Par contre, par « transformation élastique », l’image 
d’une droite n’est pas nécessairement une droite 
(fig. A). Dans une « géométrie des transformations 
élastiques », les notions de segments, droites, angles 
et les concepts qui s’en déduisent jouent un rôle 
secondaire. 

De même que les classes d'ensembles de points 
congruents, resp. semblables, ont été introduites, de 
même on peut définir les classes d’ensembles de 
points images les uns des autres par une « transfor- 
mation élastique ». On parle d’ensembles topologi- 
quement équivalents (ici pour la topologie naturelle de 
IR?). Ainsi, les ensembles de points de la figure A 
appartiennent à la même classe, ils sont topologi- 
quement équivalents. Par contre, les ensembles 
représentés dans lill. B ne sont pas deux à deux 
topologiquement équivalents. Il est clair qu'aucune 
« transformation élastique » ne peut transformer l’une 
de ces figures en une autre. Il restera à formuler 
mathématiquement le procédé de « transformation 
élastique » (Homéomorphisme, voir ci-dessous). 


Exemple de transformation non élastique 

La caractéristique d’une « transformation élastique » 
est que par cette transformation on n’observe que de 
« petites » déformations à « proximité » d’un point. 
La transformation décrite à la figure C présente au 
contraire des transformations « importantes » à 
«proximité » de f (P). En f (P) apparaît une « déchirure ». 
Une telle application sera dite non topologique après 
définition mathématique. 

On va maintenant progressivement passer au langage 
topologique, toujours dans le cadre de IR?, dont la 
topologie naturelle est celle des voisinages au sens de 
ce qui suit. 

Voisinage 

La notion de « proximité » doit être précisée. Si on 
considère l’espace IR? dans son ensemble, on peut 
alors au moyen d’un disque ouvert D (c.-à-d. privé de 


sa circonférence) de rayon r, centré au point P, décrire 
quantitativement la « proximité » d’un point Q E D et 
de P : « distance » de Q à P inférieur à r. Les disques 
ouverts de centre P et de rayon quelconque ainsi que 
leurs sur-ensembles sont les voisinages de P dans R?. 
Un voisinage de P contient tous les points d’au moins 
un disque ouvert centré en P. 
Si on se limite à un sous-ensemble Æ de IR?, alors les 
voisinages de P dans Æ seront les traces dans E des 
voisinages de P dans IR? (fig. D). De manière précise, 
un voisinage de P dans E est l'intersection de E et 
d’un voisinage de P dans R°. On construit ainsi la 
topologie induite par celle de R? sur E C IR?. 
Rem. : Dans la suite seul le terme « voisinage » sera 
utilisé. Le contexte permettra de savoir s’il s’agit ou 
non de voisinage obtenu par trace. 


Application continue 

À l’aide de la notion de voisinage, il est possible de 
décrire convenablement la « déchirure » de la figure C. 
Il apparaît clairement que f (P) possède un voisinage V 
tel qu'aucun voisinage U de P — si « petit » soit-il — 
n’a d'image entièrement incluse dans V après la 
transformation. Il y a toujours des points images à 
l'extérieur de V. On parle alors de discontinuité de 
l'application f au point P et on dit que f est discontinue 
au point P. 

On considère maintenant le contraire de la 
discontinuité : Pour tout voisinage V de f (P), il existe 
au moins un voisinage de P dont l’image soit 
entièrement incluse dans V. Dans ce cas, l'application 
f est dite continue au point P. Si l'application est 
continue en tout point, alors on parle d'application 
continue, 


Homéomorphisme 
On exige tout d’abord d’un homéomorphisme f qu’il 
soit bijectif, car les « transformations élastiques » sont 
réversibles. Ensuite, on exige de plus que f et f7' ne 
présentent aucune discontinuité, Une application f est 
donc un homéomorphisme, lorsque f est bijective 
continue et d’inverse continue. Des ensembles de 
points images l’un de l’autre par homéomorphisme 
sont dits topologiquement équivalents. 

Rem. : Les figures E et F illustrent resp. une 
application non topologique et une application 
topologique (i.e. un homéomorphisme) ; pour 
l'application non topologique, f-! est discontinue 
en un point, La donnée d’une application non 
topologique particulière n’est cependant pas 
suffisante pour démontrer que les deux ensembles 
de points ne sont pas topologiquement équivalents. 

Rem. : La notion d’homéomorphisme est plus 
générale que le procédé intuitif de « déformation 
élastique », tout homéomorphisme ne pouvant pas 
être interprété comme une telle transformation, 


But de la topologie 

Du point de vue géométrique, le but de la topologie 
est d'étudier des classes d’ensembles de points 
topologiquement équivalents et de décrire leurs 
représentants à l’aide de propriétés qui restent 
inchangées par homéomorphisme (invariants 
topologiques). Les invariants par application continue 
(invariants continus) ont également leur importance. 
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Pz, P3, Pa 
Points frontière 


P, Point isolé 


P., P}, P, 
Point d’accumulation 


Ensemble des points intérieurs 


o 
Frontière © 


A, A Ensemble des points frontières Ensemble des points d’accumulation 


[e] O 
Ciakar 
y à PO k. H 
K a ru 
® L 4 
O L À , 
M i A i 
Amah Dmm at 
Ensemble M (vert) Complémentaire de M Ensemble des points extérieurs 
© 
Pis Pz, P3, P4 
Points adhérents 
P, Point extérieur 
P, Point intérieur | A 
: Intérieur M° Fermeture M 


Ensemble des points adhérents 


Points particuliers, ensembles particuliers 


Réunion (bleu) 

et intersection 
(rouge) de deux 
ensembles ouverts. 


L'intersection des 
voisinages U, de rayon 
r= LueN\{0) 
est {P}. 

{P} n’est pas ouvert. 


B 


[ M = AUB M'=A'uB' 
avec ANB =Ø avec A'AB'=0 


Ona: Ona: 
C AoB=0a ÃnB=0 A'oB +ø 


Réunion et intersection d'ensembles ouverts 


0 +1 


IR! 
SR! IR! définie par 
xi» f(x) = x? 
IR! 
=i 0 +1 


0 est un point intérieur de ]- 1, + 1[, mais f (0) = 0 
est un point de la frontière de 
fa- 1, + 11) = [0, 1[. L'image de l'ensemble 
ouvert ]- 1, + 1[ n’est donc pas ouverte, donc : 

« Point intérieur » et « ouvert » ne sont pas des 
invariants continus, mais seulement des 
[D invariants topologiques. 


Invariants 


Connexité 


A est fermée dans 

{(@,0)[0 < t< 1}, alors 
que f (A) n'est pas fermé 
dans {(x, y) | xX +y? =1}. 


cf. p. 208, fig. E 


Par contre, pour tout ensemble M, il vient : 
xe M etf continue = f (x) € f (M), donc : 
la notion de « point adhérent » 

est un invariant continu alors que 


« fermé » n’est qu'un invariant topologique. 
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Homéomorphismes de R, IR?, IR? 
La définition d’une application continue sur IR?, voire 
d’un homéomorphisme, à l’aide de la notion de 
voisinage (p. 209) s’adapte sans difficulté à IR et IR, 
en remplaçant les disques ouverts par les intervalles 
ouverts, resp. les boules ouvertes (cf. p. 50, fig. C) ; 
pour les applications continues sur des sous-ensembles 
les voisinages sont ceux de la topologie induite. 
Rem. : On retrouvera ces notions en analyse réelle 
p: 275; 
Les concepts qui vont suivre sont essentiellement de 
nature topologique, c.-à-d. que les images par un 
homéomorphisme quelconque des points ou 
ensembles qu’ils définissent sont des points, resp. des 
ensembles de même nature (on se place sur R?, ou sur 
un sous-ensemble Æ de R”, p = 1, 2, 3, muni de la 
topologie induite). 


Point adhérent, point extérieur, point intérieur, 
point isolé, point d’accumulation, point frontière 
Si E C R? est muni de la topologie induite par IR? et 
si À est une partie de Æ, la situation topologique d’un 
point P de E par rapport à A peut être précisée de la 
façon suivante (ill. A}, p = 2, E = IR?) : 

P est dit adhérent à À, si tout voisinage de P rencontre 
A ; en particulier, tout point de A adhère à A, mais il 
peut y en avoir d’autres (ex. P;). 

Un point P qui n’est pas adhérent à A est dit extérieur 
à A (ex. P.). 

P est dit intérieur à A si P possède un voisinage inclus 
dans A (ex. P,). 

P est dit point isolé de A s’il existe un voisinage de P 
ne rencontrant À qu’en P (ex. P,). 

P est dit point d’accumulation de A si tout voisinage 
de P rencontre À ailleurs qu’en P (ex. P,, P}, P3). 

P est dit point frontière de A si tout voisinage de P 
rencontre À et E \ A (ex. P, P3). 


Ouvert, intérieur, fermé, fermeture, frontière 
Un ensemble constitué uniquement de points 
intérieurs est un ouvert (par ex. un disque privé de sa 
circonférence dans R°). 

L'espace entier est toujours un ouvert ; l’ensemble 
vide est par définition un ouvert. La réunion d’une 
famille quelconque d’ouverts est un ouvert, 
l'intersection d'une famille finie d'ouverts est un 
ouvert (fig. B). L'intersection d’une famille 
quelconque d’ouverts n’est pas en général un ouvert 
(fig. B). 

L'ensemble décrit à la figure A, n’est pas un ouvert. 
Le plus grand sous-ensemble ouvert Â contenu dans 
un ensemble de points A s'appelle l’intérieur de A. 
C’est d’une part la réunion de tous les ouverts 
contenus dans À, d'autre part l’ensemble de tous les 
points intérieurs à À (fig, A,). 

Un ensemble est dit fermé si son complémentaire dans 
E est un ouvert. Cependant, « fermé » n’est pas 


équivalent à « non ouvert », car l’ensemble de la 

figure A, n’est ni ouvert ni fermé. 

À tout ensemble de points A on peut associer le plus 

petit fermé À le contenant. À, appelé fermeture de À, 

est d’une part l'intersection de tous les fermés 

contenant À, d’autre part l’ensemble de tous les points 
adhérents à A. A est également la réunion de A et de 

tous ses points d’accumulation (fig. A;). 

L'ensemble des points frontières de A, appelé 

frontière ZA de A (fig. A;), est exactement l’ensemble 

des points de À qui ne sont ni intérieurs ni extérieurs à 

A. On a ðA = d(E \ A). Une frontière est toujours un 

fermé. 

Ex. : L'ensemble Q des rationnels considéré comme 
sous-ensemble de IR n’est ni ouvert ni fermé. On a 
Q=Ø,Q=R etóQ=R. 

Rem. : Si E C IR? est muni de la topologie induite, on 
peut prouver qu’un ouvert, resp. un fermé de £, 
s'obtient en prenant l'intersection avec Æ d’un ouvert 
de R”, resp. d’un fermé de IR?. Toutefois, la nature 
topologique d’une partie de E dépend en général de 
la topologie de référence (celle de R”, ou celle de £). 

Les propriétés « fermé », « ouvert », « point intérieur » 

ne sont pas des invariants continus mais seulement des 

invariants topologiques, contrairement à la propriété 

« point adhérent » (fig. D). 


Ensembles connexes 

Les sous-ensembles M et M'de IR? proposés en figure 

C sont tous deux des réunions d'ensembles de points 

disjoints, où À et A’, resp. B et B’ sont même 

topologiquement équivalents. Pourtant, M ct M’ 

présentent des différences topologiques essentielles. 

Déf. 1 : 1/ Deux parties À ct B de R” sont dites 
séparées si l’on a simultanément À N B = Ø et 
AnB=Ø. 

2/ Une partie N de IR? est dite non connexe si on peut 
la mettre sous la forme N = À U B, où A et B sont 
des parties non vides séparées. 

3/ Une partie C de IR? est dite connexe dans le cas 
contraire, 

(On verra p. 223 une étude générale de ces notions.) 

Ici M est non connexe, alors que M’, qui est un disque 

fermé de IR?, est de ce fait connexe (p. 223). 

Les ensembles connexes jouent un rôle particulier en 

topologie, car la connexité n’est pas seulement un 

invariant topologique : elle est également conservée 
par les applications continues. La mise en évidence 
d’une application continue d’un ensemble connexe 
connu (par ex. dans IR) ayant pour image un ensemble 

à étudier démontre donc la connexité de ce dernier. 

Les théorèmes suivants sont en outre très utiles : 

(T,) Si A et B sont connexes avec À N B = Ø, alors 
A U B est également connexe. 


(T,) Si A est connexe, alors A, de même que tout 
ensemble B tel que A € B € A, sont connexes. 
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= a+ (ba) x 


Sab 7 


Connexité dans IR 


— 


w(1) 
w(0 


rí 


0 I 


ği 


0 I 1 


[Bı 


IR! 


IR! 


Je 


J- %, a], Ja, b], [a, bI, [a, b], 
[b, + o[ connexes 


R est connexe 


| ( continue) 
]0, 1[ connexe 


| EAA] 


homéomorphismes 


, al, Ja, bI, 1b, + cf 
connexes 


(T, p. 211) 


M = AUB avec 


Aa ni0<x< tapes") et 
B={(0,y)1-1<y<1} 


M = A et À est connexe donc M est 

connexe. M n'est pas connexe par arcs car il 

n'y a, par exemple, aucun arc reliant les 

deux points (0, 1) et (1, — 1) de M, inclus 
B, dansM=A U B. 


Arcs et connexité par arcs 


Ci 


Circonférence sans 
nœud dans IR? 


Image topologique 
de la circonférence 
avec nœud dans R? 
(nœud en trèfle) 


La circonférence 
engendre deux 
domaines disjoints 
dans R°. 


L'image topologique 
de la circonférence 
engendre deux 
domaines disjoints 
dans R°. 


Propriétés de position 
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Connexes de IR 
Les seuls connexes de IR sont les intervalles, bornés 
ou non, et les singletons (fig. A). 


Connexes de R?, IR? 

Les connexes de IR sont également connexes comme 
sous-ensembles de R?, resp. R°. L'image d’un 
intervalle par une application continue sera encore un 
ensemble connexe. 

Les images par une application continue f de 
l'intervalle Z : = [0, 1] sont d’un emploi courant. 
L'image f [Z] constitue une liaison connexe entre les 
points f (0) et f (1). On parle d’arc entre les points 
FO) et (1), d'arc fermé si f (0) = f (1) (fig. B,). 

La reconnaissance et la classification des connexes 
dans R?, resp. IR? est plus compliquée que dans R. 
Toutefois, la connexité des ouverts peut être 
facilement déterminée : un ouvert est connexe si, et 
seulement si, deux points quelconques peuvent être 
reliés par une ligne brisée entièrement contenue dans 
l'ouvert. 


Rem. : Les ouverts connexes (domaines) jouent un 
rôle fondamental en analyse. 

Une classe remarquable de connexes peut être 
appréhendée à l’aide du critère suivant : si deux points 
quelconques d’un ensemble peuvent être reliés par un 
arc entièrement contenu dans l’ensemble, alors cet 
ensemble est dit connexe par arcs et cela entraîne 
qu’il est connexe. On remarquera que tout ouvert 
connexe est connexe par arcs. Il existe cependant des 
connexes qui ne sont pas connexes par arcs (fig. B;). 
Les connexes par arcs admettent eux aussi une 
classification. La figure B, représente des connexes 
par arcs qui ne sont pas deux à deux topologiquement 
équivalents. Intuitivement, ce fait est justifié par 
l'existence d'arcs fermés « entourant » des points qui 
n'appartiennent pas au connexe. De tels arcs 
n'existent pas pour le premier ensemble de la figure 
B; : tout arc fermé peut être « ramené continôment » à 
un point. Un ensemble possédant cette propriété est 
dit simplement connexe. 


Rem. : Une étude plus approfondie conduit au 
concept d’homotopie (p. 237 sqq.). 


Ensembles compacts de IR 

Si on considère l’image par une application continue f 
d’un segment /, dans IR ou plus généralement dans 
R”, cette image est non seulement connexe, mais 
aussi fermée bornée (on dit qu’une partie de IR? est 


bornée si elle est contenue dans une boule ouverte). 
La propriété « fermé borné » dans IR? est un invariant 
continu. Les sous-ensembles de IR? à la fois fermés et 
bornés sont appelés compacts. Un compact n’est pas 
nécessairement connexe, par exemple [0, 1] ù [2, 3] 
est compact. On verra p. 229 la définition générale 
d’un compact contenant le cas très particulier des ens. 
compacts de IR”. Toute intersection de compacts est 
compacte. L’adhérence d’une partie bornée de IR? est 
compacte, Ainsi, un disque ouvert n’est pas compact, 
mais si on le complète par sa circonférence, il devient 
compact (disque fermé). 


Propriétés de forme et position 

Les propriétés topologiques d’ensembles considérées 
jusqu’à présent sont des invariants topologiques 
(parfois même des invariants continus), c.-à-d. que 
deux ensembles topologiquement équivalents 
posséderont les mêmes propriétés. Les propriétés 
d’une classe d’ensembles topologiquement 
équivalents, sont appelées propriétés de forme (ou 
propriétés intrinsèques). Les propriétés intrinsèques 
sont donc les invariants par les homéomorphismes de 
sous-ensembles de l’espace, sans considération de 
l’espace ambiant. 

Par ce procédé, on renonce à estimer les « positions » 
particulières des ensembles topologiquement 
équivalents relativement à l’espace ambiant. Le 
<nœud » représenté à la figure C, est topologiquement 
équivalent à la circonférence C, il ne peut toutefois pas 
avoir pour image C par un homéomorphisme de 
l’espace R? tout entier. 

On dit que la circonférence et le nœud possèdent des 
propriétés de position (ou propriétés externes) 
différentes. 

De telles propriétés de position sont donc des 
propriétés qui dépendent de l’espace ambiant et qui 
restent inchangées par homéomorphisme de l'espace 
ambiant. Elles dépendent donc du choix de l'espace 
sous-jacent, car si on plonge le « nœud » dans 
l’espace R*, il pourra être « dénoué », c.-à-d. qu’il 
admet C pour image par un homéomorphisme 
convenable de IR*. Relativement à IR, les propriétés 
de position aussi bien que de forme des deux 
ensembles seront identiques. 

On trouve encore un autre exemple concernant la 
position à la figure C, : la circonférence, resp, son 
image topologique délimitent dans IR? exactement deux 
domaines disjoints. Cette propriété n’est manifestement 
pas conservée en plongeant cet ensemble dans IR*, 
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E; Uw |xe E) (E, €) 


Notion de pain 
voisinage Axiomes Nodonid A or 
(V1) à (V4) (01a (03) 


` 7 


définition Définition des voisinages 
des ouverts par le contenu du théorème 4 


SE Théorèmes 1 


ds ni Propriétés de 
théorèmes 1 à 4 voisinages 


ne 


B ultérieurs 


Axiomes des voisinages Définition axiomatique d’un espace topologique 


Définitions 


xe E Point adhérent à A :6 VU(UE (> UnA+() 


:e IU(UE U(DAUNA=() 
: & AU(UE UN AU CA) 


: © VU(UE (9 = UnA+@AUN(MNA)+ f) n'appartient pas 
nécessairement à À 


n'appartient pas 
nécessairement à À 


xE E Point extérieur à A n'appartient pas à À 


xE E Point intérieur à À appartient à À 


xE E Point frontière de A 


xe E Point isolé de A :& AU(UE HD AUNX HNA =H) appartient à À 
xE E Point d’accumulation de A : & x point adhérent à A N {x} n'appartient pas 
nécessairement à À 


A Ensemble ouvert : © Vx (x e A = x point intérieur à A)* 


: & ENA ensemble ouvert 


: & Vx (x € E = x point adhérent à À) 
* Dans la déf. de la topologie par les ouverts, cette déf. devient un th. 


A Ensemble fermé 


A Ensemble dense 


Notations 2 
A Ensemble des points adhérents à A (fermeture de A) 
A Ensemble des points intérieurs à A (intérieur de A) 
JA Ensemble des points frontière de A (frontière de A) 
Propriétés = 
A? SA, A? = 40 ACA, Ā=3 DA =A NA 
ASB= 4° € B° ASB+AÂcB =AN(E\A) 
(AAB)? = 4°nB° AOB = A0B =ANENA 
(U a)’ Ua? A2 (J 4; = EN (A? u (ENAX) 
iel iel iel iel 
(4) s Na? Nas Nā =09 (ENA) 


iel iel iel 
ENA? = ENA, EN A=(ENAY, E=4 U dA u (ENAY, E= A U ENA, E =A u (ENAP 
A ouvert & À G A? & A = A0 & DA S ENA Aest ouvert 
A fermé & À € À & A=A © dA CA À est fermé 
A ouvert À B fermé — A NB ouvert A BNA fermé 
A ouvert AANB= = AnB=(,A fermé À A U B=E SAU W=E 
A dense & A= E 
(A 1) et E sont fermés. 
(A 2) L'intersection d’un nombre quelconque de fermés est fermée. 
C (A 3) La réunion d'un nombre fini de fermés est fermée. 


Notions fondamentales de topologie et propriétés 


D mm mn À 
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Définition d’un espace topologique par l’axiome 

des voisinages 

La notion fondamentale pour la topologie naturelle 

dans R’, p = 1, 2, 3, est celle de voisinage (pp. 209- 

213). Pour une généralisation à un espace quelconque, 

la présentation proposée est toutefois trop particulière 

car elle fait appel à la notion de « distance », c.-à-d. 

qu’elle suppose l'existence d’une métrique (p. 51). La 

notion de voisinage « métrique » pourra donc être 
étendue à tout « espace métrique » (p. 217) ; si on 
choisit un espace quelconque, alors il faut, lors de la 
généralisation, s'appuyer sur des propriétés 
caractéristiques des voisinages « métriques » qui 
peuvent être formulées sans avoir recours à la métrique. 

HAUSDORFF a montré qu’il fallait exiger des 

voisinages d’un point x E Æ les propriétés suivantes 

(axiome des voisinages) pour aboutir à une théorie 

constructive de topologie sur Æ (cf. fig. A) : 

(V1) x appartient à chacun de ses voisinages. 

(V2) Tout sur-ensemble V d’un voisinage U de x est 
un voisinage de x. Æ est un voisinage de x. 

(V3) L’intersection de deux voisinages de x est un 
voisinage de x. 

(V4) Tout voisinage U de x contient un voisinage V de 
x tel que U soit également un voisinage de chaque 
point de V. 

On définit : 

Déf. 1 : Si pour tout point x d’un ensemble Æ, il existe 
un sous-ensemble U(x) de P(E), appelé ensemble 
des voisinages de x (système de voisinages de x), 
satisfaisant les conditions V1 à V4, alors 

(E ; {U (x) | x EE}) est appelé espace topologique. 

Au cours de la théorie, on définit de même qu’à la 

page 211 les notions topologiques de point adhérent, 

point intérieur, ouvert, etc. (ill. C) et on démontre 
entre autres les théorèmes suivants : 

Théorème 1 : Ø et E sont des ouverts. 

Théorème 2 : L'intersection d'un nombre fini 
d'ouverts est un ouvert. 

Théorème 3 : La réunion d'une famille quelconque 
d'ouverts est un ouvert. 

Théorème 4 : Un sous-ensemble U est un voisinage 
de x si, et seulement si, il existe un ouvert O tel que 
xEOCU,. 


Définition d’un espace topologique 

par les ouverts 

En considérant les théorèmes 1 à 3 comme axiomes, on 

obtient une nouvelle définition de l’espace topologique 

équivalente et qui sera utilisée plus tard : 

Déf. 2 : (E ; ©) est appelé espace topologique si € est 
un sous-ensemble de $ (£), possédant les propriétés 
suivantes : 

(019 EG, E E €, 

(02)0, 0 ECE =0,n0, EC, 


03c ës Uoce 
0Eÿ 


€ est appelé topologie de l’ensemble sous-jacent £. 
Les éléments de € sont les ouverts, ceux de £ des 
points. 


Rem. : (E ; ©) peut être lu « Æ muni de la topologie € ». 

Dans l’espace topologique ainsi construit, on définit 

la notion de voisinage à l’aide du contenu du 

théorème 4 : 

Déf, 3 : U est appelé voisinage de x si U € E et s’il 
existe un Og E È, avec x EO S U. 

U(x) est l’ensemble de tous les voisinages de x 

(système de voisinages de x). 

On peut alors démontrer les contenus des axiomes VI 

à V4 comme théorèmes (cf. ill. B). En définitive, les 

deux constructions sont équivalentes et peuvent être 

utilisées indifféremment. 


Exemples d’espaces topologiques 

(1) On dira d’un sous-ensemble de IR qu’il est ouvert, 
soit s’il est vide, soit s’il contient, avec chacun de ses 
points, un intervalle ouvert autour de ce point. Alors, 
le système 9 de tous les ouverts est la topologie sur 
R appelée topologie naturelle. L'espace topologique 
(R, S) est à la base de l'analyse réelle. 

De même, on peut définir une topologie sur R”, en 
remplaçant les intervalles ouverts par des boules 
ouvertes, De manière générale, tout espace métrique 
(p. 217) admet une topologie de ce type ; cependant, 
la topologie dépendra de la métrique choisie. 

(2) On peut définir une topologie radicalement 
différente sur IR en posant : 
S:={0/0-DV(0=R\EAE fini)} 

(3) Sur N peut être définie une topologie Ny liée à la 
topologie naturelle de R (voir topologie, p. 219) : on 
choisit M, = P (N), c.-à-d. que tout sous-ensemble 
de N est défini comme ouvert. 

Sur tout ensemble £, (E) définit une topologie 
appelée topologie discrète. 

(4) Conformément à la définition 2, Ø et Æ doivent 
appartenir à toute topologie de Æ. Cette condition 
minimale conduit sur tout ensemble £ à la topologie 
{Ø, E} appelée topologie triviale. 


Comparaison des topologies d’un même 
ensemble sous-jacent 

Il est possible de définir des topologies distinctes sur 
un même ensemble sous-jacent, par ex. (R, 9), 
(R, X), (R, PR)), (R, {Ø, R}). Elles présentent 
cependant des propriétés très différentes. 

Les topologies d’un même ensemble sous-jacent 
peuvent être éventuellement comparées par la relation 
d'inclusion « € », mais ce n’est pas toujours le cas 
(par ex. & et 9 ne sont pas comparables sur IR). Si 
M, € Wh, alors on dit que Wh est plus fine que M, : 
{9, E} est ainsi la « moins fine » et R(E) la « plus 
fine » de toutes les topologies d’un même ensemble 
sous-jacent. 


216 Topologie / Espace métrique, base, sous-base, base de voisinages 


(1) (2) 
Propriétés caractéristiques des bases 


Exemples 


L'ensemble de toutes les bandes ouvertes parallèles 
à une droite donnée est une partie de Ÿ?. Il satisfait 
aux conditions caractéristiques des bases (1) et (2), 
mais il ne constitue pas une base de R?, car un 
disque ouvert n’est pas une réunion de bandes. 


M ={1,2,3} M= {9, M, {2}, {1,2}, {2,3}} 


{B, B,} et {B;, B3} ne 
sont pas des bases car 
(1) n'est pas vérifiée. 


{B,, B,} n'est pas une Cet ensemble engendre toutefois une topologie sur 
base car (2) n'est pas R?, dans laquelle tout ouvert non vide est une 
vérifiée. réunion quelconque de ces bandes ouvertes. On dit, 
{B,, B», B3} remplit les de façon abrégée, qu'il s’agit de la topologie des 
deux conditions (1) et bandes dans R?. 


(2). 


M 


Topologie des bandes dans IR? 


V (%8) est la topologie la 
moins fine 
qui contienne $ (resp ©) 


V (%8) est moins fine 
que M 


Construction de 
w=} toutes les réunions 
d'éléments de 3 


… Construction de toutes 
les intersections finies 
d'éléments de © 


B € M base d’une 
topologie W sur M 


> V(B) = 


%:— D(G 


© c RM) 
avec la propriété 
caractéristique (1) 


© sous-base d’une 
topologie Wè sur M 


Topologie engendrée 


L'ensemble de tous les disques ouverts ainsi que 
l'ensemble de tous les rectangles ouverts (de côtés 
parallèles aux axes) sont des systèmes générateurs 
dans IR? 


Ces deux systèmes générateurs sont équivalents : 
ils engendrent la même topologie sur IR?, Ce 
sont, en fait, deux bases (équivalentes) de R2. 


Systèmes générateurs équivalents 


Topologie / Espace métrique, base, sous-base, base de voisinages 217 


Espaces métriques 
Les espaces dits métriques constituent une classe 
importante d'espaces topologiques (voir aussi p. 51). 
Déf. 1 : M désignant un ensemble non vide, (M, d) est 
un espace métrique si d est une application de M x M 
dans R* (appelée métrique sur M) vérifiant les 
propriétés (1) d(x, y) = 0 <> x = y, 
Yæ) day) =d), B) YE, y, 2) d(x,z) < 
d(x, y) + d(y, 2) ; d(x, y) s'appelle la distance de x et y. 
Ex. : On peut munir IR” de la distance 


d;(x, y) = S (x,—y,)? entre deux points 


X= (Xp x) et y = Yi … Ya) : dy est la métrique 
enclidienne canonique. Dans R' on retrouve d; = |x — y|. 
Voici d’autres distances sur IR” : 

n 


d(x, y)= 2 lp, da, y) = sup {K -y,] | v=l,..,n} 


Tout espace métrique devient un espace topologique par 
une construction analogue à celle qui a été vue p. 215 
pour la présentation des topologies naturelles N! #2, N? 
sur R', IR?, R°. On introduit la notion d’e-voisinage ; 
elle permet de définir les ouverts de l’espace métrique : 
Déf. 2 : Soit (M, d) un espace métrique. Toute partie 
U(x, €) = {y/y E M a d(x, y) < £} s’appelle un 
£-voisinage, ou encore une boule ouverte de centre x 
et de rayon €. 
Une partie O de M est dite ouverte, ou bien si elle est 
vide, ou bien si Vx € O, il existe e € Ri tel que l’on 
ait U(x, £) € O. 
Rem. : On peut vérifier que les boules ouvertes sont 
bien des ouverts. 
Les ouverts selon cette déf. 2 satisfont aux axiomes 
des espaces topologiques (p. 215, déf. 2) et forment 
la topologie métrique M, de M (On dit aussi que 
W est la topologie engendrée par d). 
Ex. : Les topologies naturelles N!, N, N? sont engendrées 
par la métrique enclidienne d,. La topologie engendrée par 
dy Sur IR” est désignée de façon générale par M”, 
Un espace métrique particulièrement important est 
l’espace de Hilbert de la page 230. 
La notion fondamentale en topologie métrique est 
celle d’e-voisinage. Cela apparaît clairement dans le 
Th. 1 ; Une partie non vide d'un espace métrique est 
un ouvert si, et seulement si, elle s'identifie à une 
réunion de boules ouvertes. 
Il est toutefois inutile, en général, de faire usage de 
tous les e-voisinages pour une telle interprétation. Il 
guffit de se limiter à Pensemble {U(, E| xEMAE= 
P ApEN Ji Et même dans certains cas on peut 
prendre un ensemble dénombrable : par exemple dans 
M {U(x, exe Qae =L apeN’}. 
Ainsi tout ouvert non vide de N! est la réunion 
d’intervalles ouverts dont les extrémités sont rationnelles 
et dont la longueur est de la forme prE N’. 
Base d’une topologie 
Le contenu du théorème 1 justifie la définition suivante : 
Déf. 3 : Soit (M, M) un espace topologique. On appelle base 
toute partie B € W telle que tout ouvert non vide puisse 
être considéré comme réunion d'éléments de W. Si W est 
dénombrable, on dit que Wè possède un base dénombrable. 
Seules les bases qui contiennent substantiellement 
« moins » d'éléments que Wè présentent un intérêt, C’est 
par exemple le cas de la topologie métrique vue plus 


haut : M" possède une base dénombrable, Les ensembles 

{la, b[/a,beR}et 

{la, b[/a,beQ 4 b-a + A p eN*} sont des bases de N!. 

Propriétés fondamentales des bases 

Th. 2 : Soit (M, W) un espace topologique et X une 
partie de W. Si % est une base de W, alors on a 
() M= UB , (2) YB, B,e%,YxeB, NB, 


IB, € X tel que x € B, S B, NB, (fig. A,). 

La figure À, illustre le fait que si (1) ou (2) n’est pas 

remplie, Y ne peut être une base. 

Le tableau B illustre le fait que si (1) et (2) sont remplies par 

une partie 8 de W, Y n’est pas forcément une base de WÈ 

Cependant les propriétés (1) et (2) permettent de 

construire des topologies : 

Th. 3 : Soit M un ensemble et X% € P(M). Si Y 
satisfait à (1) et (2) alors l’ensemble de toutes les 
réunions d'éléments de X complété par Ø, 

v(%) = (YB VeVU(2) est une topologie 


sur M dont X est une base. 

Déf. 4 : Une partie 8 C W(M) vérifiant les propriétés 
(1) et (2) s'appelle un système générateur, et l'on 
dit que V(S) est la topologie engendrée par 3. 

VOB) est la topologie la moins fine qui contienne %. Si 

V est une base d’une topologie M, on a évidemment 

VC) = M (tab. C). 

Ex. : Le système générateur du tab. B engendre sur IR? une 

topologie différente de N? : c’est la topologie des bandes. 

Systèmes générateurs équivalents 

Deux systèmes générateurs V, et B, sont dits 

équivalents s'ils engendrent la même topologie. Il en est 

ainsi si, et sculement si, pour tout B € Ÿ,, respectivement 

B e %,, et tout x € B, il existe B, € X, respectivement 

B, € V, tel que x € B, € B (voir l'exemple du tab. D). 

Sous-base d’une topologie 

Si une partie © € W (M) ne remplit que la condition 

(1) du th. 2, en général V(©) n’est pas une topologie. 

Toutefois on a le 

Th. 4 : Soit M un ensemble et © € W(M). Si © 
satisfait à la condition (1) du théorème 2, alors 
l’ensemble de toutes les intersections finies 
d'éléments de Š, D(G) = { Ü, S,1SeSGaneN} 
est un système générateur (voir le tab. C). 

Déf. 5 : Soit (M, M) un espace topologique et 
© € (M). © s'appelle une sous-base de W si 
D(G) est une base de WM. 

Ainsi tout sous-ensemble © de (M) vérifiant la 

condition (1) est une sous-base de la topologie 

V(D(@)) engendrée par D(S). Cette topologie est la 

moins fine qui contienne ©. Si © ou D(@) est une 

base d’une topologie W, alors V(D(S)) = M. 

Base de voisinages 

Déf. 6 : Une partie B(x) de l’ensemble (x) des voisinages 
d’un point x est dite base de voisinages de x si quel que 
soit U € l (x) il existe Ve B(x) tel que V & U. 

Ex. : L'ensemble des voisinages ouverts de x est bien 

entendu une base de voisinages de x. 

En topologie métrique l’ensemble des e-voisinages de 

x est une base de voisinages de x ; on peut même 

définir pour tout point une base de voisinages dénom- 

brable. 

Rem. : Si un esp. top. a une base dénombrable, tout x 
admet une base de voisinages dénombrable. 
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LM; M) (N; N) bijective 


SLO] EN pour tous les One WS ' continue) 


f [Ole M pour tous les Oy E N (f continue) 
A; Application topologique 


Application topologique, continuité en un point 


SM: M(N; N) 


S 'EV] e Ux) pour tous les VE U(f (x) 


À Continuité de f au point x € M 


SM) NN) 


L1 
L'antécédent de tout 


L'antécédent de tout 
élément d’une base de voi- 


Pour tout voisinage V 
de f (x) il existe un voisi- 


voisinage de f (x) estun > sinages de f (x) est un voi- > nage de x dont l'image par 


voisinage dé x, sinage de x. fest incluse dans v. 
Déf. 
I t i 
fest localement continue au point x e M 
fest localement continue en tout point x € M 
péf fest globalement continue 
en ET os = N 
GI » ? 3 G4 fITIESIT] 
L'antécédent de dentd an ‘lus L antécédent Al pour tous Les TE M 
tout ouvert de N € d'une base (sous. 4> de tout fermé de GTS ICT] 
est un ouvert NES N est fermé dans pour tous les T & N 
cansat ouvert dans M. M. Sy N ANE TITI 


B 


pour tous les T E N 


Continuité locale et continuité globale 


{ } Éléments de la topologie Wè sur M 


- 


x Éléments de la topologie induite 
baa z M, sur T (trace de Wè sur 7) 


Topologie induite 


Éléments d'une base de N! 
OG — o ee JR ! 

£ Base de la topologie induite sur: 

: une partie de IR! = intersection 

: d’une base de M! avec cette partie : 


Topologies induites sur des parties de IR! 
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Correspondance entre deux espaces topologiques 
Pour comparer deux espaces topologiques on fait appel à 
des applications appropriées, c'est-à-dire des applications 
qui mettent en correspondance les structures topologiques 
des deux espaces sous-jacents. En premier lieu on définit 
le cas où deux espaces topologiques sont homéomorphes, 
c’est-à-dire non discernables sur le plan topologique. 

a) Isomorphisme topologique ou homéomorphisme 

Déf, 1 : (M, W) et (N, N) sont dits homéomorphes s’il 
existe une application f, appelée isomorphisme topo- 
logique ou homéomorphisme, de (M, W) sur (N, N) telle 
que : (1) fest bijective ; (2) pour tout ouvert Oy C W, 
respectivement Oy C À, f (Oy) E À, respectivement 
F= (Ox) E W (figure A,). Dans un ensemble d'espaces 
topologiques l’homéomorphie est une relation 
d'équivalence. Les classes sont constituées d'espaces 
topologiques homéomorphes (topologiquement 
équivalents), Les propriétés qui restent invariantes sous 
un homéomorphisme sont des invariants topologiques. 

b) Application continue 

Le concept d'application continue est étroitement lié à 

la notion de morphisme topologique. 

Déf. 2 : Soient (M, W) et (N, X) deux espaces 
topologiques et fune application du premier dans le 
deuxième : fest dite continue sur (M, W), en abrégé 
globalement continue où même continue, si pour 
tout Oy C N on a f (0) E W (fig. A,) ; fest dite 
continue au point x E€ M, ou localement continue en 
x, si pour tout V E U(f()), f'(V) E€ U) (fig. A3). 
La liaison entre isomorphisme topologique et 
application continue est mise en lumière par le 

Th. 1 : f appliquant (M, W) dans (N, À) est un 
homéomorphisme si, et seulement si, f est bijective et 
si fet f” sont continues, c’est-à-dire si f est continue 
et s'il existe g continue de (N, 9t) dans (M, W) avec 
8°f= 1m f° 8g = 1y 

La notion d'applications continues est par conséquent 
essentielle en topologie. Au sens de la théorie des 
structures de la p. 39, il s’agit des applications compa- 
tibles avec la structure topologique. Les invariants 
sous les applications continues (invariants continus) 
sont également des invariants topologiques. 

La notion de continuité locale est une généralisation de 

la notion de continuité en analyse (voir tab. B. L,). Il 

est significatif que l’on puisse se limiter à une base de 

voisinages pour l'étudier (L,). Par exemple, pour les 
espaces métriques, la formulation de la continuité en 

un point ne fait appel qu'aux e-voisinages (voir p. 51). 

La continuité globale peut être déduite de la continuité 

locale (tab. B). On peut lexprimer de différentes façons, 

toutes équivalentes (G, à G, tab. B). Celle relative à une 
base (sous-base) d’une topologie est particulièrement 
importante (G,). La composition g ° f de deux 
applications continues f : (M, M) — (N, À) et 

g : (N, N) — (O, D) est une application continue. II lui 

correspond le cas local : si fest continue en x E M et si g 

est continue en f (x) € N, alors g ° fest continue en x E M. 

Rem. : On dit que l’application f est ouverte, 
respectivement fermée, si l’image f de tout ouvert 
est un ouvert, respectivement de tout fermé est un 
fermé. Une projection (voir p. 221) est une 
application ouverte, Une application bijective, 
continue et ouverte est un homéomorphisme. 


Topologie engendrée par des applications 

Si N est un ensemble et (M, W) un espace topologique, 
on peut transférer la structure topologique de M à N par 
une application. Deux possibilités sont offertes selon 
que N est l’ensemble d'arrivée ou l’ensemble de départ. 
a) Topologie finale 

Soit f une application de M dans N. Si (M, W) est un 
espace topologique, alors Ni, = {T|T € Naf (D EN 
est une topologie sur N, dite topologie finale 
engendrée par f et Wè. Par construction de Ngn 
l'application f : (M, W) + (N, M) est continue. Si N 
est une autre topologie définie sur N, l'application 
f: (M, W) = (N, N) est continue si, et seulement si, 
Nin 2 À. Naa est donc la topologie la plus fine 
définie sur l’ensemble d'arrivée pour laquelle 
l'application génératrice est continue. Pour une 
application f bijective on a Na, = {AOw) | Own E M}, 
si bien que f~" : (N, Nin) + (M, W) est continue. (M, W) 
et (N, Xi) sont alors homéomorphes : on remarquera 
enfin que si f : (M, W) + (N, À) est une application 
surjective, continue et ouverte, on a Ny, = N. 

b) Topologie initiale 

Soit maintenant g : N ++ M. Si (M, WY est un espace 
topologique, alors Nii = {g (Om) | On € M} est une 
topologie sur N ; c’est la topologie initiale engendrée 
par g et M. 

Par construction de N l'application 

8: (N, Wini) + (M, M) est continue. Si 9t est une autre 
topologie définie sur N, alors g : (N, À) > (M, M) est 
continue si et seulement si N € 9t. La topologie 
initiale est donc la moins fine des topologies définies 
sur l’ensemble de départ pour lesquelles l'application 
génératrice est continue. Si g est bijective, (M, M) et 
(N, Mi) sont homéomorphes. 


Topologie induite, sous-espace topologique 
Parmi les différentes topologies que l’on peut définir sur 
une partie T° d’un espace topologique (M, W), il en est 
une qui provient directement de W. On obtient cette 
topologie en considérant les traces de W sur T (figure C). 
Déf, 3 : Soit (M, W) un espace topologique et T € M. 
Alors W, = {On N T | Ow € WM} est une topologie 
sur Tet s'appelle la topologie induite par (M, W) sur 
T. (T, M) est un sous-espace topologique de (M, W). 
La topologie induite sur T par (M, W) cst la topologie 
initiale engendrée par l'injection canonique i : T + M 
et la topologie W. En effet l’injectivité de à donne 
i'(Ow) = Ow N T. D'injection canonique est donc 
continue. De là on tire, entre autres, que la restriction 
d’une application continue sur (M, W) à un sous- 
espace est également continue. 
Les fermés, respectivement les ouverts d’un sous-espace 
T sont les intersections avec T des fermés, respectivement 
des ouverts du sur-espace. Si 8 est une base de W, alors 
V, = {BAT | B E V} est une base de W}. 
Ex. de sous-espaces topologiques : (R!, 9’) et (R?, 
D?) peuvent être considérés comme des sous-espaces 
topologiques de (R*, 9), (R!, À!) comme un sous- 
espace de (IR?, 92). La topologique induite sur Ja, bf, 
respectivement sur [a, b] que l’on utilise en analyse, 
ainsi que la topologie induite sur Q, Z, N sont 
illustrées dans le tab. D. 
Un sous-espace de (IR", N”) fréquemment utilisé est la 
sphère $"! (p. 205). 
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(M; M) ESF TS (N; N) 


MIR; Wy) 


k l'application canonique sur l’espace quotient (M. 
la relation d'équivalence R; est définie pa 
(identification de deux éléments ayant mêm 


Mr), où 
a) =f 0) 


i est un homéomorphisme entre (N ; 9) et l’espace quotient (M / Rs My) si lune des conditions 
suivantes est remplie : 

a) fest ouverte (fermée), b) X est la topologie finale de Wè par f. 

c) (M ; M) est quasi compact et (N ; N) est un espace T, (Th. 5, p. 229). 


Jip 
e-—+ “+ 
k cercle k 
| Za 4 


Z manchon 
| HE i 
IIR, 


KIR, KIR; 


Identification de chacun des 
côtés avec son opposé 


Identification de deux côtés 
opposés 


Identification des 
extrémités 


Fo f» f sont des applications surjectives, continues, fermées (tab. D). 


Espace quotient et homéomorphisme 


(R'; R') Facteurs 


Espace produit 
(élément d’une base en rouge) 


BER 


Aen  {AxA1 iBxÂ REN’) 
AeR! Ben! 
Tels que sont données les quatre ouverts de R!, A, 
A ,B, B , il n'existe pas d’ouverts C et C dans N! 
pour lesquels on ait (AXA)U(BxB)=CxC, 
car tout C x C contenant (AXA)U(BXB) 
p contient également À X Bet BXA . 


$1 xI 


s'xs! 


Topologie produit Manchon et tore considérés comme espaces produits 


Ji: 10, 1] > $' définie par x = (cos 2 mx, sin 2 rx) et Id : [0, 1] — [0, 1] 
définie par y + y sont surjectives, continues et fermées 


Ee ST 
zw? LE 


fXf:10, 11x10, 1] => $' x $' 


fix ld: {0, 1] x {[0, 1] > $' x [0, 1] 
surjective, continue, fermée 


surjective, continue, fermée 


D peut être choisie pour f, dans le tab. A peut être choisie pour f dans le tab. A 


Application du théorème 2 
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Topologie quotient, espace quotient 

R désignant une relation d'équivalence sur un ensemble 

M muni d’une topologie W, la définition d’une topologie 

sur l’ensemble quotient M / R tient naturellement compte 

de celle de M. On transfère cette dernière par 

l’application canonique k : M> M /R, x = [xl]. 

Déf. 1 : La topologie finale engendrée par W et k sur 
M [R s'appelle topologie quotient issue de (M, W) : 

Mr = {T| T E MIR a k” (T) e W} (p. 219). 

(M LR, Wy) est l’espace quotient de (M, W) par R. 
D’après cette définition, Il’ application canonique k 
est continue. La topologie quotient est la topologie 
la plus fine pour laquelle k est continue. 

Les espaces quotients jouent un rôle important dans 

de nombreux cas. Ainsi à un espace topologique (N, 9) 

exigeant une description trop compliquée, on 

substitue un espace quotient homéomorphe issu d’un 

espace topologique connu (M, W) (tab. A). 


Topologie produit, espace produit 

Le produit cartésien d’espaces topologiques est un 

bon exemple de construction de nouveaux espaces à 

partir de plusieurs espaces topologiques. Soit (M, W) 

et M, A deux espaces topologiques. Le produit 

cartésien M x M des ensembles sous-jacents M et M 

peut être muni d’une topologie, construite à partir des 

Iopologigs M et Mè, L'ensemble 
Vr = {On x On | On E M À Où € M} n’est pas une 

topologie sur M x M en général, car la propriété (03) 

de la déf. 2, p. 215, n’a pas lieu d’être satisfaite (fig. B). 

Mais c’est cependant un système générateur d’une 

topologie sur M x M (p. 217). 

Déf. 2 : La topologie V(Ÿ,), ainsi _engendrée 
s'appelle la topologie produit de W et D et (M x M, 
V (B,)) est l’espace topologique produit. 

Un ouvert de (M x M, V (,)) est donc défini comme 

réunion d'éléments de %,. De fait une partie de 3, 

suffira : car si 8 et Ÿ sont des bases respectivement 

de M et W, l’ensemble {B xB | B e Ba Be M} est 
une base de la topologie produit. 

Ex. : L'ensemble des rectangles ouvert {]a, b[xle, dl | 

a, b, c, d € R} est une base de la topologie produit 

construite sur IR? = IR! x IR! (R! muni de N’). Cette 

topologie produit sur IR? est d’ailleurs équivalente à la 

topologie naturelle Ñ? (p. 216 tab. D). La figure C 

illustre les topologies usuelles du manchon et du tore. 

Les voisinages de x = (a, à) € M x M sont les sous- 

ensembles de M x M qui contiennent une partie U x U 

telle que U € Ua) et U e U(â). La liaison entre 

l’espace topologique produit et chacun de ses facteurs est 
assurée par les projections surjectives p:MxM>M 
définie par (a, â) > a ct P : M x M > M définie par 

(a, à) > â. Elles sont continues et ouvertes. La 

topologie produit est la topologie la moins fine définie 

sur M x M pour laquelle les deux projections sont 
continues, On peut aussi dire que la topologie produit est 

la topologie initiale engendrée sur M x M par p, p, M, W. 

On peut plonger dans un espace topologique produit 

l’un quelconque de ses facteurs par homéomorphisme 

sur une certaine partie. Si on munit M x {a} et {a} x M 

(a e M, à e M choisis arbitrairement) de la topologie 

induite par celle de l’espace topologique produit, les 

applications e : M = M x {a},x1- (x, à) et ê : “m > 


{a} x M, £> (a, à) sont des homéomorphismes. 

Les deux théorèmes suivants trouvent leur utilité dans 

les propriétés de certaines applications. 

Th. 1 : Une application f d'un espace topologique 
dans un produit de deux espaces topologiques est 
continue si et seulement si les deux applications p © f 
et Po f sont continues. 

Rem. : Se donner une application continue à valeurs 
dans IR? équivaut donc à se donner deux applications 
continues à valeurs dans IR! (continuité par composantes). 

Th. 2 : Si les applications f : (M, W) > (N, À) et 
g : M, D) N, F) sont continues (ouvertes, 
fermées, bijectives bicontinues), il en est de même de 
(fx 8): Mx M> N xN, (a, à) > (f (a), g@)), pour 
les topologies produits sur M x M et N x N. 

Application : comme (R', 1) et (Ja, b|, À! Ja, bf), 

respectivement (lc, df, R']c, df) sont homéomorphes, 

il en est de même de (R?, W?) et (Ja, b| x Jc, df, 

Rya, Mx a). Voir également le tab. D. 

De même qu’on peut définir une topologie produit sur 

un produit cartésien de deux facteurs, on peut définir 

une topologie produit sur un produit cartésien de n 

facteurs. Soient (M,, W), …, (M,, W) n espaces 

topologiques. Alors 

{On x... x On, | On, E Wj a ie (1, …, n)} est un 

système générateur de la topologie produit sur 

M, x. M,. Les projections p; : M, x ... x M, > 

M; (i E (1, ..., n)) sont continues, et les autres 

propriétés vues plus haut conservent leur validité avec 

une formulation adaptée. 

Rem. : La topologie produit sur IR” correspond, sans 
autre indication, à À", Une application à valeurs 
dans R” est continue si, et seulement si, ses 
composantes sont continues. 

Espace somme 

Soit (M, M) ct (M, M) deux espaces topologiques 

dont les ensembles sous-jacents sont disjoints. On 

peut en déduire une topologie Wy sur la réunion 
disjointe M UM. Il est naturel de demander que les topo- 
logies induites par M sur M, resp. M, soient M, resp. 

P. Dans ces conditions un ouvert pour la topologie 

M, doit être la réunion d’un ouvert de (M, W) et d’un 

ouvert de M, W). On vérifie que ce choix convient 

effectivement. PAPE 

Déf. 3 : (M, M) et (M, W) étant deux espaces 
topologiques dont les ensembles sous-jacents sont 
supposés disjoints, la topologie YW = {T] T € MUM 
ATAMEMATA M E Mè} est dite topologie somme 
sur MUM. (M UM, Wy) est l’espace topologique 
somme. 

Les plongements į : (M, W) + (M UM, M) et À: (M, 

M) + (M U M, M) sont continus et ouverts. M, est 

la topologie la plus fine sur M U M telle que i et À 

soient continues ; c’est pourquoi l’on dit que Ms est Ja 

topologie finale engendrée sur M UM par i, î, M, M. 

Une application f définie sur l’ espace topologique 

somme est continue si, ct seulement si, les restrictions 

SIM eaf IM, c'est-à- dire fo et foi i sont continues, 

Rem. : Un espace topologique somme peut être défini 
de manière analogue à partir d’un nombre quelconque 
n d'espaces sous-jacents disjoints deux à deux 
(neN \{0,1}). 
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Le sous-espace (Q, Ni) de (R!, R!) n’est pas 
connexe. 


IL existe dans (Q, #4) des ouverts différents de 
Ø et Q qui sont aussi fermés. Exemple : 
Ti={x|xEQax> V2) 


v2 T (Q, Na) 
Si l’on considère dans (R', N!) l’ouvert 
A:={xfxER'ax> #2), on voit que 


T:=ANQeaT=A N Q. Donc T està la 
fois ouvert et fermé dans (Q, N’). 


(R?, R?) est connexe 


2. R?) A 
L RERA 


Pour tout point P E IR? il existe une droite d, 
passant par O et P, qui, considérée comme 
sous-espace, est isomorphe à R, et donc 
connexe également. 

Comme O appartient à toutes ces droites et 
que leur réunion est IR?, (IR?, R?) est connexe 
d’après le théoréme 3. 


Connexité dans (IR!, Hi!) 


fla) f(b) (Rt; 9R’) 


Pour toute valeur y vérifiant 
f (a) < y < f (b) il correspond 
un x EE tel que f(x) = y 


Théorème des valeurs intermédiaires 


Connexité de (IR?, 9°) 


(TRY 


La composante à laquelle O appartient est le 
singleton {0}. Elle est fermée dans (7, N4) 
sans être ouverte. 


Composantes connexes 


(R?; R?) 


P, 


P,P, := tP P(n e N\{0)}) 


D’après le théorème 3, le sous-espace 
(T, 9) de (IR?, N°?) est connexe. 

Il n'est pas localement connexe car 
tout point R distinct de Q du segment 
[Q, P,] possède des voisinages qui ne 
contiennent pas de voisinage connexe. 


Espace non localement connexe 


Intuitivement, une partie connexe d’un espace 
topologique évoque une partie d’un « seul tenant » 
(cf. pp. 211, 213). En fait la définition mathématique 
d’un espace connexe passe par celle d’un non connexe 
en faisant intervenir la notion de parties séparées. 


Espace connexe 

Déf. 1 : Soit (E, ©) un espace topologique. Les parties A 
et B de E sont dites séparées siA A B =Ø et 
AnB=0Q. 

Déf. 2 : Un espace topologique (E, T) est dit non 
connexe s'il est la réunion de deux parties séparées 
non vides. 

Un espace connexe est donc un espace qui n’est pas la 

réunion de deux parties séparées non vides. 

Déf. 3 : Un sous-ensemble d’un espace topologique est 
dit connexe s’il est connexe pour la topologie induite. 

Comme deux parties d’un sous-cspace sont séparées si, 

et seulement si, elles sont séparées dans l’espace entier, 

on peut parler d’ensembles séparés sans avoir recours à 

tout l’espace. On peut établir les théorèmes suivants : 

Th. 1 : Un espace topologique (E, ©) est connexe si, 
et seulement si, il contient exactement deux sous- 
ensembles qui soient à la fois ouverts et fermés (E 
et Ø). 

Th. 2 : L'image d'un espace connexe par une 
application continue est connexe. 

Th, 3 : Soit T, (i E I) des connexes de (E, ©) ayant un 
point commun, alors leur réunion munie de la 
topologie somme est connexe. 

Th. 4 : L'adhérence T d'un connexe T est connexe 
ainsi que tout ensemble A vérifiant T € A ST. 

Ex. : Les connexes non réduits à un singleton de 
l’espace topologique connexe (IR, 9) sont explicités 
fig. A p. 212 ; l'ensemble Q des nombres rationnels 
est un exemple de partie non connexe (fig. A). 
Comme indiqué à la fig. B, on peut prouver à l’aide 
des théorèmes 2 et 3 que pour n > 1 (IR", À") est 
connexe. IR” \ {(0, ..., 0)} et les e-voisinages sont 
des exemples de connexes de IR” (n > 1). 

Rem. : Concernant les applications réelles, le 
théorème 2 permet de montrer le théorème des 
valeurs intermédiaires (voir Analyse). 


Composantes connexes 

Pour étudier un espace non connexe, on fait 
correspondre à chaque point le plus « grand » connexe 
le contenant (au sens de l’inclusion), Comme le 
singleton {x} est lui-même connexe, l’ensemble des 
connexes contenant x n’est pas vide. Et, si l’on 
considère la réunion de tous les connexes contenant x, 
on obtient précisément le plus grand connexe 
contenant x. Ce connexe est appelé composante 
connexe de x. Il est fermé en vertu du théorème 4, 
Tout point (resp. tout sous-ensemble connexe) 
appartient à (resp. est inclus dans) une et une seule 
composante connexe. La relation « x et y ont même 
composante connexe » est une relation d'équivalence. 
On peut donc faire une partition de tout espace 
topologique en ses composantes connexes, qui sont 
des fermés deux à deux disjoints, donc séparés. 

Un espace topologique est connexe si, et seulement si, 
il ne possède qu'une seule composante connexe. I 
découle de cette propriété le théorème suivant : 
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Th. 5 : Un produit d'espaces connexes est connexe. 


Espace localement connexe 
Les composantes connexes d’un espace topologique 
sont fermées, mais ne sont pas ouvertes en général 
(fig. D). Elles sont nécessairement ouvertes si tout 
point possède un voisinage connexe : en effet une 
composante connexe étant le plus grand connexe 
contenant l’un quelconque de ses points, sera un sur- 
ensemble du voisinage connexe de ce point, et par 
suite sera voisinage de ce point, donc ouverte. 

Déf. 4 : Un espace topologique est dit localement 
connexe si tout voisinage d’un point quelconque 
contient un voisinage connexe de ce point. 

Ex. : [1,2] U [3, 4] muni de la topologie induite par 9 
est localement connexe mais non connexe. La 
figure E montre un exemple d’espace connexe mais 
non localement connexe. 

Th. 6 : Un espace topologique (E, X) est localement 
connexe si, et seulement si, les connexes au sens de 
T forment une base de Ÿ. 

(R”, N”) est donc également localement connexe 
car les e-voisinages sont connexes et forment une 
base de R”, 

Rem, : Contrairement aux espaces connexes, l’image 
d’un espace localement connexe par une application 
continue n’est pas nécessairement localement 
connexe. En revanche un produit d'espaces 
localement connexes est encore localement connexe. 


Espace connexe par arcs 

Déf. 5 : Une application continue 
w : (10, 1], Non) > (E, T) est appelée arc ou 
chemin dans E reliant le point de départ w(0) au 
point d'arrivée w (1). 

Déf. 6 : Un espace topologique (£, ©) est dit connexe 
par arcs quand deux points quelconques de cet 
espace peuvent être reliés par un arc. Un sous- 
ensemble de E est connexe par arcs lorsque le sous- 
espace topologique associé est connexe par arcs. 

: (IR", M”) est connexe par arcs ; les e-voisinages 
pour n = 1 et la sphère $"-! pour n = 2 sont des 
sous-ensembles connexes par arcs. 

Th. 7 : (a) Un connexe par arcs est connexe ; (b) 
l'image d'un espace connexe par arcs par une 
application continue est connexe par arcs ; (c) un 
produit d'espaces connexes par arcs est connexe 
par arcs. 

Rem, : La réciproque de (a) est fausse (p. 212, fig. B,). 


Composantes connexes par arcs 

Tout espace topologique peut se décomposer en parties 
connexes par arcs les plus grandes possibles, appelées 
composantes connexes par arcs. Toute composante con- 
nexe par arcs est incluse dans une composante connexe. 


Espace localement connexe par arcs 

Un espace topologique (E, ©) est localement connexe 

par arcs Si tout voisinage d’un point contient un 

voisinage connexe par arcs de ce point. Un espace 

localement connexe par arcs est localement connexe. 

Un espace à la fois connexe ct localement connexe 

par arcs est connexe par arcs. 

Rem : Tout ouvert connexe de (IR", M”) est localement 
connexe par arcs, donc connexe par arcs. 
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P,F:= PF (n ENO) 


Si l’on munit IR? de la topologie naturelle 

M?, la suite (P,) converge vers le point F. 

Si l’on choisit la topologie de bandes 

(p. 216), (P,) converge vers tout point de la 
A droite d. 


Convergence d’une suite 


fcontinue, (a,) convergente vers a 
VE U(f (a)) quelconque 


l 
J'V] E Ua), a, E f~ [V] pour tout n = m (V) 
Ÿ 
f(a,) E V pour tout n = m (V) 


(f (a„)) converge vers f (a) 


Continuité et convergence de suites 


(R2; R?) (R?; R?) 
JT TU a est la base de filtre [TTT] Soit ğ la base de filtre 
i N | formée de tous les SN aask e m composée de tous les 
X PAST FA} rectangles ouverts (à ! H rectangles ouverts (à 
udi r e FS 11 côtés parallèles aux {A } côtés parallèles aux 
\ in ii 1/ ll axes) qui contiennent  ! ! | axes) qui contiennent 
\ SU p isi wif l 1 P, et P, Tous ces 
\ Les LR) P (base de voisinages (AE, À r us s 
S M pey de P). H | rectangles contiennent 
ÈS: A ! i le segment P, P,. 
Uire [LE CARER | 
À, converge vers P, car tout disque centré Bane converge pas car tout point de IR? 
c en P contient un élément de Ñ}. c est le centre d’un disque ouvert qui ne 
1 2 contient pas [P,, P,]. 
(IR?; R?) R? muni de la topologie de bandes 
parari a ba | E A > 
-= KERU | Soit la base de filtre PERS PE 
ad 4 ue L 
[REIN AR ER | composée de tous les A een | 
f | œ ı rectangles ouverts (à a aaan | | 
! t O côtés parallèles aux axes) Ferh i 
- e m en j e \ ava TY o| 
P TRA \ ts HN ayant 7 pour sommet, (F inde 
ben 1 fo n'appartient à aucun 
t 1" PATA € 
i (9 DA | } élément de X). 
pè--- Lt 3) 
H 1 à rte 
, ' L | & base de filtre (fig. C;) 
; a Ñ converge vers tout point de la droite d, 
B; nes des Stars centré car toute bande autour d’un point de d 
C COGNAC MER DUAL c contient un élément de #,, 
3 4 


Convergence d’une suite 

Dans tout espace topologique, on peut définir la 

convergence d’une suite. 

Déf, 1 : Soit (E, ©) un espace topologique et (a,) une 
suite de Æ. On dit que (a,) converge vers a E E si 


Bases de filtre, convergence d’une base de filtre 


pour tout voisinage V E L(a) il existe ng E N tel que 
pour tout # = n on ait a, € V. 
Contrairement à l'analyse réelle la notion de 
convergence de suite n’est plus univoque en général, 
c.-à-d. qu'il n’y a plus nécessairement unicité de la 
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limite (fig. A). La topologie choisie joue donc un rôle 

essentiel. L’unicité de la limite n’est assurée que dans 

des espaces topologiques particuliers, comme les 
espaces de HAUSDORFF (p. 227), qui comprennent par 
exemple les espaces métriques. 

Continuité et convergence d’une suite 

Comme en analyse réelle on a le résultat suivant : une 

application continue f d’un espace topologique (E, T) 

dans un espace topologique (F, ©) conserve la 

convergence des suites, c.-à-d. que si (a,) est une suite 
dans Æ qui converge vers a, alors la suite image 

correspondante (f (a,)) converge vers f (a) dans F 

(fig. B). Mais réciproquement, pour des espaces 

topologiques quelconques, f n’est pas nécessairement 

continue si pour toute suite (a,) convergeant vers a, 

(f (a,)) converge vers f (a). Cette réciproque est 

néanmoins possible dans certains cas particuliers. 

Th. 1 : Soit (E, À) et (F, ©) des espaces topologiques, 
eta E E possédant une base de voisinages 
dénombrable. Alors f : (E, Z) — (F, ©) est continue 
en a si, et seulement si, pour toute suite (a,) 
convergeant vers a, la suite (f (a„)) converge vers f (a). 

Par Suite, la continuité d’une fonction définie sur un 

espace métrique à valeurs dans un espace topologique 

quelconque peut être caractérisée à l’aide des suites. 

Pour un espace de départ quelconque on ne peut a 

priori utiliser les suites. C’est pourquoi on est amené à 

introduire d’autres notions. 


Bases de filtre, convergence de bases de filtre 
Si l’on introduit pour une suite (a,) la famille € de 
tous les ensembles £, : = {a, | n = k}, il résulte de la 
définition 1 : 
(a,) converge vers a si, et seulement si, tout élément 
de U(a) contient un élément de €. 

On peut de même caractériser la continuité d’une 

application f en a en introduisant l’ensemble de 

parties f [U(a)] : = {f [U] | U E€ U(a)} et en utilisant la 

propriété L3, p. 218, fig. B. 
fest continue en a si, et seulement si, tout élément 
de U(f (a)) contient un élément de f [N(a)]. 

Si l’on compare € et f [U(a)], des propriétés communes 

se dégagent qui suggèrent la définition suivante : 

Déf. 2 : Une partie B non vide de $(E) est dite base 
de filtre sur E si Ø Æ B et si l'intersection de deux 
éléments de B contient un élément de B. 

x. : ©, FIU (a)] sont des bases de filtre, ainsi que U(a) 
et toute base de voisinages. L'image d’une base de 
filtre par une application quelconque est une base de 
filtre. La fig. C contient d’autres exemples. 

Une base de filtre telle que € est appelée base de 

filtre élémentaire. 

Rem. : Si dans la définition on pose comme condition 
supplémentaire que tout sur-ensemble d’un élément 
de B appartient à B, on obtient ce qu’on appelle un 
filtre. On entend par là un sous-ensemble non vide 
B © R(E) qui ne contient pas l’ensemble vide mais 
contient l'intersection de deux quelconques de ses 
éléments et tout sur-ensemble de n'importe lequel de 
ses éléments. Tout filtre est donc une base de filtre. 

On peut maintenant définir la convergence d’une base 

de filtre, qui dans le cas particulier d’une base de filtre 

élémentaire rejoint la définition 1. 


Déf. 3 : Soit (E, ©) un espace topologique. Une base 
de filtre B sur E est dite convergente vers a E E si 
tout élément de 11 (a) contient un élément de B. 

Ex. : La base de filtre élémentaire d’une suite convergeant 
vers a converge vers a (et réciproquement : une suite 
converge vers a si sa base de filtre élémentaire 
converge vers a). Toute base de voisinages de a ainsi 
que l’ensemble des voisinages de a convergent vers a. 
La figure C apporte d’autres exemples. 

On a le résultat suivant concernant l’unicité de la limite : 

Th. 2 : Une base de filtre admet au plus une limite si, 
et seulement si, l’espace est de HAUSDORFF (p. 227). 

On obtient à l’aide de la définition 3 le théorème 

suivant relatif à la continuité. 

Th. 3: f: (E, Z) > (F ©) est continue en a E E si, 
et seulement si, f |U (a)] converge vers f (a). 

Comparaison de bases de filtre 
On montre en analyse que toute sous-suite d’une suite 
convergente vers a converge également vers a. On 
transpose la notion de sous-suite aux bases de filtre à 
laide de la propriété suivante : tout élément de la 
base de filtre élémentaire d’une suite contient toujours 
un élément de celle d’une sous-suite (on dit que la 
base de filtre élémentaire d’une sous-suite est « plus 
fine » que celle de la suite). On peut généraliser avec 
la définition suivante : 

Déf. 4 : La base de filtre B, est plus fine que la base 
de filtre B, si tout élément de B, contient un 
élément de B,. 

On démontre aisément le théorème 4. 

Th. 4 : Si une base de filtre B, est plus fine qu'une 
base de filtre B, et si B, converge vers a, alors B, 
converge aussi vers a. 

Appliqué aux suites convergentes, le théorème 4 

implique la convergence de leurs sous-suites. 


Suites généralisées 

Déf. 5 : Un ensemble non vide A est dit filtrant 
supérieurement Si A est ordonné et si V (x, y) E 4?, 
12€ A tel que z > x et z > y. Toute application de A 
dans un ensemble Æ est appelée suite généralisée. Si 
E est muni d’une topologie €, une telle suite x —> u, 
est dite convergente vers /, si pour tout voisinage v (1) 
il existe x, GA tel que V x > x, on ait u, E€ v (D). 

Les résultats sont analogues pour un ensemble filtrant 

inférieurement. Ces notions contiennent celles de 

suite ct de limite de suite. 

Toute base de filtre B est un ensemble filtrant 

inférieurement pour la relation d’inclusion : 

V (x, y) E B?, il existe z E€ B tel que z C x A y. Une 

suite généralisée indexée par B est une « suite » de la 

forme (u, ), avec x E B, u, E x. 

Th. 5 : Pour qu'une base de filtre B converge vers un 
élément a, il faut et il suffit que toute suite 
généralisée indexée par B converge vers a. 

Soit alors f appliquant (£, ©) dans (F, ©). Si B est 

une base de voisinages de a E E, B cst une base de 

filtre sur Æ et f (B) une base de filtre B’ sur £ B’ tend 
vers f (a) si toute suite généralisée indexée par B’tend 
vers f (a). On a alors : 

Th. 6 : f est continue en a si, et seulement si, l'image 
par f de toute suite généralisée indexée par B, base 
de voisinages de a, converge vers f (a). 
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Axiome T, Axiome T, Axiome Ty 


eU(x;) U,EU(X;) 


U,EU(x)) i 
U, 


U,EU(x;) 


© 


Axiomes de séparation T», T, To 


(R',E) avec 
E:={0[0=R'\EAE fini} U{Y} 


tout singleton {x} 
est fermé 


R'\{x} $ E 


x (R! , €) 


VLEUGUES URE UNU, contient 
——$@ ep R'\EUE) Ø 
measesnonkeassasonssaskansemen (IR! , E) 
U, e U(x)= U, = R'E; Ce n’est pas un 
© espace - T, 


Espace - 7, 


Espace -T,, sans l’axiome T, 


IR? muni de la topologie de bandes (p. 216, fig. B) 


U, € U(x) _ 


Deux voisinages quelconques de x,, x, € d 
possèdent une intersection non vide. 


B 


Exemple d’un espace qui n’est pas de HAUSDORFF 


(IN, Yè) avec 
N: =(0p|Op={n| n > kjAkEN\U(W) 


0,E U(s r#0, 
ET veut Espace - Ty 
0 r< s NN) 
U e U(r 
sE0,¢&t0, S U 
pour tout U E l (r) 


Ce n’est pas un 
N,N) espace- 7, 


Espace -7 sans l'axiome T, 


Axiome T, 1 Axiome T, 
-5 7. T h s Dre T 
A 


(E, ©) avec 
E: = ]0, 1[ N Q, € engendrée par les Ja, B| N Q, 


3 t: ' (a, BE (Q N [0,1]}, et 
/ 4 p A: = {k2} N E, (k, n) EN? 
TEG” s vo ni 
Deux) PUS On pose Ja — B| : = Ja, PIN Q. È admet comme 
0,e $ à base l’ensemble des parties non vides 
\ fl {V(a<B) la—Bl,la-B[NA}. 
Vas 
OnU = | E, 0,n0,-4 F (Suite en G) 
Axiomes de séparation T}, T, Espace - T, sans l’axiome T} 
y x + i normal z<> Er TE 
sirce > e], Į no 


d'où T. 
C: =EN\A est fermé. V x EC, V U ouvert 2 C, U 
est un voisinage de x : Ẹ (&, 6) /x E Ja > PI € U. 
Si V est un voisinage de a EA, soit a E |y > ô| € V, 
donc U N Væ Ø car ]y > ô| N C = Ø, soit 
aE(]y> ôf NA) E V:albors 3 xE]y—> ô| N C. 
D'où Ja > P| N Jy > ô| = JA > uf # Det 
Un N A) S V, ] à > u| € U, d'où encore 
UN V=zøð. 
G 


Æ ne vérifie pas Ty. 


complètement régulier 
y 
régulier |: <> 
[i 


Espace - T, 


4 
4 
i 


(Suite de F) 


Résumé 


| 
| 


Sans condition supplémentaire sur les ensembles 
ouverts, la structure des espaces topologiques est 
encore trop générale pour que l’on puisse en tirer une 
théorie « utilisable » (cf. unicité de la limite p. 223). À 
l’aide de nouveaux axiomes (axiomes de séparation), 
on arrive à des espaces topologiques particuliers dont 
la structure met en évidence des relations avec celle 
des espaces métriques. 


Espaces de HAUSDORFF, axiomes Ty, T,, T, 

Les espaces de HAUSDORFF sont des espaces dans 

lesquels les bases de filtre (resp. les suites) admettent 

au plus une limite. 

Déf. 1 : Un espace topologique (E, ©) est dit de 
HAUSDORFF (espace de HAUSDORFF ou espace-T,) 
s’il existe pour tous x,, x, E E distincts deux 
voisinages U, € U(x,) et U, E U(x,) tels que 
Unu,=©. 

La propriété qui définit les espaces de HAUSDORFF est 

aussi appelée axiome T, (fig. A;) ou axiome de 

séparation de HAUSDORFF. 

Ex. : Tout espace métrique muni de la topologie 
métrique est de HAUSDORFF, donc en particulier 
GR", 9) ; en revanche IR? muni de la topologie de 
bandes n’est pas de HAUSDORFF (fig. B). 

Th. 1: soit (E, X) un espace topologique. Les 
Propositions suivantes sont équivalentes : 

(a) (E, ©) est de HAUSDORFF. 

(b) toute base de filtre admet au plus une limite. 

(c) pour tout x E E, l'intersection de tous les voisi- 
nages fermés de x est le singleton {x}. 

(d) la diagonale définie par D : = {(x, x) | x € E} 
est un fermé dans l'espace produit E x E. 

Application : Si f et g sont des applications continues 

de (E, ©) dans un espace de HAUSDORFF et si f et g 

coïncident sur un sous-ensemble dense dans Æ (p. 214, 

tab. C), alors f = g. Si l'on considère une application 

continue f: (R, À) — (IR, 9), il suffit de la définir sur 

Q pour la connaître entièrement, car Q = R. 

De (c) on tire que dans un espace de HAUSDORFF 

les singletons et par suite tous les ensembles finis 

fermés (propriétés (A2) et (A3) p. 214, fig. C). Mais 
réciproquement un espace topologique dans lequel 
tous les singletons {x} sont fermés n’est pas 
nécessairement un espace de HAUSDORFF (fig. C). Un 
espace de ce type est caractérisé par la propriété 
suivante : si deux points sont distincts, chacun d'eux 
possède un voisinage qui ne contient pas l'autre 
(axiome T,, fig. A). Il est appelé espace-T,. Un 
espace-T, est toujours un espace-T,, mais la 
réciproque est fausse (fig. C). De l’axiome T, s'ensuit 
l'axiome Tọ : de deux points distincts quelconques, 
l’un au moins possède un voisinage qui ne contient 
pas l'autre (fig. A3). Il existe des espaces-T!, qui ne 

satisfont pas à l’axiome T; (fig. D). 

Rem. : IR? muni de la topologie de bandes ne satisfait 
à aucun de ces axiomes de séparation. 


Espace régulier, axiome T, 
Alors qu'avec les axiomes Ty, T}, T, ce sont deux 
points distincts qui sont séparés, avec l’axiome T, on 
exige la séparation entre tout fermé et ses points 
extérieurs (fig, E,) : 
Pour tout fermé F et pour tout point x extérieur à F, 
il existe un ouvert contenant F et un voisinage de x 
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ne rencontrant pas cet ouvert. 

L'axiome 7, pris seul n’est pas une version plus fine 

de l’axiome 7. En revanche, associé à l'axiome T), il 

entraîne l’axiome T}. 

Déf. 2 : Un espace topologique est régulier s’il 
satisfait aux axiomes T), et 7}. 

Ex : Tout espace métrique est régulier. Tout espace 
régulier est de HAUSDORFF. La réciproque est fausse 
car il existe des espaces de HAUSDORFF non 
réguliers (tab. F). 

Th. 2 : (a) un espace-T, est régulier si, et seulement si, 
en tout point x les voisinages fermés de x forment 
une base de voisinages de x. 

(b) un espace-T, est régulier si, et seulement si, pour 
tout voisinage U d’un point x quelconque, il existe 
un voisinage ouvert V de x tel que VE U. 


Espace normal, axiome T, 

On pose comme axiome T, : 

Quels que soient F, et F, deux fermés disjoints, il 
existe deux ouverts disjoints O, et O, les contenant 
respectivement (fig. E). 

Cet axiome assure donc la séparation de fermés 

disjoints. Par ailleurs la régularité est également une 

conséquence des axiomes T) et T}. 

Déf. 3 : Un espace topologique est dit normal s’il 

satisfait aux axiomes 7; et T}. 

Ex. : Tout espace métrique est normal, de même que 
tout espace compact (p. 229). Tout espace normal 
est régulier. La réciproque est fausse, il existe des 
espaces réguliers non normaux. 

La caractérisation suivante des espaces normaux à 

l’aide des applications réelles continues est importante : 

Th. 3 (URYSONN) : un espace-T, (E,T) est normal si, 
et seulement si, quels que soient F, et F, deux 
fermés disjoints, il existe une application continue 
S: (ŒE, Z) — (0, 1], Nio, 1) telle que pour tout 
xE F, f(x) = 0 et pour tout x E F, f (x) = 1. 


Espace complètement régulier 
Si dans un espace normal (£, ©), on choisit x E E ct 
un voisinage U E U(x), alors il existe un Oy E Ù 
avec x E Oy € U ct l'on peut appliquer le théorème 3 
aux fermés {x} et £ \ Oz. Comme £E \ U € E \ Ox on 
obtient le résultat suivant : 
(ECR) : Pour tout x E E et tout voisinage U EN (x), 
il existe une application continue f: (E, ©) — (|0, 1], 
Nio, 1) telle que f (x) = 0 et f (y) = 1 pour tout y E E\ U. 
Déf. 4 : Un espace topologique possédant la propriété 
(ECR) est dit complètement régulier. 
Un espace normal est donc complètement régulier. I est 
facile de vérifier qu’un espace complètement régulier 
est régulier. Par suite, tout espace normal est régulier. 


Résumé 

L'arbre du tableau H précise les relations entre les 
diverses notions introduites, On peut encore ajouter 
que les sous-espaces ou espaces produits d'espaces- 
To-Tis-T,, réguliers ou complètement réguliers sont 
des espaces du même type. Les sous-espaces 
d’espaces normaux ne sont pas normaux en général. 
Si dans un espace normal tout sous-espace est normal, 
alors cet espace est dit complètement normal (par ex. 
les espaces métriques). La propriété d’être un espace- 
T;(i= 0, 1, 2, 3, 4) est un invariant topologique. 
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h 6 f f m? 
0 Ombe o t | vrement ouvert de ]0, I| qui ne contient pas de 
ma A À 2 E Wa recouvrement fini de ]0, 1|. 
A; (0, 1 Rio) 
IR! l IR! 
(R?, R?) (R?, R?) 
q 
top. 


IR! 
parties non quasi compactes 


Az (th. 2, th. 1) À; 


parties compactes 
(th.2, th.1) 


[Re M!) n’est pas quasi compact | 


Diis {]-n, n| |n EN \{0}} est un recouvrement 
ouvert de R. 

La réunion d’un nombre fini d'éléments de D; reste 
dans un intervalle strictement inclus dans R. 


[a 1, Mjo, 1) mest pas quasi compact | 


D,:= { Ly =] |n EN \ (0, 1,2)} est un recou- 


(R', R’) 
parties fermées, non quasi 
A, compactes (th. 1) 


Quasi compacité dans (IR', R’) et (IR?, 9) 


L'espace topologique (E, {E, Ø} 
est quasi compact, car tout 
recouvrement ouvert de Æ est 
fini, Il n’est pas compact, car a 
et b ne possèdent pas de 
voisinages disjoints (E est le 
seul voisinage). 
La singleton {a} n’est pas fermé, 
mais il est quasi compact. 


min (/JE]) nax (f EJ) 
EE à 


1! 
JET fermé et borné REN 


Le minimum et le maximum de f [E] existent 
€ 


Théorème du maximum et du minimum 


a Compact b IR! 
propager | 


FIOÏ=(R'U {o} \ lab fioe 


D owetdeS! oueMERIUME) 


$’ est compacte car fermée bornée (munie de la 
topologie induite 912) 


Compactification avec un point de (R', N’) 


On peut imposer d’autres conditions aux espaces 
topologiques que les axiomes de séparation, par 
exemple des propriétés de recouvrement. On obtient 
ainsi des espaces normaux particuliers : les espaces 
compacts et localement compacts. On définit 
initialement ces concepts dans des espaces 
topologiques quelconques qui possèdent en analyse 
réelle cette propriété importante : tout fermé borné de 
R (et plus généralement de R”) peut être mis en 
évidence à l’aide de recouvrements. 

Espace quasi compact, espace compact 

Déf. 1 : soit Æ un ensemble et D € $ (E). D est un 


recouvrement de E si, et seulement si, E = UD. 
DE 


D s’appelle un recouvrement fini (resp. dénombrable) si 

D est fini (resp. dénombrable). D est un recouvrement 

ouvert (resp. fermé) de l’espace topologique (E, ©) si 

tous les éléments de D sont ouverts (resp. fermés). 

Déf. 2 : Un espace topologique (E, T) est dit 
quasi compact si tout recouvrement ouvert de E 
contient un recouvrement fini de Æ. On appelle 
compact un espace-T, quasi compact. 

Par conséquent, (E, X) n’est pas quasi compact si l’on 

peut trouver un recouvrement ouvert de Æ dont on ne 

puisse pas extraire de recouvrement fini de £. 

Ex. : fig. Ai. 

Il existe des quasi compacts non compacts (fig. B). 

Déf. 3 : Dans un espace topologique, une partie est 
dite quasi compacte (resp. compacte) si, munie de 
la topologie induite, elle est quasi compacte (resp. 
compacte). 

Un quasi compact d’un espace-7, est compact car tout 

sous-espace d’un espace-T;, est un espace-T}, (p. 227). 

Ceci est vrai notamment pour les sous-ensembles de 

l’espace-T, (R", N”). 

La quasi compacité possède les deux propriétés 

remarquables suivantes : 

Th. 1: L'image d'un quasi compact par une 
application continue est un quasi compact. 

Th. 2 (th. de TYCHONOFE) : Un espace produit est 
quasi compact (compact) si, et seulement si, les 
facteurs sont quasi compacts (compacts). 

Ex. : Comme ]0, 1| et Ja, b| sont des sous-espaces de 
(R, R) isomorphes (p. 212, fig. A), aucun intervalle 
ouvert n’est quasi compact puisque ]0, 1| ne l’est 
pas (ill. A;). En revanche, tous les segments [a, b] 
sont des compacts, de même que tous les ensembles 
finis. On déduit du théorème 2 que (R", M”) n’est 
pas quasi compact. La figure A développe des cas 
pris dans (IR?, A?) ; ils se généralisent à (R”, N”). 

On ne trouve dans les exemples aucun quasi compact 

ouvert. En fait, dans (R", N”), seuls les fermés 

peuvent être compacts, car (IR", N”) est un espace-T.. 

On à d’une manière générale : 

Th. 3 : Dans un espace-T,, tout compact est fermé. 

Cependant, dans un espace-7;, tout fermé n’est pas 

pour autant compact (fig, A,). C’est le cas néanmoins 

dans des espaces compacts car on à : 

Th. 4 : Dans un espace compact, un sous-ensemble 
est compact si, et seulement si, il est fermé. 

Rem. : Il existe des espaces quasi compacts non 
compacts qui possèdent des quasi compacts non 
fermés (fig. B). 
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Dans un espace compact, les termes « fermé » et 
« compact » sont donc équivalents, d’où les 
théorèmes suivants. 

Th. 5 : Lorsqu'il existe une application continue, 
bijective, d’un espace quasi compact sur un espace- 
T, alors cette application est un homéomorphisme, 
et les deux espaces sont compacts. 

Rem. : Le théorème sert par exemple pour étude des 
espaces quotients (p. 221) et la théorie des courbes 
(p. 235). 

Th. 6 : Un espace compact est normal. 

Rem. : Tout espace normal n’est pas forcément 
compact, par exemple (IR", 9”). 


Compacts de R” 

Dans l’espace non quasi compact (R”, M"), la fermeture 

n’est pas suffisante pour caractériser les compacts. Les 

sous-ensembles doivent posséder une propriété 
supplémentaire : ils doivent être bornés. 

Déf. 4 : Une partie de (IR", N”) est dite bornée si elle 
est contenue dans un pavé fermé 
[a, b]" : = {(x, .…,x,)| x; E [a, b], (a, b) E R?}. 

On peut énoncer (cf. fig. D) : 

Th. 7 : Une partie de (R", Ñ") est un compact si, et 
seulement si, elle est fermée bornée. 

Rem. : 1) Si f est une application continue d’un 
compact K dans R, f (K) est un compact, donc f est 
bornée et atteint ses bornes (fig. C). C’est le th. du 
maximum et du minimum (voir Analyse). 

2) D’une manière générale, tout compact 
métrique est fermé borné, mais la réciproque n’est 
pas toujours vraie. 


Propriété de BOLZANO-WEIERSTRASS 

On dit qu’un espace topologique possède la propriété 

de BOLZANO-WEIERSTRASS si 
(BW) Toute partie infinie possède au moins un point 
d’accumulation. 

Th, 8 : (a) Un quasi compact possède la propriété (BW). 
(b) Dans un espace métrique, une partie est 
compacte si, et seulement si, elle possède la 
propriété (BW). 

Rem. : Il existe des espaces non quasi compacts qui 
possèdent la propriété (BW). 


Espace localement compact 

L’espace-T, (R", N") n’est pas compact, mais tout 

point est contenu dans un voisinage compact (un pavé 

par exemple). 

Déf. 5 : Un espace-7, est dit localement compact si 
tout point possède un voisinage compact. 

Tout compact est localement compact, mais la 

réciproque est fausse, comme pour (R*, 9”) par ex. 

Tout espace localement compact est régulier, mais 

n’est pas en général normal. 


Compactification (ALEXANDROFF) 

Un espace (£, ©) localement compact, non compact, 
se prolonge, en lui rajoutant un point x,  E, en un 
compact (E U {x,}, ©.) de telle sorte que (E, ©) en 
soit un sous-espace (compactification avec un point). 
T. est constitué des éléments de © et des 
complémentaires (relativement à Æ U {x,}) de tous 
les compacts de £. 

Ex. : fig. D. 
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* Espace enclidien R" 


Les éléments de IR” sont les appli- 
cations f:{0, …, n - 1} + R! 
définies par k 1> ap. 

Forme abrégée : (ap …, dy) 
(ligne ou colonne de longueur n) 


d; @,»): =y 2 (a= =b)? 


LA) = O pour tout k =n 


pour les séries convergentes, voir Analyse 


Espace de HILBERT 


applicati ons f: N E R 
par k> a, ayec la prop ji 
ie j iy 


CA converge 


Forme abrégé 
(Suite infinie) MAN 


Métrique 


d (x,y): = V à (a, =b}? 


Espace de HILBERT au sens large 


Les éléments sont les a plications 
f:N xI R' définies par 
(6 i) au. 

( = ensemble d'indices) avec 
les propriétés : 

(1) L'ensemble des éléments ay 
non nuls est au plus dénombrable 


(2) Zeki converge 
at 


d (Y): =4/ È (api — bu)? 


ki 


1 contient un unique élément 


finie 


espace muni d’une base dénombrable 


A 
régulier 
et base th. 
— localement 
fondamental 


(th. 2) 


À normal (régulier) 


Sy base dénombrable 


(th.3) 


espace compact 


Théorèmes de métrisation 


Position du problème 

Dans un espace métrique (E, d), la topologie métrique 
Ÿ, est construite à partir de la distance d (p. 217). Sur 

tout ensemble non vide, il existe au moins une 
distance : celle-ci permet donc de définir une topologie 
métrique ; par exemple la distance d (x, y) : = 0 pour 
x= y ct d (x, y) : = 1 pour x # y définit la topologie 
discrète (p. 215). Des distances différentes peuvent 
définir la même topologie. 

La question se pose de savoir si toute topologie peut 

être définie à partir d’une distance (problème de 

métrisation),. 

Déf. 1 : Un espace topologique (E, T) est dit 
métrisable s'il existe une distance d sur E, telle que 
la topologie Ñ, définie par d coïncide avec €. 

Un espace métrisable possède par conséquent les 
propriétés communes à tous les espaces métriques, en 
particulier c’est un espace-T,. Tout espace 
topologique n’est donc pas métrisable. Ainsi IR? muni 
de la topologie de bandes (p. 216, fig. B), n’est pas 
métrisable, car ce n’est pas un espace-7. 
Poser le problème de la métrisation revient donc à 
trouver des conditions de métrisabilité. Le problème 
est complètement résolu au moyen du théorème 
fondamental (voir ci-dessous). Il y a des théorèmes 
auxiliaires pour la métrisabilité d'espaces 
topologiques particuliers. 


Théorèmes de métrisation 
Dans ce contexte, les propriétés les plus importantes 
des espaces topologiques sont 

(I) la normalité (p. 227), 

(II) tout point possède une base de voisinages dénom- 
brable (p. 217). 
Un espace métrisable doit dans tous les cas remplir les 
conditions (1) et (I). Il existe néanmoins des espaces 
qui satisfont à (I) et (II) mais qui ne sont pas 
métrisables. Les conditions ne sont donc pas encore 


La condition Suivante est plus spécifique que (II) : 

(11°) la topologie possède une base dénombrable. 

Si (Il) est remplie, (I) l’est aussi. 

Si un espace topologique satisfait à (1) et (I), il est 

métrisable, soit : 

Th. 1 (URYSONN) : Un espace topologique normal 
muni d'une base dénombrable est métrisable. 

Lors de la démonstration du théorème, on montre 

qu’un espace normal muni d’une base dénombrable 

est homéomorphe à un sous-espace de l’espace de 

HILBERT R?” (tab. A). L'espace de HILBERT est 

métrique, et avec lui tous ses sous-espaces, de telle 

sorte que tout espace homéomorphe à un de ses sous- 

espaces est également métrique. 

On déduit du théorème 1 et de la propriété (1) le 

théorème suivant : 

Th. 2 : Un espace topologique muni d'une base 
dénombrable est métrisable si, et seulement si, il est 
normal. 
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Rem. : Dans un espace muni d’une base dénombrable, 
les notions de métrisabilité et de normalité sont donc 
équivalentes. La régularité et la normalité sont 
également équivalentes ; on peut donc remplacer 
« normal » par « régulier » dans les théorèmes 1 et 2. 

Comme tout espace compact est normal (th. 8 p. 229), 

d’après le théorème 1 précédent, s’il possède une base 

dénombrable, il est métrisable. À Paide du théorème 8, 

p. 229, on montre en outre qu’un espace compact et 

métrisable possède une base dénombrable ; il s'ensuit : 

Th. 3 (Urysonn) : Un espace topologique compact 
est métrisable si, et seulement si, il possède une 
base dénombrable. 

Rem. : La métrisabilité et la propriété de posséder une 
base dénombrable sont donc équivalentes dans les 
espaces compacts. 

Le théorème 1 ne résout pas le problème de 

mélrisation de manière satisfaisante car il contient des 

conditions suffisantes mais qui ne sont pas 
nécessaires (il existe des espaces métriques qui ne 
satisfont pas à (1l')). On pourra considérer le problème 
de métrisation comme résolu une fois qu’on aura 
trouvé des conditions à la fois nécessaires et 
suffisantes, qui soient donc équivalentes aux 
conditions de métrisabilité de la définition 1. De telles 
conditions se situent par conséquent « entre » celles 

du théorème 1 et les propriétés (1) et (11). 

Déf. 2 : Une famille de parties d’un espace 

topologique est dite localement finie si tout point de 
l’espace topologique admet un voisinage ayant une 
intersection non vide avec au plus un nombre fini 
d'éléments de la famille. 
Une base d’un espace topologique est dite 
o-localement finie si elle est une réunion au plus 
dénombrable de familles localement finies 
d'ouverts. 


Théorème fondamental (SMIRNOW-NAGATA- 

BING) : 

Un espace topologique est métrisable si, et seulement 
si, il est régulier et possède une base o-localement 
finie. 

Déf. 3 : Un espace-T, est dit paracompact si pour tout 
recouvrement ouvert D, il existe un recouvrement 
ouvert localement fini D’ dont chaque élément est 
inclus dans un élément de D. 

Rem. : La notion de paracompacité se situe «entre» la 
compacité et la normalité, car tout espace compact est 
paracompact et tout espace paracompact est normal. Il 
existe des espaces paracompacts non métrisables, La 
paracompacité et la métrisabilité sont des notions 
équivalentes dans une certaine classe d'espaces 
topologiques. Il s’agit des espaces localement 
métrisables, espaces dans lesquels tout point possède 
un voisinage ouvert, qui est métrisable pour la 
topologie induite. 

Rem. : La figure B montre une vue d'ensemble des 
théorèmes de métrisation. 


232 Topologie / Théorie de la dimension 


(QX D Ro) RAQ 


dénombrable Y2EQ4.-- 


(RQ x R'\Q, Rings rig) 
non dénombrable 


xQ EQ Q R'\Q 


XEQ 


Tout voisinage U de (x, y) contient un disque ouvert centré en (x, y), sur-ensemble lui-même d’un 
rectangle V contenant (x, y), dont les sommets ont des coordonnées irrationnelles, resp. rationnelles si 
bien que dV est vide. 


> 


Sous-espaces de (IR?, N?) de dimension O 


l R' est de dimension au plus 1 | R' n'est pas de dimension 0) 


Démonstration par l'absurde 


UEu(x) Si R' était de dimension 0, en considérant un point x dans 
Frs R' et un voisinage U de x, différent de IR!, on pourrait 
7 ia b (RVR) trouver dans U un voisinage V de x de frontière V vide. 
UEU(x) 
Tout voisinage U de x contient un voisinage VEU(X, ôV = Ø 
ouvert de x, de sorte que U contient aussi un Z RE 
intervalle ouvert Ja, b[ contenant x, intervalle md) 
dont la frontière est le sous-espace {a, b} de V serait donc à la fois ouvert et fermé, tout en étant 
dimension 0. différent de R! (V  U C IR!) et différent de Ø (x EV). 
B C’est contradictoire car IR! est connexe. 


Dimension de (R!, 9) 


Droite x kid 
Se ment 
Demi-droite 


Ligne polygonale 


(© 


Sous-espaces de (IR?, R?) de dimension 1 


PO 


Sous-espaces de (IR?, M?) de dimension 2, 
non isomorphes deux à deux. 


Image 
topologique 
d’un cercle 


secteur 
angulaire 


Sous-espaces de (IR?, N?) de dimension 2 


espace métrique 
muni d’une base 
dénonbrable 


espace compact 


(IR ont A Ji 1) 
E: 


Application du théorème 5 Théorème d'immersion 


Dimension algébrique et topologie 
Un des problèmes difficiles de la topologie a été de 
savoir si les espaces topologiques (IR, 9”) et (R”, 9”) 
étaient ou n'étaient pas homéomorphes pour n # m, 
par exemple (IR, A) et (IR?, 2). BrouweR fut le 
premier à montrer que (cf. p. 249) : 
Th. 1 : (R", R”) et (R”, N”) sont homéomorphes si, 
et seulement si, n = m. 
En algèbre, on associe à tout espace vectoriel muni 
d’une base finie sa dimension qui est le nombre 
d'éléments de cette base et qui est le même pour toutes 
ses bases (p. 89). D’après cette notion de dimension 
algébrique, IR" est un espace de dimension n. 
Le th. 1 met en évidence le caractère essentiel de la 
dimension pour caractériser l’espace vectoriel (R”, 
M"). On peut alors se demander s’il est possible, par 
des moyens topologiques, d’attribuer à tout espace 
topologique (en particulier à un sous-espace 
topologique de (R", 9”) un entier naturel qui soit sa 
dimension, de telle sorte que celle-ci coïncide avec la 
dimension algébrique dans le cas de (R”, À"). Dans 
cette optique, il est naturel au vu du th. 1 d’exiger que 
des espaces homéomorphes aient même dimension. 
La théorie de la dimension des espaces topologiques 
se fixe donc comme objectif d’introduire la notion de 
dimension comme un invariant topologique. 
Dimension des espaces métriques munis d’une 
base dénombrable 
Il y a eu diverses tentatives pour rendre la notion de 
dimension aussi générale que possible. Celle qui est 
exposée ici est due à MENGER et URYSOHN et se limite aux 
espaces métriques munis d’une base (d’ouverts) 
dénombrable, dont (IR", 9”) fait partie. La déf. fonctionne 
par récurrence et utilise la propriété énonçant qu’un sous- 
espace d’un espace métrique muni d’une base 
dénombrable possède lui-même une base dénombrable. 
Déf. 1 : Un espace métrique muni d’une base 
dénombrable est dit 
de dimension 0 si tout voisinage U d’un point 
quelconque contient un voisinage V dont la 
frontière ô V est vide, 
au plus de dimension n (n = 1) si tout voisinage U 
d’un point quelconque contient un voisinage ouvert 
V dont la frontière est au plus de dimension (7 — 1), 
de dimension n s’il est au plus de dimension » et s’il 
n’est pas au plus de dimension (n — 1), 
de dimension % si pour aucun n € N il n’est au plus 
de dimension n. 
Par récurrence, on montre que pour un espace, la 
propriété d’être de dimension 7 (au plus de dimension 
n) est un invariant topologique, c.-à-d. : 
Th. 2 : Des espaces topologiques homéomorphes 
possèdent la même dimension. 
La réciproque du th. 2 est fausse (fig. E). De la même 
manière on démontre par récurrence que : 
Th. 3 : Des sous-espaces sont au plus de la dimension 
de l’espace. 
Rem. : La dimension n’est pas un invariant continu 
(cf. p. 234, fig, D). 
Exemples d’espaces de dimension 0 
Tout sous-espace non vide au plus dénombrable d’un 
espace métrique muni d’une base dénombrable est de 
dimension 0, par exemple tout sous-espace fini non vide 
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de (IR, R’) ou les sous-cspaces non vides de (N, NA), 
(Q, }). Il existe aussi des espaces de dimension 0 
non dénombrables, par exemple le sous-espace 
topologique de (R', À!) construit sur IR! \ Q. Tout 
sous-espace de (R', R’) qui ne contient pas 
d'intervalle est de dimension O (cf. th. 5). La fig. A 
propose des sous-espaces de (IR?, R?) de dimension 0. 
Dans (IR”, N”), les sous-espaces {(x, …,x,)| x, E Q} ct 
{Gr < x,)| x; É Q} sont de dimension 0. Tout sous- 
espace non vide d’un espace de dimension 0 est égale- 
ment de dimension 0. Les composantes connexes d’un 
espace de dimension 0 contiennent un point et un seul. 
Rem. : 9 V = Ø signifie que V est à la fois ouvert et 
fermé (cf. p. 214, fig. C). 


Exemples d’espaces de dimension » (n = 1) 

L'espace topologique (R', À!) est de dimension 1 

(fig. B). Tout intervalle ouvert Ja, b| est également de 

dimension 1 d’après le th. 2. Un intervalle fermé [a, 

b), resp. un intervalle semi-ouvert Ja, b], est au plus 

de dimension 1 (th. 3) puisque sous-espace de (R!, 

M), et n’est pas de dimension 0, car sinon Ja, b| 

devrait aussi être de dimension O (th. 3). Il est de 

dimension 1. 

La fig. C propose des exemples de sous-espaces de 

(R?, R?) de dimension 1 ; (R?, N?) lui-même est un 

espace de dimension 2. La fig. D propose des 

exemples de sous-cspaces de (IR?, 9?) de dimension 

2. Démontrer que (IR*, N?) est de dimension 3 est déjà 

plus difficile. On a cependant le résultat général 

suivant. 

Th. 4 : L'espace topologique (R", À") est de 
dimension n. 

Par récurrence, on montre encore assez facilement que 

(R”, M”) est au plus de dimension n. Pour prouver 

qu’il n’est pas au plus de dimension (n — 1), on utilise 

des méthodes de topologie algébrique. 

Le th. suivant est très utile pour caractériser les sous- 

espaces de dimension # de (IR", N”). 

Th. 5 : Un sous-espace de (R", N") est de dimension 
n si, et seulement si, il contient un élément non vide 
de", 

Application : fig. E. 

La sphère $"-! est un sous-espace de dimension (7 — 1) 

important de (IR, M"). 

Exemples d’espaces de dimension œ 

Dans l’espace de HILBERT IR” (p. 230, fig. A), l’ensemble 

des suites dont l'ensemble des termes non nuls est fini 

constitue un sous-espace de dimension %, L'espace de 

HILBERT lui-même est bien entendu de dimension %, 


Théorème d’immersion 

Un des résultats importants de la théorie de la 

dimension est que les espaces métriques de dimension 

au plus # munis d’une base dénombrable sont 
déterminés par homéomorphic avec des sous-espaces 
d'espaces euclidiens. 

Th. 6 (th. d'immersion) : Tout espace de dimension 
au plus n muni d'une base dénombrable est 
homéomorphe à un sous-espace de (R2"*1, R”), 

Lors de la démonstration, on commence par justifier 

le plongement dans un espace compact (fig. F), puis le 

plongement d'un espace compact de dimension » dans 

(R2+1, Ma, 
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Arcs de JORDAN 


Courbe de 
JORDAN 


Notion de courbe 


Il est difficile de se rendre 
compte si P et Q peuvent 
être reliés par un chemin 
ne traversant pas la courbe 
de JoRDAN lorsque celle-ci 
est compliquée. 


En utilisant le coloriage, qui 
a fait l'objet d'études 
mathématiques sérieuses, on 
peut facilement distinguer 
l'intérieur de l'extérieur. 


Subdivisions 


Réunion finie d’arcs de courbe ayant un point commun 


Cercle C 


ete. 


C. 


On construit une suite de subdivisions du carré et du segment, de telle sorte qu'à Pordre # (n EN), il 
apparaisse 4" petits carrés de longueur de côté 2°" et 4" sous-segments de longueur 4°". Pour tout n EN 
on définit une application z, qui à chaque sous-segment d'ordre n associe un carré d'ordre n (une fois z, et 
z, représentées, z, et z,s’obtiennent de façon analogue, 
Soit maintenant un point P du segment ; il détermine une suite de sous-segments emboîtés d'ordre 0, 1, 2... 
qui le contiennent. Par l'intermédiaire des applications z,, il correspond à ces sous 1 ), 1, 
2. qui forment de même une suite de sous-carrés emboîtés dont l'intersection est un singleton constitué 
par un point P’ du carré, Au point P du segment on associe donc le point P’ du carré, On obtient ainsi une 
pD application du segment sur le carré. Cette application est continue et surjective, mais non injective. 


en suivant la ligne rouge). 


segments des carrés 0, 1, 


Application continue, surjective, non injective, d’un segment sur un carré 


Il n’y a pas de définition précise unique pour le mot courbe. 
Ce terme englobe plusieurs notions qu’il convient d'aborder 
séparément. L'accent étant mis ici sur des propriétés de 
topologie (dans les espaces (R”, N”), p = 1), c'est 
essentiellement cet aspect qui est étudié dans ce chapitre. 
Arc de courbe simple 

On dit également arc de Jorpan. Il s’agit de l’image 


par une application continue injective { — f (1) du 
segment [0, 1] dans R” (n > 2) : f réalise un 
homéomorphisme entre [0, 1] et f ([0, 1]) pour les 
topologies induites resp. par M et N” (fig. A). Un arc 
de JORDAN est donc un compact connexe puisque [0, 1] 
possède ces deux propriétés. On vérifie facilement 
qu’on peut substituer à [0, 1] un segment quelconque 


de R, [a, b], a < b, en posant t = à= s , AE [a, b], et 


que tout segment joignant deux points quelconques 

distincts dans R” est un arc de JORDAN porté par la 

droite joignant ces deux points. [a, b] C R! C R” est 
donc un cas particulier d’arc de JORDAN : c’est le seul 
type d’arc de JORDAN dans R '. Tous les arcs de 

JORDAN sont homéomorphes. 

L'image d’un arc de JORDAN par une injection 

continue g de R” dans R” est encore un arc de 

JORDAN. 

Rem. : On a vu p. 213 qu'un chemin était une 
application continue £ — Z (f) de [0, 1] dans un 
espace topologique Æ (L (0) et (1) sont resp. 
l’origine et l'extrémité du chemin). Si £ = (IR?, 9P), 
p 2 1, l’image d’un chemin injectif est un arc de 
Jordan. Un chemin se note ([0, 1], ?) ou plus géné- 
ralement ([a, b], 2) si l'on substitue [a, b] à [0, 1] 
(cf. Supra). Il en sera donc de même pour un arc de 
JORDAN, en précisant que / est injective. 


Courbe de JORDAN 
On dit aussi plus précisément courbe fermée de 
JORDAN. Il s’agit de l’image de $' (cercle unitaire dans 
IR?) par une application continue injective dans R”, 
n = 2 (fig. A,). Une courbe de JORDAN est également 
un compact connexe. Il ne faut pas confondre arc de 
JORDAN et courbe de JORDAN. Le premier est 
homéomorphe à un segment, la deuxième est 
homéomorphe à un cercle et l’on peut facilement 
prouver qu’un segment et un cercle ne sont pas 
homéomorphes (un segment privé d’un point intérieur 
a deux composantes connexes, un cercle privé d’un 
point quelconque n’a qu’une composante connexe). 
Pour définir une courbe de JORDAN, il suffit de se 
donner une fonction continue T-périodique de IR dans 
R” telle que sa restriction à un intervalle [a, a + T |, 
a E R, soit injective. Le chemin ([a, a + T |, f) a pour 
origine ct extrémité f (a) = f (a + T). I est injectif sur 
tout segment [a’, b'] C [a, a + T |. Toutes les courbes 
de JORDAN sont homéomorphes. L'image d’une 
courbe de JORDAN par une application continue 
injective g de R” dans IR? (x et p>1) est encore une 
courbe de JORDAN. Les courbes de JORDAN de IR? ont 
des propriétés particulières (th. de JORDAN). 

Rem. : Un chemin ([a, b], 1) tel que ? (a) = I (b) 
s'appelle un lacet. Une courbe de JORDAN est un 
lacet mais la réciproque est évidemment fausse. 

Th. de JORDAN : Le complémentaire dans R? d'une 
courbe de JORDAN J C IR? est un ouvert qui a deux 
composantes connexes, de frontière commune J. 
L'une des composantes est bornée : on l'appelle 
l'intérieur de J, L'autre, non bornée, s'appelle 
l'extérieur de J (fig. B). 

Si cette propriété importante est facile à justifier pour 

un cercle C, elle est difficile à établir pour une courbe 

de JORDAN J plane quelconque, car l’homéomor- 
phisme entre C ct J ne signifie pas restriction à C d’un 
homémorphisme 4 de IR? sur IR? tel que 4 (C) =J. 

Une conséquence, très simple à démontrer, de ce 

théorème est le résultat suivant : si un chemin 4 joint 

un point intérieur à J à un point extérieur à J, alors 

son image a au moins un point commun avec J. 
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Le th. de JORDAN permet également de prouver que 
R? et R” (n > 3) ne sont pas homéomorphes (cas 
particulier du th. de BROUWER). Voici une démons- 
tration pour n = 3 : 
S’il existait un homéomorphisme A de R? sur IR?, 
l’image d’un cercle C C R? serait une courbe de 
JORDAN C’ dans R?. L’ouvert R? \ C qui est de 
manière évidente connexe par arcs (fig. C) est donc 
connexe (th. 7 p. 223). Son image par h, qui est 
R? \ C ', devrait être connexe. Ce n’est pas le cas 
d’après le th. de JORDAN. Donc IR? et IR? ne sont pas 
homéomorphes. On généralise facilement pour n > 3. 
Rem. : Le th. de SCHOENFLIS, postérieur à celui de 
JORDAN, établit que pour toute courbe de JORDAN J 
de R°, d'intérieur D, il existe un homéomorphisme 
h de IR? sur IR? tel que d’une part 4 (J) soit le cercle 
unité et d’autre part A (D) soit le disque unité, 


Courbes 

La figure A, propose des réunions finies d’arcs de 

JORDAN ayant un point en commun. La figure A, propose 

d’une part des arcs de JORDAN privés d’un sous-ensemble 

fini de points, d’autre part des réunions infinies d’arcs de 

JORDAN (une droite ; un carré, surface et frontière 

comprise). Ces figures sont destinées à montrer la 

difficulté qu’il y a à cerner tout ce que l’on peut entendre 

par courbe. Ainsi le carré, selon le procédé du tableau D, 

est l’image d’un certain chemin ([0, 1], ?), proposé par 

PEANO et HILBERT. Ce même carré est également une 

réunion infinie d'arcs de JORDAN, par exemple deux côtés 

opposés et les segments perpendiculaires communs. 

Déf. : Deux arcs de JORDAN (formant un couple) 
définis respectivement par ([a, b], f) et ([c, d], g) 
sont dits consécutifs si f (b) = g (c) . 4 

On peut par changement affine de paramètre faire en 

sorte que le deuxième arc soit défini par ([b, e], h). Si 

les deux arcs n’ont pas d'autre point commun que 

f(b) = h (b), leur réunion est un arc de JORDAN défini 

par ([a, e], K), avec ku =f et kp e= h. 

Plus généralement on peut réunir des arcs de JORDAN 

Jy déf. par (fa; a, 1], fi ) tels que f; (a, 1) = fis Gain), 

l'indice į parcourant soit un segment de IN, soit IN ou 

même Z. Si l'application f définie sur l'intervalle 
U lap anal Par f hupu, ‘= f est inj., la réunion U ji 
est un arc de JORDAN si l’ensemble des indices est fini. 

S’il est infini, on dit que l’on a affaire à une courbe 

simple : par ex. une droite, une branche d’hyperbole. 

Ces courbes perdent la propriété de compacité mais 

gardent celle de connexité (par ares). 

Toute application continue injective d’un intervalle 

I & R dans R” définit un arc de JORDAN si Z est un 

segment et une courbe simple dans le cas contraire. 

L'image d’une courbe simple par un homéomorphisme 

est une courbe simple. 

Enfin le mot courbe peut également désigner toute 

réunion au plus dénombrable d’arcs de JORDAN. Certains 

points peuvent alors être multiples (ex. p. 306). Le graphe 
de la fonction x + tan x est une réunion dénombrable de 
ses composantes connexes, qui sont des courbes simples. 

On peut donc parler de la courbe y = tan x. Dans les 

figures A, et À, seul le carré n’est pas une courbe. 

Ces quelques lignes ne sont pas exhaustives. On peut 

trouver d’autres renseignements par ex. pp. 307, 403. 
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LUJ 
Images 
intermédiaires 


hL] 


On peut définir une loi de composition (C,) 
pour l’ensemble des lacets de point-base xp. 
On vérifie que cette loi peut se transporter aux 
classes d’homotopie de ceux-ci : 


[w]: %]:= [wò]. 


w(2t) pour 0<1<} 
jai Q@t—1) pour $StS1 


Lou Fet ORAE] 


La loi ainsi définie sur l’espace-quotient est 
associative. Elle admet pour élément neutre [w,] et 
toute classe admet une inverse : [w]-"={w""](C,). 


Groupe d'homotopie (IT (E, xs), +) 


Images 
intermédiaires 


MERSEY 
(p. 238, ill. A) 


E 


Espaces homéotopes mais non homéomorphes 


équivalence d’homotopie 


E, ?) (F,@) E, ?) 
JTE] 
go f homotope à Id; 
E, S) (E, ?) (F, 5) 
g 
gLF1 


fog homotope à Id; 


Les conditions g o f = Id; et fo g =1d; relatives à un homéomorphisme sont affaiblies en gof 
homotope à Zd; et fo g homotope à Id; pour l’équivalence d’homotopie. 


F 


Interprétation de la définition d’une équivalence d’homotopie 


La topologie dite algébrique permet d’étudier 
certaines situations purement topologiques à l’aide de 
concepts algébriques tels que modules, groupes, etc. 
En particulier le problème de l’homéomorphisme 
entre deux espaces topologiques, ou de l’équivalence 
de deux topologies sur un même ensemble sous-jacent 
peut être abordé de façon constructive en introduisant 
des groupes dits d’homotopie, resp. d’homologie. 

Les sous-espaces T, et T, de (R?, R?) proposés en 

figure A ne sont pas homéomorphes. Intuitivement on 

peut déformer de façon continue dans T, un lacet 

(p. 235) de point-base (origine et extrémité) x, afin de 

le « réduire » au lacet constant d'image {x}, alors 

que ce n’est pas toujours possible dans T,. Ces 
différences de comportement font que T, et T, ne 
peuvent être homéomorphes. Pour étayer 

convenablement une telle méthode de raisonnement il 

faut introduire plusieurs notions nouvelles, tant 

topologiques qu’algébriques. 

Homotopie de chemins 

Déf. 1 : Étant donné deux chemins Li ([0, 1], W) et 
Li (10, 1], 4) d'un même espace topologique (E, ©), 
on dit qu’ils sont homotopes s’il existe une 
application continue (4 s) => œ (t, s) de [0, 1] x [0, 1] 
dans (E, ©) telle que ¢ (£, 0) = h (0 et o (1, 1)= 1, (D. 

p est appelée fonction d'homotopie, ou même 

homotopie (fig. B). Pour tout s E ]0, 1[, ([0, 1}, œ (°, s)) 

est un chemin intermédiaire : il permet de passer 

« continâment » de Ly à L,. On peut prouver que la 

relation — Lo ([0, 1], 4) homotope à L, ([0, 1], 4) - est 

une relation d'équivalence dans l’ensemble des 
chemins de (£, ©). 

Déf. 2 : Si on suppose que (E, €) est connexe par 
arcs, On peut associer à chaque couple (xo, x,) € £? 
un ensemble de classes C d’homotopie au sens 
d’une relation d'équivalence plus restrictive : deux 
chemins de même origine x, et même extrémité 
xı (0, 1], l) et ([0, 1], 4) sont dits homotopes s’il 
existe une application continue (1, s) > y (t, s) de 
10, 1] x [0, 1] dans (E, ©) telle que 


#{(0,s)=x, 
“y, s)=x, 


v(,0)=1,(0 | 
Tv 1)= 1, (0 


On impose donc aux chemins intermédiaires d’avoir 
même origine x ct même extrémité x, (la condition 
générale d’ homotopie ne le demandait pas). À tout 
couple de points (Xo, x,) € E? on peut associer au 
moins une classe C (dite d’origine x, et d'extrémité 
xı) par suite de la connexité par ares. Si x, = x, = x le 
chemin devient un lacet et l’une des classes est [fx], 
associée au chemin constant d’image {x}. 

Les trois paragraphes qui suivent sous-entendent cette 
homotopie restrictive. 

Opération sur les classes C 

On peut composer deux classes C, et C, prises dans 


cet ordre si l'extrémité de C, coïncide avec l’ origine 
de C, Si C, ={[([0, 1], 2) et C, = 110, 1], L)] on définit 


Lpar = C) pour = 0, À] et (9 =1, 24 ET 
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pour £ E E, 1 | : Lest bien continue car /, (1) = 4 (0). 


Le chemin ([0, 1], /) appartient à une classe qui est 
indépendante des représentants de C, et C;. C’est la 
composée C, o C. Son origine est /, (0), son extrémité 
l, (1). Cette loi o est associative. Si une classe C a 
pour origine x et pour extrémité y, on a [x] oC = Cet 
Colyl=C.SiC = {([0, 1], D] et si l’on pose 

l' () =1 (1—6, C= [([0, 1], PJ] alors on a C o C' = [x], 
C'oC={[y]. Le chemin ([0, 1], 7’) est le chemin inverse 
de ([0, 1}, 2). 


Groupes d’homotopie, groupe fondamental 
Si on a x = y dans le paragraphe précédent, on 
constate que l’ensemble des classes relatives aux 
lacets de point-base x muni de la loi de composition o 
constitue un groupe d’élément neutre [x], l’inverse 
d’une classe C étant la classe C ^ Ce groupe est noté 
I (E, x). C’est le groupe d'homotopie de E en x (ill. 
CC). On peut comparer deux groupes d’homotopie 
TI (E, x) et IT (E, y) . En introduisant la classe T d’un 
chemin d’origine y et d'extrémité x, on définit l'appli- 
cation de TI (E, x) dans T (E, y) : Cr To Co T". 
Cette application est un homomorphisme de groupes car 
(Lo C, 0 I")o (Fo C,0 T") = To C, olx] o Co I = 
To (C, 0 C3) o T". 
Cet homomorphisme est bijectif car il admet pour 
inverse l’homomorphisme G > I” o G o F de T (E, y) 
dans M (E, x). Il s’agit donc d’un isomorphisme. Tous 
les groupes d’homotopie dans un espace connexe par 
arcs sont isomorphes. Toutefois ces isomorphismes ne 
sont pas canoniques en général (non unicité de T). À 
un isomorphisme près, le groupe ZI (E, x) ne dépend 
pas du point-base x choisi. Aussi parle-t-on de 11 (£) 
sans préciser x : T (E) est le groupe fondamental. 
Rem. : Si un espace topologique n’est pas connexe 
par arcs, on peut en faire une partition en ses 
composantes connexes par arcs. On peut appliquer 
tout ce qui vient d’être étudié à chacune de ces 
composantes munie de la topologie induite. 


Invariance topologique 
Soit f un homéomorphisme de (E, ©) sur (F, ©), tous 
deux connexes par arcs. On vérifie facilement que f 
réalise une bijection entre l’ensemble des chemins de 
E et l’ensemble de ceux de F. D'autre part si p est une 
application continue de [0, 1] x [0, 1] dans Æ, resp. 
dans F, fo pest une application continue de [0, 1] x [0, 1] 
dans F, resp. f>! o p est une application continue de 
[0, 1] x [0, 1] dans Æ. f transporte donc les relations 
d’homotopie de £ dans F et f-' de F dans E. Enfin on 
vérifie aisément que si C, et C, sont deux classes 
relatives à Æ que l’on peut composer, il en est de 
même de f (C,) et f (C) pour F. On a de plus 
F(C, o C) = f (C) 0 f (C3) (idem dans l’autre sens). 
Finalement on peut énoncer le 
Th. 1 : Si f est un homéomorphisme de (E, X) sur 
(F, ©), tous deux connexes par arcs, f induit un 
isomorphisme entre TI (E) et TI (F). 
Le groupe fondamental est un invariant topologique. 
On en déduit que les deux espaces proposés par la 
figure A ne sont pas homéomorphes, puisque JT (T) 
est réduit à un singleton, tandis que J (T,) compte 
plus d’un élément. En revanche, si réciproquement 


238 Topologie algébrique / Homotopie II 


S 
Xo% Xo f 


wë homotopeà wo Wo homotopeà wo 


Lacets de point-base x, dans 
$' connexe par arcs : 


a) Lacets w,, nE Z : 

wo désigne le lacet constant 
{xo}. Pour n > 0 w, désigne 
le lacet correspondant à n 
tours consécutifs dans le 


sens des aiguilles d’une 
wi wi montre. Pour x < 0 il s’agit 
de jn] tours dans le sens 
opposé. 
Xo Xo b) Tout lacet de point-base x, 


à D . ane CI áta zii 
w; non homotope à wo w_, n’est homotope ni dans $! étant homotope à Pun 
à w, ni à w, des w,, on peut représenter 


les classes d’homotopie par 
Ws n tours waa [LAR nEZ. 
c) L'application f: M ($') > Z 
définie par [w,] —> n est un 
Xo Xo isomorphisme de groupes : 


w, non homotope à W, non homotope à meyzzi 


w(lieZai+ n) wlieZai+-—n) 


Groupe fondamental de $' 


al 


l' 
ô í (Rt, R!) 3 t (R!, R!) 


mny (0, 


R, N?) R, 5) 
0,0, 1 


OLY 
(0,1) 1) 


1,0) 


(0,0) (1,0) 
B 1 ar 


Pavé unitaire 


2 , > 4 
ôl homéo. homéo. homéo, cont, 
< pane S < 4 


e ANO 


homéomorphisme f 


Interprétation du groupe d’homotopie 2-dimensionnel 


II (E) est isomorphe à I (F), on ne peut pas conclure 
que (E, ©) et (E, ©) sont homéomorphes. 


Homotopie d’applications continues 

Il s’agit ici de généraliser (fig. D) la notion d’homotopie 

illustrée en fig. B (p. 236). 

Déf. 3 : Étant donné deux espaces topologiques (£, ©) 
et (F, ©), on dit que deux applications continues 
fet g de E dans F sont homotopes s’il existe une 
application continue H de E x [0, 1] dans F telle 
que pour tout x de E on ait H ((x, 0)) = f (x) et 
H ((x, 1)) = g (x) (H est dite fonction d'homotopie). 

Cette relation d’homotopie est également une relation 

d'équivalence dans l’ensemble des applications 

continues de (E, X) dans (£, ©). En particulier : 

Déf. 4 : Une application continue f: (E, ©) — (F, ©) est 
une équivalence d'homotopie s’il existe une applica- 
tion continue g : (F, ©) — (E, ©) telle que g o f soit 
homotope à Zd; et fo g homotope à Zd; (ill. F p. 236). 

Si une telle application f peut être construite, les 

espaces topologiques (E, T) et (F, ©) sont dits 

homotopiquement équivalents. 

Si l’on a affaire à des espaces connexes par arcs, on 

peut, une fois encore, imposer des conditions plus 

restrictives que celles énoncées en déf. 3 et 4. 

Déf. 5 : Si (E, a) et (F, b) désignent deux espaces 
connexes par arcs à points-base respectifs a et b, on dit 
que deux applications continues f'et g : (E, a) > (F, b) 
sont basiquement homotopes s’il existe H continue de 
E x [0, 1] dans F telle que : 

H ((a, s)) = b pour tout s E [0, 1], H (x, 0)) = f (x) 
et H ((x, 1)) = g (x) pour tout x E £. 

Déf. 6 : Une application continue f: (E, a) — (F, b) est 
une équivalence d’homotopice s’il existe 
g : (E, a) — (F, b) continue telle g o fet f'o g soient 
basiquement homotopes resp. à Id; et Id, On dit 
alors que (E, a) et (F, b) sont homéotopes. 

Th. 2 : Deux espaces homéotopes (E, a) et (F, b) ont 
des groupes fondamentaux isomorphes. 

Rem. : Deux espaces connexes par arcs homéomor- 
phes sont toujours homéotopes, car tout homéomor- 
phisme f est une équivalence d’homotopie (g = f- '). 
La réciproque est fausse (fig. E p. 236). 

Espaces simplement connexes 

Un espace topologique dont l’ensemble sous-jacent 

est un singleton {x} possède comme groupe 

fondamental un groupe à un élément, la classe du 
chemin constant x, c.-à-d. l'élément neutre. Les 
groupes fondamentaux des sphères $” sont également 
réduits à l'élément neutre pour » > 2 (en clair tout 
lacet est homotope à un point). En revanche J ($') est 
isomorphe à Z (ill. A), si bien que $", pour n = 2, n’est 
pas homéomorphe à $! d’après le théorème 1. Le 

groupe fondamental I7 (IR”) est également réduit à 

l'élément neutre pour n = 1. 

Déf. 7 : On dit qu’un espace (E, ©) connexe par arcs 
est simplement connexe si IT (E) est réduit à 
l'élément neutre. 

Espaces contractiles 

La propriété de simple connexité peut être confrontée 

aux propriétés d’homéotopie. Alors que (R”, NR”) est 

homéotope à un singleton pour tout n = 1, il n’en est 
pas de même par ex. pour les sphères (cf. infra). 
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Déf. 8 : Un espace topologique connexe par arcs est 
dit contractile s’il est homéotope à un de ses sous- 
espaces réduit à un point. 
Tout espace contractile est simplement connexe, mais 
la réciproque est fausse (par ex. $" pour n = 2 est 
simplement connexe mais n’est pas contractile). 


Rétraction 
La méthode générale pour établir qu’un espace 
topologique connexe par arcs (E, ©) pointé en x, est 
contractile en {x,} consiste à prouver que si f est 
l'application constante de (E, xo) sur {x} (donc 
continue) et à la fonction d'inclusion {x} —> Æ (donc 
continue), les deux applications ¿ o f et foi sont 
basiquement homotopes resp. à Idy; et Idy} (Cf. déf. 6 
supra). En passant alors à la déf. 5, on voit que (E, xo) 
est homéotope à {x,} s’il existe p continue de E x [0, 1] 
dans Æ telle que 
px, 0)=x, 
px, 1)=x ` 
La contractilité entre dans le cadre plus vaste suivant : 
Déf. 9 : Un sous-espace topologique (T, T;) connexe 
par arcs d’un espace connexe par arcs (T, ©) est un 
rétract de E, ou encore un sous-espace déformé par 
rétraction de E, s’il existe une application conti- 
nue r, appelée précisément réfraction, de E sur T, 
telle que r | ; = Idy et que i o r soit homotope à /d, 
(i = fonction d’inclusion de T dans £). 
Si on pointe Æ et T en xa ET € E, (E, xo) et (T, xo) 
deviennent alors homéotopes, et leurs groupes 
fondamentaux sont isomorphes. 


Y s E[0, 1], P (o 8) = Xo Y x EE, l 


Groupes d’homotopie n-dimensionnels 
Bien que les groupes fondamentaux de $” et $" 
coïncident pour n et m 2, on ne peut pas en conclure 
que ces sphères sont homéomorphes (on verra que 
pour n # m elles ne sont pas homéomorphes). Le 
groupe fondamental ne suffit pas comme invariant 
topologique dans l'étude de « non-homéomor- 
phismes ». On peut construire d’autres invariants. En 
passant par une généralisation de la notion de chemin 
on aboutit aux groupes d’homotopie n-dimensionnels, 
qui se présentent, à l'instar du groupe fondamental, 
comme des invariants topologiques. 
Déf. 10 : Si l’on désigne par / le segment [0, 1], 
l’ensemble 
L: = A (Xi Xz e. Xp) X; E I} est par convention le pavé 
fermé unitaire n-dimensionnel de R" (fig. B). Une 
application continue L® : 7" —> (E, ©) est un chemin 
n-dimensionnel dans Æ. On parle d’un chemin 
n-dimensionnel fermé relativement au point x, E Æ, si 
la frontière 91" de 7" (fig. B) a pour image {x,} dans 
Les chemins fermés 1-dimensionnels relativemen 
point x, sont les lacets de point-base x,. Pour définir 
l’équivalence de chemins fermés n-dimensionnels, on 
généralise le concept d’homotopie entre applications 
continues. 
Déf, 11 : Soit f et g deux applications continues de 
(E, €) dans (F, ©). Soit T une partie de £ telle que 
flr=glr. S'il existe une homotopie H entre f et g 
ayant la propriété supplémentaire H (x, s) = f (x) = g (x) 
pour tout x E T et tout s E [0, 1], alors on dit que 
fet g sont homotopes relativement à T. 
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Lo sommets i rs J 
ce triangu uR 


(trois sommets de dimension 0 ct 
trois arêtes de dimension 1) 


quatre sommets de dimension 0, six arctes 
de dimension 1, quatre faces triangulaires 
B de dimension 2) 


Polyèdres Simplexes 
P, P 
P, 
P. 3 Pa P; 1 P, Pi Ps P, 


P, 


K, = {P,; Pz, P3, Pi Pa, K, = {Pi Pz, Ps, Pas P, Pas 
P, P;, P, Pi; P, P3, P, P}, P, P,, P, Pi, 
P, P P3} P, Pa P3, Pa Pz P3} 


connexe 


C D 


non connexe 


Réalisations d’un ensemble simplicial Différentes triangulations d’un polyèdre 


Coordonnées barycentriques 


Pe Esp = Po +A (Pi — Po) + A2(B2 — Po) 
<> = obo + Ai Pi + Ao +A +A =l 


Pe Es(åo, 21, A2) avec Aot tA, =1 


mers a calculs 


EEN 


Barycentre 


111 Xi 1 4 1 2 5 7 A 
S | el Jen barycentriques = |x,|=4/1] +41] +43] = [á$] = sh zi 3) en cartésiennes 
333 X, 2 2 3 3 RUA 
3 1 4 1 
Q, (3, 2, 1) en canésiennes = [2]=2,{1]+4{1]+2,[3) © 25-24 slanim] 
1 2 2 3 Q(-2,1,DEcarAstA;+A,=0 
Caractérisation des simplexes Po, P}, P, de dimension 2 
h A 5 
Pe P,P, P,<>ĵ = Potaa, EEN AE RE 2 an>0 (A p< +o) 
(formule de la division d’un segment p. 195) 


+ ds. 5 À À: H ÿ 
PET Gabon À A+ DU+D 
<> P = oo + À Pi + 2 a À do + À + 2 = AO Sho, À, d2 SI 


Pit- 


PE P,P, P4>(ào, àis 42) avec Aot, +42=1, 0Slo AAS! 


Coordonnées barycentriques d’un plan 


og re ri 


Si dans cette définition on fait T = Ø, on retrouve la 
déf. 3. Si on fait T = {a}, les espaces étant supposés 
connexes par arcs, on retrouve la déf. 5 pour les 
points-base a E E et b = f (a) = g (a) E F. 
Dans toute la suite les espaces sont supposés 
connexes par arcs. 
Si deux lacets d’un même espace sont équivalents, ils 
ont nécessairement même point-base. Ils sont donc en 
fait homotopes relativement à 9 1 = {0, 1}. On peut 
étendre cette propriété d'équivalence à des chemins 
fermés n-dimensionnels quelconques lorsqu'ils sont 
homotopes relativement à la frontière ó 1". Il s’agit 
bien d’une relation à laquelle on peut associer 
des classes d’équivalence de chemins fermés 
n-dimensionnels de même point-base x,, {xp} = image 
de ð 1", L'espace quotient est désigné par TI, (E, xo). 
On peut définir une opération interne dans T, (E, xo) 
par [LO] [O]: = [Le Le] (indépendant des 
Da à où le produit LOL) est défini de la façon 
suivante : 
LOLO (2, 4,)) = 


LB se 


EL CA 1x, 


X,)) pour 0 < x, s 3 


x) pour À <x,<i 


(cette règle ne singularise pas x, par rapport aux autres 
coordonnées : on pourrait substituer x; à x}, i = 2, q, n 
ou même proposer d’autres procédés sans changement 
aucun des résultats). 

I, (E, xa) muni de cette loi de composition est un 
groupe, le groupe d’homotopie n-dimensionnel de E 


Le fait qu’un certain nombre de problèmes topologiques 
de (R", 9”), liés généralement à l’homéomorphie, 
puisse être restreint aux sous-espaces topologiques que 
Pon appelle polyèdres, confère à ceux-ci une importance 
particulière. Leur contribution passe en général par le 
groupe fondamental d’homotopie, relativement facile à 
préciser dans le cas des polyèdres connexes par arcs. On 
aborde ici l’aspect dit combinatoire de la topologie 
algébrique. 

Simplexes dans (R?, 9), p < 3 

Un singleton, un segment, un triangle, un tétraèdre 
(fig. B) sont, par définition, des polyèdres particuliers 
appelés simplexes. Un singleton est défini par un point 
P : il est de dimension 0. Un segment, ou arête, est 
défini par ses deux extrémités, appelées également 
sommets, P, et P}, qui sont deux points distincts : l’arête 
P, P, est l’ensemble des points de la droite (Py, P;) 
situés au sens large entre P, et P,. Une arête est de 
dimension 1. Un triangle est défini par trois points 
supposés non alignés Pi, P, et P, qu’on appelle ses 
sommets. La réunion des arêtes P, P,, Py Pa P, Pp 
dites côtés du triangle, est une courbe de JORDAN dans 
le plan défini par les trois sommets. Le triangle P, P, P, 
est la réunion de cette courbe et de son intérieur, Un 
triangle est de dimension 2. 
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relativement à x,. Pour n = 1 on retrouve TI (E, x). 
Contrairement à ce dernier, LE, (E, xo) est commutatif 
pour n > 1. 


Interprétation des groupes d’homotopie 

Un chemin fermé 2-dimensionnel L® applique, selon 

la déf. 10, le carré 7° dans (E, ©) de façon que sa 

frontière ó I? ait pour image un singleton {xo}, x, EE. 

On peut en particulier appliquer 7? sur la sphère $?, en 

identifiant la frontière 9 Z° avec un point sọ E $°, de 

telle sorte que 2? \ 9 1? et $?\ {so} soient homéo- 
morphes. On peut alors substituer aux chemins 2-dimen- 
sionnels à valeurs dans (£, ©) les applications 
continues de $? dans (E, ©) qui à sọ associent le point 

Xo E E. L'ensemble de leurs classes d'homotopie muni 

de la loi interne induite par l’homéomorphisme est un 

groupe isomorphe à M, (E, xo) . On peut généraliser ce 
résultat à I, (E, xo), n = 1, en passant par la sphère $”, 

Les groupes IM, (E, xo) et TI, (E, x,) sont isomorphes 

pour Æ connexe par arcs comme dans le cas n = 1. 

Aussi parle-t-on de la même façon de II, (E). On peut 

alors énoncer le résultat important : 

Th. 3 : Si les espaces connexes par arcs (E, a) et (E, b) 
sont homéotopes, alors TI, (E) et TI, (F) sont 
isomorphes pour tout n EN \ {0}. 

Appl. : Pour les groupes d’homotopie des sphères $” 

on a les résultats suivants : 
TI, (S") est isomorphe à Z pour n = 1, I, ($") est 
réduit à un élément si 1 < n < m. Il apparaît donc que 
$" et $” ne sont homéomorphes que si n = m (en ce 
qui concerne les groupes ZI, ($") pour n > m > 1 on 
n’a actuellement que des résultats partiels). 
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Enfin un tétraèdre est défini par quatre points non 
coplanaires Pa, P;,, P,, P} qui sont ses sommets ; les 
quatre triangles P, P; P, sont ses faces ; les six 
segments P; P, sont ses arêtes. Le tétraèdre est la 
réunion de la surface fermée constituée par ses quatre 
faces et de l’intérieur de celle-ci. Il est de dimension 
3. On remarque que : a) la frontière dans (R°, N°) 
d’un tétraèdre est constituée de ses quatre faces 
(triangulaires) qui se rencontrent deux à deux selon 
une arête, deux arêtes du tétraèdre se rencontrant en 
un sommet, ou ne se rencontrant pas ; b) la frontière 
dans (IR?, R?) d’un triangle est constituée de ses trois 
côtés, deux côtés se rencontrant en un sommet ; c) la 
frontière dans (IR, 9) d’un segment est constituée de 
ses deux extrémités, qui sont distinctes. 

En définitive la frontière d’un simplexe $ de dim. p 
(p < 3) dans (R”, R”) est une réunion de (p + 1) 
simplexes de dim. (p — 1) se rencontrant deux à deux 
selon un simplexe de dim. (p — 2) (= Ø si p = 1). Tous 
les simplexes de dimension décroissante d < p que 
l'on peut ainsi fabriquer par des opérations 
frontalières à partir d’un simplexe $ de dim. p 
s'appellent des faces de S de dim. d, ou plus 
simplement des d-faces. Ainsi la 3-face d’un tétraèdre 
s'identifie à celui-ci tandis qu’une 1-face est une arête 
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ı triangulable non triangulable 


homéo. frontière 
cercle <b> d ‘un 
triangle 
2 n 
S Le surface 
A homéo. d'un 
hié q ) 
phère tétraèdre 


surface du 


x sg" polyèdre : 
surface homéo. parallélépipède 
++ extérieur moins 


torique PEEN 
l parallélépipède 


intérieur. 


LA 


Espaces triangulables et non triangulables 


mÁ 
P; xX 
IKI IKI 
P; P3 Fj 
ILI 
o————eo-——o 
põ? Q Qs H 
1 application simpliciale S 
P, Py a 
IKI 3 s homotope à f B4 
IK] 
PA 
IL] 
Qi Q2 Q3 Qa 
application continue, non IH 
simpliciale LS ETES 
(Q, Q4, image de P,P, 
B, n'est pas un simplexe de L) B; approximation simpliciale de f 


Applications simpliciales et approximation simpliciale dans IR? 


Bi a P, 


Si s;est une approximation simpliciale de f, alors on a, par 
j 
exemple : 


sy (P;) est un sommet du triangle Q, Q, Q, 
s; (x) est un point du triangle Q,0,0Q, 

sy (2) est un point de l’arête Q, Q, 

sy (P3) est un sommet de l’arête Q, Q, 


L'image par sy du segment |K| est une arête 
ou un sommet de L. 
Q: 


Conditions pour une approximation simpliciale 


de ce tétraèdre. Cette convention trouvera pleinement 
son intérêt dans la déf. générale d’un simplexe, resp. 
d’un polyèdre en dim. finie quelconque. 


Polyèdres dans (R”, Ñ”), p < 3 

Déf. 1 : En dim. p < 3, un polyèdre est par définition 
la réunion d'un ensemble fini K de simplexes S, de 
dim. q; < p tel que a) V S; E K, chacune des d-faces 
de S; (d < q;) est un élément de K, 

b) Vi, j, i #j, Si © $; est ou vide, ou une d-face 
commune à S; et S; 

Un simplexe est bien un polyèdre, car il est la réunion 

de ses d-faces (conditions a) et b) respectées). La 

figure A (p. 240) donne deux exemples de polyèdres 
dans le sens général. 

Déf. 2 : Un ensemble fini de simplexes est dit 
complexe simplicial s’il satisfait aux conditions 
précédentes. Tout complexe simplicial K engendre 
donc un polyèdre |K |. Réciproquement tout polyèdre 
est engendré par au moins un complexe simplicial : 
un tel complexe simplicial est appelé triangulation 
du polyèdre. 

La figure D (p. 240) montre deux triangulations 

différentes d’un triangle. 

Une réunion quelconque de simplexes ne peut être un 

polyèdre que si elle peut s'identifier à celle d’un 

complexe simplicial. Ainsi l’ensemble de simplexes 
proposé en tête de la figure C (p. 240) engendre bien un 
polyèdre pour le schéma de gauche, comme pour le 
schéma de droite. Mais s’il est bien une triangulation du 

premier, il ne l’est plus pour le second. Pour ce dernier il 

suffit de substituer à P, P, la paire {P, P}, P, P4} pour 

obtenir une triangulation. 

Rem. : La théorie des graphes (p. 251 sqq.) traite des 
polyèdres dont les triangulations sont constituées de 
simplexes de dim. 0 et 1. 


Convexité et simplexes dans (R?, N”) 

On se sert ici de la structure affine de IR” (voir p. 204). 

Déf, 3 : On dit qu’une partie C non vide de R” est 
convexe si, pour toute paire de points distincts M et 
N de C, le segment MN est inclus dans C. 

Ex. : Un segment, une droite, un triangle, un disque, 
un plan, un tétraèdre sont des convexes, mais un 
tore n’est pas un convexe. 

Un convexe est connexe par arcs. L’intersection de 

deux convexes est convexe si elle n’est pas vide. 

L’adhérence d’un convexe de (IR", N”) est convexe. 

Déf. 4 : L'enveloppe convexe € (F) d’une partie F 
non vide de R” est le plus petit convexe conte- 
nant F. C’est l'intersection de tous les convexes 
contenant F. 

On peut construire une enveloppe convexe en utilisant 

la notion de barycentre : 

q points massiques (Q; 14) tels que pa, +... + py > 0 

et Vi, {u = 0, ont un barycentre bien déterminé. Par 

abus de langage on dit que ce barycentre est positif 

(car les masses sont positives). On peut démontrer 

facilement que l’enveloppe convexe de l’ensemble 

des q points Q, est constituée par l’ensemble de tous 

les barycentres positifs que l’on peut associer à ces q 

points. L’enveloppe convexe d’une partie F est 

l'ensemble de tous les barycentres pc que l’on 

peut associer à tous les sous-ensembles finis de F. 
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Déf. 5 : Étant donné (p + 1) points indépendants 
Po Pi, P, dans R” (donc p < n), on appelle 
simplexe de sommets Po, P}, …, P, l'enveloppe 
convexe § de l’ensemble de ces (p + 1) points. S est 
de dim. p : 

S = {M | A MP, + + A, MP, = Ù À (Vi, A = 0) A Ag + a. 

+A =1} 

Rem. : a) On peut écrire 

PM = do Polo + A RaP, + + 2, RP, =A RP, +. 

sat A PoPa 

À; = 0, Ài +... + A, < 1. Sous cette forme on dit que $ 

est déployé à partir de son sommet P}. 

b) Pour p = 1, 2, 3 on retrouve les segments, les 

triangles et les tétraèdres (les tableaux E, et E, (p. 240) 

proposent quelques calculs concernant un triangle). 

Déf. 6 : Les d-faces du simplexe P, P, … P, sont les 
simplexes de dim. d dont les sommets sont (d + 1) 
points pris parmi les (p + 1) points indépendants 
Po Pis ss P. Iy a donc C44} d-faces. 


pl 

La frontière d’un simplexe de dimn, PP sel 
dans (R”, À"), est constituée de (x + 1) faces de dim. 
(n- 1). Si on a p < n la frontière du simplexe de dim. 
P, Pa P,- Pp, dans (R”", R”), est ce simplexe lui- 
même. En revanche sa frontière dans le sous-espace 
affine engendré par Po, P}, ..., P, est constituée de 
(p + 1) faces de dim. (p — 1). De même l’intérieur 
d’un simplexe de dim. z dans (IR", 9”) est non vide. 
Si on a p < n l’intérieur d’un simplexe de dim. p est 
vide dans (R", M”) ; il devient non vide dans le sous- 
espace affine engendré par ses (p + 1) sommets pour 
la topologie induite. Dans ce qui suit l’intérieur d’un 
simplexe de dim. p sera, sauf avis contraire, pris par 
rapport au sous-espace affine engendré par ses 
sommets (topologie induite). On notera qu’un 
simplexe de dim. 0, c.-à-d. un singleton, est à la fois 
sa frontière et son intérieur lorsque l’on fait cette 
convention, 

Complexes simpliciaux dans (R", 9”) 

La définition 2 ci-dessus s'étend alors sans difficulté 

à R”; 

Déf. 7 : Un ensemble fini K de simplexes dans IR" est 
un complexe simplicial S'il satisfait aux deux 
conditions 
(1) Quel que soit le simplexe S$ de K, toutes les d- 
faces de § appartiennent à K, 

(2) Si S, et S, sont deux simplexes distincts 
éléments de K, ou bien S; A S, = Ø, ou bien 
Si A $, est une d-face commune à Sa 

Si s est la dimension maximale des simplexes d’un 

complexe simplicial K, on dit que K est de dimension 

s (ou s-dimensionnel). K’ est un sous-complexe 

simplicial de K si K' € K et si (1) est satisfaite dans 

K' (on remarquera que (2) est satisfaite dans tout 

sous-ensemble de K). L'ensemble des d-faces d’un 

simplexe appartenant à K est par ex. un sous- 

complexe simplicial de K. 

L'ensemble des simplexes de dimension < r contenus 

dans un complexe simplicial K de dimension s (r < s) 

est un sous-complexe simplicial : on l'appelle le 

squelette r-dimensionnel KO de K. 

Polyèdres dans (R”, N”) 

La réunion |K| des simplexes éléments d’un complexe 
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simplicial K est par déf. un polyèdre. On dit que ce 

polyèdre admet K comme triangulation, mais il n’y a 

pas unicité de celle-ci en général. 

Toutes les triangulations d’un même polyèdre ont 

même dimension. 

Rem. : a) Tout polyèdre [K| peut être muni de la 
topologie induite par M". Dans ces conditions les 
polyèdres apparaissent comme des fermés bornés de 
GR", R”) (cf. p. 229), c.-à-d. des sous-espaces 
compacts. Les composantes connexes d’un polyèdre 
sont des polyèdres connexes par arcs et leur ensemble 
est fini. Un polyèdre connexe par arcs n’est pas 

écessairement convexe (ill. A p. 242/1). 

b) Pour tout point M d’un complexe 
simplicial K, il existe un et un seul simplexe S 
élément de K tel que M E€ $ . Un polyèdre est donc 
la réunion des intérieurs, tous disjoints, des 
simplexes éléments d’une de ses triangulations. 

Espaces triangulables 

On peut par homéomorphie transformer certains 

(sous-)espaces topologiques en polyèdres. Lill. A en 

donne quelques exemples. 

Déf. 8 : Un espace topologique homéomorphe à un 
polyèdre est dit triangulable. 

Il existe des espaces topologiques non triangulables, 

par ex. ceux qui ne sont pas compacts (ex. ill. A). 

Les surfaces closes sont triangulables. On peut les 

classer en faisant intervenir des polyèdres (cf. pp. 245, 

247). 

Applications simpliciales 

On définit dans ce paragraphe des applications 

continues (condition (1), topologie oblige), respectant 

d’une part la structure affine de R” (condition (2), 

simplexes), d’autre part celle de complexe simplicial 

(condition (3)). En fait la condition de continuité (1) 

sera une conséquence des deux autres. 

Déf. 9 : |K| et [L| étant deux polyèdres, une 
application s : |K| — |L] est dite simpliciale 
relativement aux triangulations respectives K et L 
si: 

(a) L'image de tout simplexe de K est un simplexe 
de L. 
(b) La restriction de s à tout simplexe de K est affine. 

Th. 1 : Une application simpliciale est affine par 
morceaux et Continue. 

Rem. : De la déf. 9 on déduit que l’intérieur d’un 

simplexe de K s’applique sur l'intérieur du simplexe 

image dans L. Ex, : fig. B, et B, p. 242/1. 

Une application affine / de partie linéaire ọ, défi- 

nie sur le sous-espace affine engendré par le sim- 

plexe Po Pi …., Pp peut être repérée par I (Po) 


et les images q ( PP), i = 1, 2, ..., p, des p 
vecteurs indépendants P,P,. Cela revient en 
définitive à se donner les (p + 1) points Z (P)), 
j=0, 1, ..., p. Par suite, dès qu'on connaît, pour une 
application simpliciale s, les images des sommets des 
simplexes de K (respectant la condition (a)), la 
restriction de s à un simplexe de K (donc à toutes ses 
faces) est parfaitement déterminée. 

On notera que ces propriétés montrent que la 
composition de deux applications simpliciales est une 
application simpliciale. 


Approximation simpliciale 

Une application continue d’un espace topologique (E, 

T) dans un espace topologique (F, ©) applique 

chaque composante connexe de (E, ©) dans une 

composante connexe de (F, ©), puisque l’image 
continue d’un connexe est un connexe. La connexité 
pour un polyèdre est équivalente à la connexité par 
arcs et les composantes connexes d’un polyèdre sont 
des polyèdres connexes par arcs. L'étude d’une 
application continue d’un polyèdre P dans un 
polyèdre Q se ramène donc au cas où P et Q sont 
connexes par arcs. Cette simplification facilite en 
particulier l'étude de problèmes d’homomorphie ou 
d’homotopie entre polyèdres. Tous les polyèdres qui 
interviennent dans ce paragraphe sont donc supposés 
connexes par arcs. Si |K| est connexe par arcs, il en 

est de même de |K®]| , d < dim. K. 

Th. 2 : Pour toute application continue de |K| dans 
|L], il existe au moins une application simpliciale 
de |K| dans |L| relative à K et L qui lui soit 
homotope (fig. By, B, p. 242/1). 

Ce théorème d'existence n'apporte pas de 

renseignement sur l'application simpliciale. 

Déf. 10 : Soit f une application continue de |K] dans 

L|. Une application simpliciale s, de |K] dans |L 
relative à K et L est une approximation simpliciale 
de f si l’image sy (x) d’un élément quelconque x 
de |K| appartient au simplexe dont l’intérieur 
contient f (x). 

Th. 3 : Si s, est une approximation simpliciale de f, 
alors s; et f sont homotopes. Deux approximations 
simpliciales de f sont homotopes. Une application 
simpliciale est toujours une approximation 
simpliciale d'elle-même. 

Sous réserve que toute application continue d’un 
polyèdre dans un polyèdre possède une approximation 
simpliciale, on pourra construire et représenter les 
classes d’homotopie uniquement à l’aide d'applications 
simpliciales. A priori si on choisit arbitrairement des 
triangulations quelconques pour définir le polyèdre 
objet et le polyèdre image, il n’est pas vrai qu’une 
application continue possède une approximation 
simpliciale par ces triangulations (cf. ill. C p. 242/1). On 
peut démontrer le théorème suivant qui résout la 
question. 

Th. 4 : Si f est une application continue de |K| dans 

L|, il est toujours possible de construire une 
triangulation K' de |K| telle que f admette une 
approximation simpliciale relative à K’ et L. 

On dit qu’on à « affiné » K en K’ pour construire 

l’approximation simpliciale. Un exemple 

d’« affinage » d’un complexe simplicial K consiste 

à commencer d’abord par introduire un sommet 

supplémentaire A € K, différent des sommets 

proprement dits de K : A sera donc à l’intérieur d’un 

simplexe $ (unique) E K, de sommets Po, …, P, 

(d = dim. $). A associé à d de ces sommets définira 

un nouveau simplexe de dimension d et il y aura 

(d + 1) nouveaux simplexes de ce type qui, assoc 

à leurs faces, remplaceront S$ et ses faces. S’il existe 

dans K un simplexe $’ de dim. d’> d dont S est une 

face, $’ devra être modifié à son tour, cette 
modification se répercutant elle-même sur tout 
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simplexe $” de dim. d” > d’ dont S' serait une face, 
etc. Le nombre d’opérations, toutefois, n’augmente 
pas indéfiniment puisque K est un ensemble fini de 
simplexes de dimensions inférieures à n = dim IR". 
(Par ex. si K est un complexe simplicial engendré 
par deux tétraèdres situés de part et d’autre du 
plan d’une face commune, et si A est à l’inté- 
rieur de celle-ci, K devient K’ engendré par six 
tétraèdres. De K comptant 5 sommets, 9 côtés, 7 
faces triangulaires, 2 tétraèdres, on passe à K’comp- 
tant 6 sommets, 14 côtés, 15 faces triangulaires, 
6 tétraèdres.) 
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Conséquence : Pour des espaces connexes par arcs, 
on sait qu’on peut parler d'applications continues 
basiquement homotopes, notion plus restrictive que 
celle d’homotopie (cf. p. 239). Si f applique 
continüment P = |K| dans Q = |L|, P étant pointé 
par a et Q par b = f (a), on a donc intérêt à utiliser 
des triangulations de P et Q admettant a, resp. b 
comme sommet. La construction précédente montre 
que c’est possible. Dans ces conditions la recherche 
d’une approximation simpliciale s; basiquement 
homotope à f est permise puisque sy (a) = b satisfera 
la condition de la déf. 10. 
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On montre dans ce chapitre comment on peut étudier 
le groupe d’homotopie IT (K|, P,) (p. 237) en un point 
>, d'un polyèdre |K| connexe (donc connexe par arcs) 
en passant à l’une de ses triangulations. On rappelle 
que le choix de P, importe peu, tous les groupes 
obtenus en faisant varier P) dans |K | étant isomorphes 
(groupe fondamental p. 237). On peut donc choisir 
pour P, un sommet de K. On rappelle également qu’il 
s’agit d'étudier le groupe des classes d'équivalence 
des lacets tracés sur |K|, de point-base P,, la relation 
d’équivalence étant celle de la déf. 2 de la p. 237. 


Chaînes polygonales 

Déf, 1 : Une suite finie a : = (Py, …, P,) de sommets 
d’un complexe simplicial K s'appelle chaîne 
polygonale d'origine P, et d'extrémité P,, si pour 
tout couple de points consécutifs distincts P, P,, , le 
segment [P, P;,,] est une arête de K ; & est une 
chaîne polygonale fermée si P, = P, (fig. A; p. 244). 
Elle définit alors un lacet sur |K| de point-base P}. 

Rem. : Les sommets d’une chaîne polygonale 
peuvent se retrouver plusieurs fois dans œ. La suite 
Q = (P) est dite constante. Elle définit le chemin 
constant d'image {P,} sur |K] (p. 237). 


Homotopie de chaînes polygonales, 
groupe polygonal 
Deux chaînes polygonales fermées sont dites 
homotopes au sens combinatoire si on peut ramener 
l’une à l’autre en un nombre fini d'opérations 
(réalisables dans les deux sens) appartenant à l’un des 
deux types : 
ONE A A EEN (On br) 
(2) PAORRE wi) aa P Ria NP OR 
définissent un simplexe (ill. A, p. 244). 
Cette propriété est une relation d'équivalence entre 
chaînes polygonales fermées de même point-base Py. 
L'espace quotient est désigné par IT (K, Po). On peut 
définir sur celui-ci une opération interne par 
[al + [a] = [aa] (ind. des rep.), où a& est la suite 
obtenue en prolongeant la suite & = (Pa, …, P; .…, Po) 
par la suite @ = (Pos. Qj + Po) : 
aa = (Pos, Pi -+ Pos Pos +, Qp +2 Po) 
(TI (K, Ps) ; +) est un groupe, le groupe polygonal de K 
relativement au point P, : [all = [(2,)] est Pélément 
neutre et [a] =! = [æ>] est l'inverse de [fa] : si 


a = (Po, Pas ces P, Po), € = (Po, Pa es Pis Po). Ex. : 

ill. B p. 244. 

En faisant intervenir la notion d’approximation 

simpliciale (p. 242/2) on démontre le théorème 

fondamental : 

Th. 1 : Le groupe d'homotopie I (|K|, P;) d'un 
polyèdre |K| est isomorphe au groupe polygonal 
T(K, Po). 

Comme le groupe H (K|, P,) est isomorphe au groupe 

fondamental Z(|K|), on peut en déduire que H (K, P,) 

est, à un isomorphisme près, indépendant de Po, d’où 

la notation TI (K) et : H (|K|) = H (K) (Deux 
triangulations distinctes d’un même polyèdre ont des 
groupes isomorphes). 

Rem. : Dans la démonstration du th. 1, on n’a besoin 
en fait que du squelette K® (p. 242/2), ensemble 
des simplexes éléments de K, de dim. 0, 1 ou 2 : 

TI (K, Ps) = IT (KO, Pa) (Si |K| est connexe, il en est 
de même des polyèdres |K (9). 

On va voir maintenant comment l'introduction de groupes 

libres permet d’énoncer des résultats remarquables. 

Groupe libre de type fini 

Soit (a, …, p 43, …, a,) un ensemble fini de symboles 

(n E N \ {0}). Toute suite œ finie de ces symboles 

(répétition autorisée) s'appelle un mot : par 

ex. &, = A, 4, 4; 4, @, Le mot vide o est celui qui 

contient aucun symbole. Si l’on juxtapose le mot © à 

droite du mot w, on dit qu’on construit le mot © © 

appelé produit de © par. Enfin, pour tout i, a, et a, 

sont dits conjugués. Deux mots sont dits équivalents si 

l’un d’entre eux peut se ramener à l’autre par 
suppression ou insertion de tout mot de la forme a, a, ou 

a; a, dans son écriture. Par ex. a; a, & a, a, est équivalent à 

a. Il s’agit d’une relation d'équivalence qui permet de 

partager l'ensemble des mots en classes [œ]. Dans l’espace 

quotient F, on peut définir une opération interne par 

Lo] + {© J = [oc |, car le résultat ne dépend pas des 

représentants des deux classes facteurs du produit. (F, ; -) 

est un groupe d’élément neutre [w], l'inverse [æ]-! de 
la classe [w] étant la classe [w~] où w~’ est défini de la 
façon suivante : a) si © = a; resp. 4,, © di, TCSP. 4; ; 

b) si œ est formé de p symboles, w~ ! est formé des p 

symboles conjugués écrits en sens inverse. 

Il est d'usage de poser a; = a; ! et d’une manière 


générale a*= a; a; … a; (n fois pour n EN \ {0}), = œ 
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wi e0 = (Pi, Pa, Ps, Po, Pi) 
Wa = (P,, P3, Ps, Po, P,) 
A; w30; = (P,,P;, P5) 


a et B sont homotopes au sens combinatoire car P, Q, R 
définissent un simplexe de dim. 3, resp. de dim. 2. 


Dans la fig. A, & et (Pi, Pa, Py, P,), sont homotopes au 
sens combinatoire, de même «, et (P,). Mais œ et œ ne 
sont pas homotopes au sens combinatoire. 


homéo. 
q 


Groupe polygonal 


T(K, P,) = {co}, la [e° -> Lo I e? 
t Lt. 
Z l0 i 

soit H ($') =Z (voir p. 238) 


r<s<t (Les arêtes figurées en rouge appartiennent à l'arbre maximal choisi) 


P, P, P, P, 
ky ky kn, 
P, P, P, Krs P, P, kys P, r A (a i 5 
krskaka' l| = loo 
co ik=] (CA ETC kliked ÉRIC] 
Identification 
P, 
Graphe |KO] Jir a) PAM 
Loir Pour la détermination de JI(|K|)on s'intéresse aux 
: simplexes de dim. 2. Selon les schémas de C on procède 
aux identifications : 
lkza] = [kae] = [ks] = [oo] 
lkz5] = [kz4] = [oo] 
[kz3kss] = [k25] = [oo], d. h. [kz] = [ks] 
p p. lkssksel = [kss] = [oo], d.h. [kse] = [k33] 
1 2 : 5 £ 
TI (KO) est isomorphe au groupe TI (|K|) est donc isomorphe au groupe libre F, engendré 
libre F, engendré par [ka kPa Kasl c'est-à-dire isomorphe à Z. 
D, sl lkas lkol ksal. D, 


Détermination du groupe fondamental à l'aide d’un groupe libre 
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pour n = 0, = (a; )-" pour — n € N \ {0}. Dans ces 

conditions, Yn E Z, fa; |" = ([a;"]. 

La partie £, = {[a, |, …., la, J} de F, est un système 

générateur (p. 77). On dit que F, est un groupe libre 

de type fini (n E N \ {0}) engendré par E,. 

Ex. : Le groupe libre F, engendré par {[a]} est 
isomorphe à Z. 


Construction du groupe fondamental 

à l’aide d’un groupe Mbre de type fini 

a) Si le polyèdre est urf polyèdre connexe par arcs de 
dim. 1, il s’identifie à un graphe connexe (p. 253) : 
celui-ci possède n, sommets P; (i = 1, 2, …., n) 
et n, arêtes. On peut extraire de ce graphe un arbre 
maximal où ossature (p. 253), c.-à-d. un arbre 
connectant tous les sommets. Cet arbre aura (n, — 1) 
arêtes. Il reste donc (n, + 1 — n,) arêtes ne faisant pas 
partie de l’arbre, On oriente et on note ces arêtes P, P; 
dans le sens dit des indices croissants (si i < j, sommet 


origine = P, sommet extrémité = P, : notation ay ; si 


Surfaces closes, surfaces à bord 

Le mot surface contient plusicurs interprétations 

possibles (cf. p. 407). La définition exploitée ici, dans 

le cadre de la topologie algébrique, est celle qui 
permet de construire un homéomorphisme de la 
surface sur un polyèdre de dim. 2 simplifié au 
maximum, c.-à-d. connexe, avec une triangulation 
dont toutes les faces sont incluses dans des surfaces 
triangulaires, Une surface sera donc un compact de 

dim. 2, cette double dimension devant ĉtre perceptible 

au voisinage de tout point (par ex. la figure centrale 

de lill. E p. 232 doit être écartée, puisque l’homéo- 
morphie demandée ne peut ĉtre réalisée). 

Déf. : Une partie connexe compacte de (R”, 9”) 
s'appelle une surface close (ou surface fermée) si 
tout point de celle-ci possède pour la topologie 
induite un voisinage ouvert homéomorphe à un 
disque ouvert ; elle s'appelle une surface à bord si 
elle possède d’une part des points ayant un 
voisinage ouvert homéomorphe à un disque ouvert, 
d'autre part des points appelés points bordants : un 
point bordant est un point qui, pour la topologie 
induite, possède un voisinage ouvert homéomorphe 
à la réunion d’un disque ouvert et d’un arc de 
JORDAN privé de ses extrémités inclus dans sa 
circonférence, l’image homéomorphe du point 
bordant étant à l’intérieur de l'arc (ill. A p. 246). 

Rem. : Les surfaces closes sont des variétés 
2-dimensionnelles particulières (voir p. 421). Le bord 
d’une surface à bord est l’ensemble de ses points 
bordants. Le bord peut par ex. être constitué d’une 
courbe de JORDAN (ex : disque fermé ; ruban de 
M&Bius, ill. A p. 246), voire de deux courbes de 
JORDAN (ex. : portion de cylindre de révolution 
comprise entre deux plans distincts, perpendiculaires 
à son axe), ete. 


i > j, sommet origine = P, Sommet extrémité = P, : 
notation a;). Alors : 


Th. 2 : Le groupe fondamental d'un graphe connexe 

est isomorphe au groupe libre de type fini 

F, (n =n, + 1- n,) d'ensemble générateur E, {lapl} 
b) Pour un polyèdre connexe par arcs quelconque |K], 
on peut, en tenant compte de la remarque faite après 
l'énoncé du th. 1, remplacer K par K®, 
Comme K® C K® on peut considérer le graphe 
associé à K( et construire un groupe F, selon a). 
L'existence de simplexes 2-dimensionnels dans K ® 
conduit alors simplement à opérer des identifications 
entre éléments de F, comme l'indique la figure C. On 
obtient par ce procédé un groupe quotient. Celui-ci est 
isomorphe au groupe fondamental de |K]. 


Th. 3 : Le groupe fondamental d'un polyèdre connexe 
Par arcs est isomorphe à un groupe quotient d'un 
groupe libre de type fini. 

Ex. : ill. D,, D}. 
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Une surface close, resp. à bord, est connexe par arcs, 
car elle est connexe et chacun de ses points possède un 
voisinage connexe par arcs (connexité par ares locale 
p. 233). On peut alors démontrer qu'une surface close, 
resp. à bord, est homéomorphe à un polyèdre |K] où K 
est un complexe simplicial dont les faces sont de 
dim. < 2, comprenant au moins un simplexe triangulaire, 
les arêtes et les sommets étant celles et ceux des 
simplexes triangulaires. Dans le cas d’une surface 
close (n = 3) une arête appartient à deux simplexes 
triangulaires et deux seulement : cette propriété 
contribue à expliquer le qualificatif « close ». 
On peut parler du groupe fondamental d’une surface 
close, resp. à bord. C’est celui d’un polyèdre 
homéomorphe. 


Classification des surfaces closes 

La relation d’homéomorphie entre surfaces closes de IR” 
(n 2 3) est une relation d'équivalence, ct chaque classe 
admet un représentant polyédral. Le problème de cette 
classification est aujourd’hui complètement résolu. 

Si on décide de représenter une classe par un polyèdre, 
on à intérêt à en choisir un dont le nombre de faces 
triangulaires soit minimal. Ainsi, dans R°, le squelette 
de dim. 2 du tétraèdre est tout indiqué pour représenter 
la classe de $? : il est le seul à avoir quatre faces, et c’est 
le minimum requis (un cube, qui permet de définir la 
même classe, demande douze faces triangulaires). 
Quant à la classe du tore, elle nécessite déjà un polyèdre 
à dix-huit faces triangulaires. La représentation 
polyédrale n'est donc pas nécessairement la plus simple. 
Quoi qu’il en soit, la construction des classes peut se 
faire d’une façon remarquable. On met en jeu des 
procédés d'identification associés à la notion de 
topologie quotient (p. 231). 

On montre d’abord que toute surface close de IR” 
(n = 3) est homéomorphe à un espace topologique 
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Surfaces à bord 


Morceau 
de surface 


Ruban de MOEBIus 


Surface d’un tore 
Surface close 


homéo. 
homéo. 


Surfaces closes, surfaces à bord 


homéo. ident. homéo. 
q —_— Al 
Sphère à anse 
ay 
b G 

5 Joméo, ident, 

ident. 
abia; "bi" O 


5 Sphère à deux anses 
2 
by 
g ident. LE homéo. dent. 
bı D 
a ba; "b; 'a,b,a;"b;! 
Sphère à bonnet croisé 
1 homéo, ident. D- ident. 
a b,ab, 


Points multiples 
p 


Bouteille de KLEIN 


-QAQ 
S 
A -w 

a a 


(Points multiples) 


ident. p hom: 
b, b 
ab ab 


Classification des surfaces closes 


obtenu à partir d’un polygone convexe de IR? à 2 p 
côtés (p 2), en identifiant convenablement ceux-ci 
par paires (ill. B). Si on repère par la même lettre 
deux côtés qui doivent être identifiés et si on flèche 
chacun d’eux, de façon à indiquer le sens de leur 
superposition, on peut représenter la succession des 
segments orientés rencontrés en faisant un tour 
complet de la frontière par une suite de la forme 
Diab Titota ct. bles exposants - 1 
signifiant que le segment correspondant a été 
parcouru à contre-sens (une telle suite doit 
évidemment être compatible avec les sommets : ainsi 
la suite abb=! a n’est pas possible, comme on le voit 
immédiatement en faisant un dessin). 
On a pu prouver que les surfaces closes de R” (n = 3) 
peuvent être classées à partir des formes primitives 
suivantes : 

(1) a aï" b, by! ($? CR", n 23 ; ill. B) 

(2)a, biar’ bī' ...... a, bpaz'bg', g EN \{0} 

($° munie de g anses C R”, n= 3; ill. B pour g = 1, 2) 

(3) a, b, a, bjsss a by a; bp k E N \ {0} 

($° munie de k bonnets croisés C R", n= 4) 
Les groupes d’homotopie fondamentaux des surfaces 
closes obtenues à partir de ces formes primitives sont 
deux à deux non isomorphes, si bien que les surfaces 
sont deux à deux non homéomorphes (th. 1 p. 237). 
Rem. : Pour g = 1 dans la forme (2), on a une surface 

homéomorphe à un tore ; on désigne également par 

tore de genre g (ou tore à g trous) la surface $°? 

munie de g anses. 
La forme (3) trouve sa réalisation dans IR‘ et non dans 
R?. Si on veut se faire une idée de la surface obtenue, ce 
ne peut être que par une représentation dans IR? ou IR? 
(par ex. une projection affine de l’espace affine réel de 
dim. 3 sur un plan affine est une représentation de 
l’espace visuel : on l’utilise en dessin d’architecture). 
Ainsi si on veut représenter la forme (3) pour k = 1 
(ill. B) à partir de la suite a, b, a, by, on aboutit à ce que 
l’on appelle une surface à points multiples : deux nappes 
de la surface se croisent en tout point intérieur au 
segment rouge du dessin le plus à droite. Relativement à 
chaque nappe, considérée indépendamment de l’autre, 
un point intérieur au segment possède un voisinage 


Méthode fonctorielle 

Parmi les procédés algébriques utilisés dans l'étude 
des espaces topologiques, la méthode fonctorielle joue 
un rôle fondamental (elle trouve également sa place 
dans bien d’autres domaines mathématiques). 
On a affaire ici à des catégories reliées par des foncteurs. 
Une catégorie ‘6 se compose de deux classes (p. 29) : 
a) Une classe Ob dite d'objets A , B , C... b) Une classe 
Mo dite de morphismes, telle qu’à tout couple (A, B) 
d'objets on puisse associer l’ensemble Home (A, B) 
des morphismes de A (source) vers B (but) notés 
fan, tous éléments de Mo, satisfaisant d’une part à 


Topologie algébrique / Surfaces II 247 


ouvert homéomorphe à un disque ouvert. Pour les 
extrémités du segment la situation est plus compliquée. 
De même on peut montrer que la bouteille de KLEIN, 
introduite par la suite a,b,a,b," ', qui est également une 
surface à points multiples (ill. B), est une représen- 
tation de la forme (3) pour k =2. 


Orientabilité 

On peut définir l’orientabilité, ou la non-orientabilité, 
d’une surface en passant par les polyèdres. On se 
contentera ici de donner une idée intuitive de la non- 
orientabilité (donc de l’orientabilité). 

Le ruban de MæBius (ill. A) est une surface non 
orientable : on peut tracer sur ce ruban une courbe de 
JORDAN J, dont le parcours est symbolisé par les 
flèches sensiblement rectilignes du dessin, le long de 
laquelle on « déplace » continäment sur la surface une 
courbe homéomorphe à un cercle orienté, symbolisée 
par une flèche arrondie : un tour complet sur J change 
l'orientation de la flèche arrondie en son opposée. 
Toute surface contenant une courbe de JORDAN pour 
laquelle on a cette propriété est dite non orientable. 


… Une surface est orientable si elle ne contient aucune 


courbe de JORDAN J pour laquelle ce changement 
d’orientation ait lieu. 

L'orientabilité, resp. la non-orientabilité est un 
invariant topologique. 

$’, tous les tores de genre g E N \ {0} sont orientables. 
En revanche les sphères $? munies de k bonnets 
croisés, k E IN-{0}, ne sont pas orientables. Parmi les 
plus importantes des surfaces à bord non orientables 
figure le ruban de Mæius. On peut démontrer qu’une 
surface est non orientable si, et seulement si, elle 
contient un sous-espace homéomorphe à un ruban de 
MEBIUS. 


Nombre de connexité 

Un autre invariant topologique important concernant les 
surfaces est le nombre de connexité Z . On entend par là 
le nombre maximal de courbes de JORDAN, pouvant 
d’ailleurs se couper, que l’on peut tracer sur une surface 
close sans séparer celle-ci en deux parties disjointes. 
Pour une surface close orientable Z = 2 g, g désignant le 
genre (g = 0 pour $°). Pour une surface close non 
orientable, Z = k (nombre de bonnets croisés). 
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Hom (A, B) N Hom (A', B’) # Ø = (A, B) = (A', B’), 
d'autre part à la loi de composition définie selon les 
modalités du tableau A . 

Ex. : 1) Ob = N \ {0} , Mo = la classe des matrices 
réelles : Homa (p, q) = M,, (R), loi de composition = 
produit matriciel. 

2) Ob = R" , Mo = ensemble des bipoints (4, B) 
de R” : Hom, (A, B) = {(A, B)} , loi de composition 
(B, C) o (A, B) = (A, C). 

Si le premier exemple justifie le mot classe, le deuxième 
montre qu’un morphisme n’est pas nécessairement, 
pour une catégorie, une application. 
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Composition des morphismes 


Jan Quels que soient d’une part trois objets A, B, C, d'autre part deux 


À memana B 
IN F 

C 
Associativité de la loi de composition 


San Juc Jen 
À ven B momnrnty C smtp D 


nn a 


Sac Jun 
Éléments identités de la loi de composition 
a F 
A mm A Yo Å 
AN Tax IN, Je 
X A 


morphismes /;, (de A vers B) et fye (de B vers C) : 


Jre © fan est un certain morphisme fye (de A vers C). 


Quels que soient les objets A, B, C, D et les 
morphismes fis nes fen ON à : 


Jen? (Sac? fan) = (Sen? Joc)? fan- 


Pour tout objet A, il existe un morphisme de A 
vers À, noté Id, et appelé identité de A, tel que 
pour tout objet X : 


Saxo ld = fax èt iofxa = fra 


Jan F(Jau) 


i 


Catégorie 


Compatibilité du foncteur F avec la loi de composition des morphismes 


F (A) songe F (B) 


À mon B 
D 
N j F IN 
a 
€ 


Tay F(C) 


Pour tout objet A, ona: F (Id}) = Idra 


À tout objet A de la première catégorie 
est associé exactement un objet Æ (A) 
de la seconde catégorie. À tout mor- 
phisme f de la première catégorie est 
associé de même exactement un 
morphisme F (f) de la seconde caté- 
gorie. 


Tout diagramme commutatif se 
" nef a P nord x ni La 
F(fnc) transforme en un diagramme commu 
tatif, d'où : 


F( foc? fan) = F(fno)° F (San). 


Propriétés d’un foncteur 


Catégorie des espaces 
connexes par arcs 


Es : Ges topologies 
Con Le 
CM 


I 
Applications > 
continues 
Í 
(M; WM) mag (N; N) 
N | n 
(0; D) 


f homéomorphisme 


Homorphismes 


Catégorie 
des groupes 


TI (M) groupe fonda- 
mental de M 


TA) 

TI(M) === IT (N) 

D ST Er 
On [ro Ho f) = I)o T(S) 
ù 


7) I1(0) 


PEL IT(f) Isomorphisme de groupes 


Foncteur J de la topologie algébrique 
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Les exemples suivants s'avèrent plus usuels : 

3) Ob = classe des groupes, Mo = classe des 
homomorphismes de groupes, loi de comp. = comp. 
d’homomorphismes. 

4) Ob = classe des espaces topologiques, Mo = 
classe des appl. continues, loi de comp. = comp. 
d’appl. continues. 

5) Ob = classe des IR-espaces vectoriels, Mo = 

e des appl. linéaires, loi de comp. = comp. d’appl. 
linéaires. 
En se servant de la notion de sous-catégorie, on peut 
par ex, se limiter aux groupes abéliens, aux espaces 
topologiques connexes par arcs, etc. 
On introduit les foncteurs pour mettre les catégories en 
relation, Un foncteur associe à tout objet d’une 
première catégorie un et un seul objet de la seconde 
catégorie, et à tout morphisme de la première catégorie 
un et un seul morphisme de la seconde, les conditions 
indiquées en tableau B devant être satisfaites. 

De ces propriétés il s'ensuit que par ex. pour tout 
foncteur de la catégorie des espaces topologiques, ou 
d’une sous-catégorie (ex. 4) dans la catégorie des 
groupes (ex. 3), un homéomorphisme se transforme 
en isomorphisme de groupes : à des espaces topolo- 
giques homéomorphes correspondent des groupes 
isomorphes. Un foncteur de la topologie algébrique 
associe aux espaces topologiques des groupes comme 
invariants topologiques. 


Foncteurs en topologie algébrique 


On peut définir un foncteur JI associant la sous- 
catégorie des espaces topologiques connexes par arcs 
à la catégorie des groupes (ill. C) tel qu’à tout esp. 
top. connexe par arcs Æ corresponde son groupe 
fondamental IT (E) (p. 237). Si, grâce à ce foncteur I, 
on peut parvenir à classer les surfaces closes de IR? 
(p. 247), on ne peut déjà plus faire appel à lui pour la 
classification des sphères $” (pp. 239, 241) pour 
lesquelles on à besoin d’autres invariants topolo- 
giques. Ceux-ci apparaissent par l'intermédiaire des 
foncteurs MI, qui à tout esp. top. connexe par arcs Æ 
associe ses groupes d’homotopie 7-dimensionnels 
TI, (E) (p. 241). La détermination de ces groupes est 
toutefois difficile (cf. TI, ($") p. 241). On parvient à 
de meilleurs résultats en faisant intervenir les 
foncteurs d’homologie H, (cf. infra) qui à tout espace 
topologique F associent ses groupes d’homologie 
H, (F). Ces foncteurs se sont en effet révélés des 
outils performants en topologie algébrique. La théorie 
des foncteurs d’homologie (ou théorie de l’homologic) 
a pu être développée grâce à la théorie des polyèdres. 
Les paragraphes qui suivent en donnent quelques 
propriétés. 


Théorie de l’homologie simpliciale 


Dans cette théorie, limitée aux polyèdres (POINCARÉ), 
on associe à un complexe simplicial r-dimensionnel 
K, pour chacune des valeurs m < r, un certain groupe 
H,, (K), construit à partir des simplexes m-dimen- 
sionnels appartenant à K. Ce groupe, appelé groupe de 


Berri m-dimensionnel, est le produit direct de p, 
groupes monogènes et d’un certain nombre de 
groupes cycliques dont les ordres vérifient des 
propriétés particulières de divisibilité : p„ S’appelle le 
nombre de BETTI m-dimensionnel et l’ordre d’un 
groupe cyclique un coefficient de torsion. 

On peut montrer que deux complexes simpliciaux qui 
sont des triangulations soit d’un même polyèdre, soit 
plus généralement de deux polyèdres homéomorphes, 
possèdent des groupes de Berri m-dimensionnels 
isomorphes, si bien qu’on peut parler des groupes de 
Berri d’un polyèdre. Ces groupes, comme d’ailleurs 
les nombres de Berri et les coefficients de torsion, 
sont des invariants topologiques. Leur détermination 
demande une technique sérieuse. 


Théorie de l’homologie singulière 


Q désignant un anneau commutatif unitaire, un complexe 
C est une suite, indicée par Z, de couples (M, à,) tels 
que : V,, M, est un -module (p. 41), ð, un homomor- 
phisme de M, dans M,- , vérifiant Im d,,, € Ker d,. 

On pose, pour tout n, C, (C) = Ker 4, B, (C) = Im 0, 
Les éléments de C, (C) sont des n-cycles, ceux de B, (C) 
des n-bords. Deux n-cycles c et c’ sont dits 
homologues si c’ — c est un n-bord, Cette relation 
d’homologie est une relation d'équivalence pour tout 
n. L'ensemble H, (C) des classes d'homologie de 


degré n peut être identifié à C, (C)/g (C) qui a une 


structure d’@-module, On l’appelle le n®*” module 
d'homologie de C . 

Tel est le point de départ de la théorie générale de 
l’homologie. I n’est pas possible d'expliquer en quelques 
lignes les concepts et étapes qui ont conduit à la notion 
d'homologie singulière et à celle de groupes d'homo- 
logies singulières p-dimensionnels relatifs à un sous- 
espace topologique quelconque £ de IR”. Ces groupes 
H, (E) sont des invariants topologiques. Leur étude permet 
la résolution de nombreux problèmes de topologie. 


Quelques résultats de la théorie de l’homologie 
La propriété de connexité par arcs pour un espace 
toplogique Æ est équivalente à Ho (E) = Z. Pour un 
espace topologique quelconque le groupe d’homologie 
0-dimensionnel reflète le degré de connexité par arcs 
(nombre de composantes par arcs). En ce qui concerne 
les sphères, on a le résultat A, ($") = 0 pour m # 0 et 
mæn (nè 1), H, ($") = Zpour m=0oùm=n. 

On retrouve le fait que deux sphères de dim. 
différentes ne sont pas homéomorphes. En revanche, 
de H, (R") = 0 pour m > 1 et Mo (R) = Z, on ne 
peut pas déduire que IR” et IR” sont homéomorphes si, 
et sculement si, m = n. Il faudrait faire appel à la 
théorie des groupes d’homologie singulière relatifs. 
Quant au théorème du point fixe (ou théorème de 
BROUWER) énonçant que toute application continue 
d’une boule fermée n-dimensionnelle (disque fermé 
en dimension 2) dans elle-même possède un point 
fixe, il peut être effectivement démontré par des 
procédés qu'offre la théorie de l’homologie. 
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LE 


Peut-on, au cours d’une promenade, traver- 
ser exactement une fois chaque pont ? 


A 


Problème des ponts de KOENIGSBERG 


S= {a,b,c} A= {kn ka ky ką} 
Sx S/n, = (a, al LO, DI le, oN 

a, b)}, Ka, o)l, b, DN 
g: A —> S x Sjon, déf. par g (ki) = (a, b), 


8 (ko) = (b, Dl 8 (k) =b, 1, g (ka) = le, a] 


4 boucle 


S fuseau 


Représentation d’un graphe 


E 


Graphes complets 


y compris l’ouvert 
n,=6 m=10 n,=6 connexe extérieur 


Formule d'EULER 


Graphes isomorphes 


Les trois sommets, resp. vert, rouge, bleu, sont 
connectables, chacun par une arête, aux trois 
autres sommets (jaunes). 


Représentation 
dans IR? (à un iso- 
morphisme près) 


Toute tentative de représentation dans IR? conduit 
à deux arêtes sécantes en dehors d’un sommet 


Le graphe complet à cinq sommets de 
F rill. E est également non planaire 


Graphe non planaire 


Théorie des graphes 

La théorie des graphes trouve son origine dans l'étude 
des problèmes topologiques que l’on peut décrire en 
faisant intervenir des points (sommets) et des liaisons 
entre ceux-ci (arêtes). Celui des ponts de KŒNIGSBERG 
en est un exemple célèbre (ill. A) : il peut en effet être 
mathématisé par la donnée de quatre points du plan, 
dont certaines paires sont liées par un ou plusieurs arcs 
de JORDAN qui ne se rencontrent pas en dehors des 
sommets (ill. A). La figure obtenue s’appelle un graphe. 
Le complémentaire d’une telle figure supposée 
appartenir à un espace top., comme par exemple IR? 
ou R°, peut faire également partie des objets à étudier 
dans la théorie des graphes. Par ex. la fig. B illustre la 
formule d'EULER relative à un graphe plan connexe 
(voir plus loin) liant les nombres supposés finis, n,, 7, 
np, resp. des sommets, des arêtes, des comp. connexes 
(ou faces) du complémentaire. 

Tous les polyèdres dont les triangulations se 
composent de simplexes de dim. < 2 (p. 241) peuvent 
être considérés comme des graphes, ainsi que leurs 
images par homéomorphisme. Aujourd’hui la théorie 
des graphes est totalement indépendante de tout 
contexte d'applications (math. pures, physique 
théorique, problèmes techniques, réseaux). 


Définition d’un graphe 

Les graphes des fig. A et B sont des exemples de 
graphes topologiques, c.-à-d. qu’ils sont perçus comme 
des parties d’un espace topologique, ici (IR?, 2). La 
théorie actuelle repose sur une définition dans laquelle 
on ne fait pas intervenir d'espace topologique sous- 
jacent. On se borne à définir d’abord deux ensembles 
sans élément commun, l’un S, ensemble d'éléments 
appelés sommets, l’autre À, ensemble d’éléments 
appelés arêtes, et ensuite des relations d'incidence 
entre sommets et arêtes, que l’on va d’ailleurs traduire 
par une application. On introduit en effet une relation 
N dans l’ensemble des couples (x, y) E S x S: 
ERE y) S y= y) V (y )= x). 
On vérifie facilement que c’est une relation d’équiva- 
lence et que [(x, y)] contient un seul élément si x = y, 
deux éléments si x # y . Une classe est donc définie 
soit par deux sommets distincts, soit par un sommet 
auquel on confie un rôle double. On peut la noter en 
abrégé [x, yl (= [y , xl), que x et y soient distincts ou 
non. Dire alors que x et y sont incidents à Parête k, 
c’est dire que l’on a g (k) = [x, yl, où g est une 
certaine application de À dans $ X:5/6p . 


Déf. : Le triplet G := (S, À, g) est un graphe, dont 
l'ensemble des sommets est S, l’ensemble des arêtes 
A. Si g (k) = |x, yl, on dit également de x et y qui 
sont incidents à k , qu’ils sont connectés par k. Si 
x = y, k prend le nom de boucle. S'il existe k, # k, 
tels que g (ki) = g (k) = x, yl, on dit que x et y sont 
connectés par un fuseau (ensemble non réduit à un 
singleton des arêtes qui les connectent). Enfin on dit 
que deux sommets distincts sont adjacents s’il 
existe une arête les connectant. 

Représentation d’un graphe, graphe topologique 

La représentation d’un graphe se fait, si possible, dans 

(R?, N°), p = 2 ou 3, par des points, des arcs de JORDAN, 
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voire des courbes de JORDAN dans le cas de boucles, qui 
ne se rencontrent qu’en des sommets (ex. ill. C). 
D’autres espaces topologiques peuvent être également 
sollicités pour la représentation d'un graphe : par ex. 
une sphère, un tore ou d’autres surfaces closes. 

Si les sommets d’un graphe sont des points d’un 
espace topologique, et les arêtes des arcs ou courbes 
de JORDAN de cet espace, dont les points communs 
sont des sommets du graphe, on dit que celui-ci est un 
graphe topologique. 


Sous-graphe, graphe partiel 

On appelle sous-graphe d’un graphe G tout graphe 
que l’on obtient en supprimant un sous-ensemble de 
sommets de G, et donc également le sous-ensemble 
des arêtes qui sont incidentes aux sommets supprimés. 
On appelle graphe partiel d’un graphe G tout graphe 
obtenu en supprimant un sous-ensemble d’arêtes de 
G. On peut donc parler de sous-graphe partiel. 


Isomorphie des graphes 

Les graphes de lill. D semblent à première vue 
différents. Cependant ils ont même structure au sens 
de la théorie des graphes. D’une manière précise on 
peut définir une bijection entre les deux ensembles de 
sommets d’une part et les deux ensembles d’arêtes 
d’autre part, qui respectent les relations d'incidence. 
On dit que les graphes sont isomorphes. 

L'image topologique d’un graphe topologique G est 
un graphe (topologiquement) isomorphe à G . 


Graphes particuliers 

a) Graphes finis : Il s’agit de graphes dont l’ensemble 
des sommets est fini, Un tel graphe peut toutefois 
posséder un ensemble d’arêtes infini. Il existe alors au 
moins un fuseau de cardinal infini. 

b) Graphes infinis : L'ensemble des sommets est 
infini, mais l’ensemble des arêtes est fini ou infini. 

c) Graphe sans boucle ni fuseau : Toute arête 
connecte deux sommets distincts, et pour deux 
sommets quelconques il existe au plus une arête qui 
les connecte. Si deux sommets distincts sont toujours 
adjacents le graphe est dit complet (fig. E). 

d) Graphes plans : Il s’agit de graphes représentables 
dans (IR?, 92). Il existe des graphes à structure très 
simple qui ne sont pas représentables dans (IR?, 9?) 
(ex. ill, F : graphe de numéros d’un dé à jouer. a et 
b sont connectés si, et seulement si, a + b est impair). 

e) Graphes dirigés : Chacune des arêtes peut être 
orientée et si elle connecte deux sommets distincts, 
l’un est le sommet origine, l’autre le sommet 
extrémité ; on pourra donc imposer un sens de 
parcours d’une arête. Une arête non orientée peut être 
parcourue dans les deux sens. Dans une représentation 
d'un graphe dirigé, les arêtes orientées sont fléchées. 


Degré d’un sommet 

Le degré deg.x d’un sommet x d’un graphe est le 
cardinal de l’ensemble des arêtes incidentes à x (une 
boucle apporte une ou deux incidences selon 
convention). Pour un graphe fini, sans boucle ni 
fuseau, deg.x est le nombre des sommets auxquels x 
est adjacent. Pour un tel graphe le nombre des arêtes 


M vérifie la relation n, = t > deg. x. 
ES 
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(a, kis b, ka, b, ka, €, kasd, ks, e, ko, d, ka, fi ka, d, kg, g) Chaîne ouverte liant a et g 
9. kosa) Chaîne fermée de point-base a 


(CH nt Le DAY AU OREORE 


U E ee 


la, ki, b, kz, b, kz, €, ka, d, ks, e, kes d, ka, fx kio, g, kgs d, ki1,9, ko, a) 
Chaîne culérienne fermée (graphe avec ky) 
EEPE PI APAA EAE ASEA E AE E OE E D PE ER TTA a, kiz, e) ; 
Chaîne eulérienne ouverte (graphe sans k,;) 
(c, kz, b, kid, kizse, ks, d, kgg, kios S) 
Chemin hamiltonien (graphe avec k,;) 


Chaîne simple liant a et g 
Chemin liant a et g 
Cycle de point-base a 


ra J, 


Chaînes, chemins, cycles 


Arêtes terminales 


B, B, 


Arbre et ossature 


Ci C, 
Coloriages 
(suite de la page 251) 
Pour un graphe fini complet de n, sommets, tous les sommets ont même degré : deg. x = n, — 1. On en 


déduit que le nombre d’arêtes est n, = 4 n(n,- 1). 
Un graphe pour lequel chaque sommet a le même degré est dit régulier. Les graphes complets, les graphes qui 
définissent le 


sans boucle ni fuseau, on a 71, =} n, deg. x. 


| Ossature | 


urfaces des polyèdres réguliers (p. 170 ill. D) en sont des exemples. Pour un graphe fini régulier 


Chaînes, chemins, cycles 

Une chaîne liant le couple de points (x,, x,), n >1, est 
une séquence finie de sommets x; et d’arêtes k; de la 
forme (x, Ki X» Kos x, 1 kn- 1, Xp) dans laquelle k, 
est incidente à x, et Xp, p V = 1, …, 2 — 1 (ill. A) ; n est 
la longueur de la chaîne. Les sommets et les arêtes 
peuvent se répéter dans la séquence. On dit la chaîne 
d’origine x, et d'extrémité x, si on privilégie le sens 
de parcours de x, vers x, : Xi Xy se Xp Six, = Xp la 
chaîne est dite fermée, sinon on la dit ouverte. Une 
chaîne est dite simple si ses arêtes sont toutes 
distinctes (ill. A). 

Une chaîne est dite élémentaire si ses sommets sont 
distincts deux à deux, sauf peut-être x, et x,. Une 
chaîne élémentaire est nécessairement simple. On 
emploiera ici la terminologie, non universelle : 
chemin pour chaîne élémentaire ouverte, cycle pour 
chaîne élémentaire fermée. Toute chaîne ouverte liant 
X, et x, peut être éventuellement « raccourcie » en un 
chemin liant x, et x, ; toute chaîne fermée, de point- 
base x = x, = X, peut être éventuellement « raccourci » 
en un cycle de même point-base. 

Une chaîne eulérienne d'un graphe est une chaîne qui 
passe une fois et une seule par chaque arête de ce graphe 
(ill. A). Dans le problème des ponts de KŒNIGSBERG 
(p. 250 fig. A) c’est une telle chaîne que l’on voulait 
construire (cf. infra), Un chemin ou un cycle qui contient 
tous les points d’un graphe est dit Aamiltonien. 


Graphes connexes 

On dit que deux points d’un graphe G sont connectables 
soit s’ils sont confondus, soit s’il existe une chaîne les 
liant. La relation « x et y connectables » est une 
relation d’équivalence dans l’ensemble S des sommets 
de G. S'il n’y a qu'une classe d'équivalence, G est dit 
connexe. Pour les graphes topologiques cette notion 
s'identifie à la connexité par arcs. S'il y a plus d’une 
classe d'équivalence, chacune d’elle définit un sous- 
graphe connexe, appelé composante (connexe) de G. 
L'ensemble des arêtes de G est alors la réunion des 
ensembles À; des arêtes de chaque composante G, ces 
ensembles À; étant deux à deux disjoints. Pour un 
graphe fini, sans boucle ni fuseau, possédant Z 
composantes, on à la relation 


1 " A me 
ns n, — 2) (n, -Z + 1). Par suite si l’on a, pour 
2 p 


1 
un tel graphe, n, > 2 (n, — 2) (n,- 1), on peut conclure 


qu’il est connexe. 

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
graphe connexe, sans boucle, ayant un nombre fini 
d'arêtes, contienne une chaîne eulérienne fermée, resp. 
ouverte, est que le degré de chaque sommet soit pair, 
resp. qu'il y ait exactement deux sommets de degré 
impair. Le problème des ponts de KŒNIGSBERG est 
donc impossible, Des critères comparables concernant 
les chemins et cycles hamiltoniens ne sont connus à ce 
jour que pour des graphes particuliers. 

Rem. : Un graphe fini sans boucle dont tout sommet a 

un degré pair est dit graphe eulérien. 


Arbres 
La manipulation de graphes fait fréquemment 
intervenir ce que l’on appelle des arbres. Leur 
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structure est particulièrement simple : il s’agit de 
graphes finis, ayant au moins deux sommets, 
connexes et sans cycle (fig. B,). Un arbre est 
caractérisé par deux propriétés relatives aux arêtes. 
Une arête d’un graphe est dite terminale si l’une au 
moins de ses extrémités est de degré 1 (fig. B,) ; elle 
est dite connectante si elle n’est pas terminale et si sa 
suppression dans la composante C à laquelle elle 
appartient fait perdre à C sa connexité (fig. B,). 

Un graphe fini est un arbre si, et seulement si, il est 
connexe et chacune de ses arêtes est soit terminale, 
soit connectante, 

Pour tout arbre de n, sommets et n, arêtes on a la 
relation n, = n, + 1. 

Si un graphe fini G de plus d’un sommet est connexe sans 
être un arbre, on peut construire un graphe partiel qui soit 
un arbre : un tel arbre s'appelle une ossature de G. Il est 
possible, en général, d'obtenir plusieurs ossatures, qui ne 
sont pas nécessairement isomorphes, bien qu'ayant le 
même nombre de sommets, donc d’arêtes. 


Problème des quatre couleurs 
L'impression en couleurs d’une carte géographique 
politique plane a conduit à préciser le nombre minimal 
de teintes dont il faut disposer pour différencier des 
pays situés de part et d’autre de limites territoriales 
communes. On mathématise le problème en passant par 
un graphe topologique G de (IR?, M?) ayant les 
propriétés suivantes : les deux ensembles de sommets, 
resp. d’arêtes, sont finis. Les arêtes sont des arcs ou 
courbes de JORDAN. Tous les sommets sont de degré > 3. 
Le complémentaire de G dans R? est un ouvert 
constitué d’un nombre fini de composantes connexes, 
les faces. Chaque face est un territoire. Un territoire 
peut être une terre, une mer ou un océan. Un état est 
constitué d’un ou plusieurs territoires ; il peut être 
national ou international, Tous les terrritoires sont 
bornés sauf un, Une carte rectangulaire ampute donc au 
moins un territoire, On adopte, pour la représentation 
cartographique, les deux règles suivantes : 

a) deux territoires dont les frontières n’ont qu’un 

nombre fini de points communs (nombre qui peut être 

nul) peuvent être affectés de la même couleur (on 
notera que ces points communs sont des sommets de 

G). 

b) deux territoires dont les frontières ont en commun 

au moins une arête doivent être affectés de couleurs 

différentes. 

Dans ces conditions le théorème dit des cinq couleurs 

fut longtemps le meilleur (« pour colorier une carte 

plane cinq couleurs suffisent »). Cependant on ne 
connaissait aucun exemple nécessitant cinq couleurs 
différentes ; malheureusement la conjecture des quatre 
couleurs ne pouvait être levée que par la vérification 
d’un nombre de situations dépassant les capacités 
humaines. Ce n’est que récemment, ordinateur aidant, 
que la propriété des quatre couleurs put être énoncée 
comme vraie. On ne peut aller en-dessous de quatre 

couleurs, comme le montre la figure C}. 

Rem, : Pour une carte non plane le résultat n’est plus 
le même en général. Si pour une carte sphérique la 
propriété des quatre couleurs reste valable, en 
revanche pour un carte torique il faut passer à sept 
couleurs (fig. C;). 
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Sommet d’articulation 


D le 


Graphe 2-connexe : 

Toute paire de sommets est connectée par au 
A, Moins deux chemins indépendants. 

1 


E We 


Graphe 1-connexe et non 2-connexe : 
Les somn et y ne sont pas reliés par deux 
hemins indépendants. 


Graphes une et deux fois connexes 


Graphe complet à n + 1 sommets (on n'indique que les arêtes 


intervenant dans la liaison des deux sommets x, et x 
intervenant dans la lia Eet i) les 


w(x, X3) = 3 


W(X1, X4) = 3 
w(x, Xs) = 2 
W(X2, X3) = 3 
W(X2, X4) = 4 
W(X2, X5) = 2 
Xs 
Ni W(X3, Xs) = 


W(X3, X4) = 3 


WXa Xs) = 2 


B, n chemins indépendants B, nombre de connexité 2 


Graphe n-connexe, nombre de connexité 


n=(l-1)t+r m= l-2 -r +(5) Si on remplace une arête d’un graphe par 
@<rsi-1) 2(1-1) 2 un chemin de longueur finie (introduction 
RÉ re a de sommets), on dit qu’on a subdivisé 
E= (JE, EnE-4{(i+h l’arête. 
is 
t+1l 
sommets ; 
° © o j Es 
Subdivision 
d’arêtes 
Bii 


Chacun des sommets d’un Æ; (i E {1, n, 1-1} 
est connecté à tous les sommets des £,, k æ i. Les 
ç sommets d’un Æ; ne sont pas connectés entre eux. 


Graphe de TURAN Subdivision d’arêtes 


Graphes plans 

La formule d’EULER donnant le nombre n; de faces 
d’un graphe topologique plan connexe à n, sommets 
et n, arêtes (ill. B p. 250) peut se généraliser à à un 
graphe topologique plan G non connexe de la façon 
suivante : si G est formé de Z composantes connexes 
Gi, G, … G,, On a, pour tout ¿= 1,2, ..Z, 

i =M, — M, +2 que l’on écrit n -1 =m, =n, +1= 
nombre de faces bornées de G, . En sommant pour i 
allant de 1 à Z , on obtient donc : 

nombre de faces bornées de G = n= 1 = m, =n, + Z, 
soit n= n, ~n, + Z + 1, formule valable quel que soit 
Zz1 


Dans tout ce qui suit on ne considère que des graphes 
finis, sans boucle ni fuseau. 


sraphes multiconnexes, nombre de connexité 
On étudie, dans ce paragraphe et le suivant, la 
connexité d’un sous-graphe d’un graphe connexe. Si 
on suppose que deux sommets distincts quelconques x 
et y de G sont connectables par deux chaînes 
élémentaires n’ayant en commun que x et y (on dira 
indépendantes), la suppression d’un sommet de G 
n’enlève pas la connexité au sous-graphe restant, On 
dit alors que G est deux fois connexe, ou 2-connexe 
(fig. A;). Un graphe est dit connexe si pour toute paire 
de sommets {x, y} il existe au moins une chaîne 
élémentaire connectant x et y : un graphe 2-connexe 
est donc 1-connexe (fig. A,). On peut d’ailleurs 
remarquer que la 1-connexité s’identifie à la 
connexité. Si un graphe est 1-connexe sans être 2- 
connexe, on dit que son nombre de connexité est 1. Si 
G est un graphe connexe, on dit que le sommet c de G 
est un point d'articulation si le sous-graphe obtenu en 
supprimant c n’est pas connexe (fig. A). 
Rem. : Si un graphe est 2-connexe il existe toujours 

un cycle élémentaire contenant deux sommets 

donnés, resp. deux arêtes données. 


Généralisation : Un graphe est dit n-connexe si pour 
toute paire de sommets {x, y} il existe au moins n 
chaînes élémentaires, deux à deux indépendantes, 
connectant x et y. Un tel graphe contient nécessai- 
rement au moins (7 + 1) sommets et chaque sommet 
est de degré > n. Par ex., un graphe complet à (n + 1) 
sommets est n-connexe sans être (n + 1)-connexe 
(fig. B;). Si d’un graphe #-connexe on retire au plus 
(n — 1) sommets, le sous-graphe restant est encore 
connexe, Plus précisément si on retire r sommets, r < n, 
le graphe restant est (7 — r)-connexe. 

A un graphe n-connexe qui n’est pas (x + 1)-connexe, 
on associe le nombre de connexité n . Pour un tel 
graphe deux sommets distincts quelconques sont 
connectables par au moins x chaînes élémentaires 
deux à deux indépendantes, et il existe au moins deux 
sommets distincts qui ne sont connectables que par au 
plus # chaînes élémentaires deux à deux indépendantes. 
Si on désigne par w (x, y) le nombre maximal de 
chaînes élémentaires deux à deux indépendantes 
connectant deux sommets distincts x et y, le plus petit 
des nombres w (x, y) est le nombre de connexité du 
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graphe (fig. B,). Si le graphe n’est pas complet on 
peut se limiter, pour la recherche de ce minimum, à 
l'étude des paires de sommets non adjacents (fig. B;) : 
si w (x, y) est > p pour toutes les paires de sommets 
qui ne sont pas adjacents, alors il en est de même pour 
toutes les paires de sommets du graphe. 


Coefficient d’articulation, théorème de MENGER 
On suppose que x et y sont deux sommets distincts 
non adjacents d’un graphe connexe G : il est possible 
de construire un ensemble, de cardinal minimal, 
constitué de sommets tous différents de x et y , dont la 
suppression dans G déconnecte x et y. Un tel 
ensemble, dont on note le cardinal £ (x, y), s'appelle 
ensemble d'articulation relatif à (x, y). On peut 
remarquer que cette notion n’existe pas pour un 
graphe complet. 

La plus petite des valeurs £ (x, y) que G permet de 
construire s'appelle le coefficient d'articulation de G : 
c’est le nombre minimal de sommets bien choisis 
qu’il est nécessaire et suffisant de supprimer dans G 
pour que le sous-graphe restant soit non-connexe. 

Le théorème de MENGER exprime que t (x, y) = w (x, y) 
pour deux sommets non adjacents : il s'ensuit que 
pour un graphe non complet coefficent d’articulation 
et nombre de connexité sont égaux. Dans un graphe 
non complet, de nombre de connexité n, il existe un 
ensemble d’articulation de cardinal » et il n’en existe 
pas de cardinal inférieur. 


Théorème de TURAN 

Le problème suivant se pose assez fréquemment : on 
se donne un nombre n, de sommets et une propriété £. 
Quel nombre d’arêtes n, faut-il associer à ces données 
pour que tout graphe à 7t, sommets et x, arêtes possède 
la propriété Æ, et qu’il existe au moins un graphe à 7, 
sommets et (x, — 1) arêtes qui ne la possède pas ? En 
somme il s’agit de la recherche d’un n, minimal, On 
peut proposer l’exemple suivant : Æ est la propriété 
pour un graphe à n, sommets de contenir un sous- 
graphe complet à / sommets (3 < } < n,). On peut 
démontrer le résultat 


122 
STD) 


nr?) + {E |+ 1, où rest ainsi défini : 
2 


r= n mod. (l-1), 1srsl-1. 
À un isomorphisme près il existe un et un seul graphe 
à n, sommets et (n, — 1) arêtes qui ne possède pas 
cette propriété (graphe de Turan, ill. C). 


Théorème de KURATOWSKI 

Parmi les graphes non planaires les plus importants, 
on peut citer d’une part le graphe D du dé à jouer 
(fig. F p. 250), d'autre part le graphe complet C à cinq 
sommets (ill. E p. 250). Un graphe dont un sous- 
graphe partiel est isomorphe à D ou à C n’est pas 
planaire. Réciproquement un graphe non planaire 
contient un sous-graphe partiel isomorphe ou bien à 
D, ou bien à C , ou bien à un graphe obtenu à partir de 
D ou C par division des arêtes (ill. D). Ces résultats, 
d s à justifier, sont dus à KURATOWSKI. On peut 
énoncer : Un graphe fini est planaire si, et seulement 
si, il ne contient pas de sous-graphe partiel isomorphe 
à D ou C à une subdivision près des arêtes. 
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; 
À: © | 
JUJ USt, 
A lai t 
) Le 
Ki pe 
A ) [a A 
A C a 
SUJ UJU UUJ UU 


D 


Courbe de Von Kocu 


Ensemble de MANDELBROT 


Ensemble de JULIA rempli 


Ce chapitre a trait à Pétude de certaines configura- 
tions d’un espace métrique, principalement en géomé- 
trie euclidienne de dimension finie. 

La notion de courbe est, par exemple, évoquée par un 
cheveu bouclé, celle de sphère par l’enveloppe exté- 
rieure d’une mirabelle. Mais si l’on observe à la loupe, 
puis au microscope, la peau d’une mirabelle, on découvre 
des détails nombreux et étonnants, souvent répétitifs, bous- 
culant sans ménagement le concept de sphère. Il existe 
des figures, possédant une définition mathématique, 
dont l'analyse suggère un phénomène du type précité ; 
ces figures aident à comprendre la notion d'objet fractal. 
En voici un exemple classique (Courbe de Von Kocu) : 
La figure A, est celle d’une ligne brisée L de quatre 
segments égaux tels que les deux segments inter- 
médiaires sont deux côtés d’un triangle équilatéral 
dont le troisième côté non utilisé est en alignement 
avec les deux segments extrêmes, sans point commun, 
de L. Pour construire la figure A, on remplace chacun 
des segments de L par une ligne brisée semblable à L 


dans le rapport l comme il est indiqué. Les figures A, 
et À, sont obtenues en réitérant le procédé. 

Si on poursuit indéfiniment celui-ci on obtient un arc 
de JORDAN limite K, appelé courbe de Von Kocu. 
Aucune application continue injective d’un segment 
dans R?, £ +> f (f), définissant K, n’admet de fonction 
dérivée. Si on cherche à rectifier K, on trouve une 
longueur infinie. Si un tracé au crayon ou à la plume à 
dessin peut évoquer K (fig. As), c’est bien parce que 
le trait a une épaisseur dans laquelle K est incluse ; 
cette épaisseur se retrouve d’ailleurs dans tout tracé 
pratique d’un arc de JORDAN plan, qu’il soit 0, 1 ou 2- 
régulier. Un dessin ne peut avoir valeur absolue. 

La succession des constructions effectuées sur chaque 
segment de L montre que K est la réunion de quatre 
arcs K’ égaux entre cux, et semblables à K dans 


le rapport 1 . Cette réunion devient une partition si on 


enlève une extrémité convenable à chacun de ces arcs. 

Déf. 1 : Un sous-ensemble F d’un espace euclidien 
est dit à homothétie interne s’il existe une partition 
de F dont toutes les parties sont semblables à F. 

Par ex. tout intervalle de IR de la forme [a, b| est à 
homothétie interne pour une quelconque partition 
du type [a, xil, [xs 21, … , [Xp bI (fig. C). 

Rem. : Un cas important est celui où la partition est 
finie, les n parties (n EN'\{1}) étant isométriques 
entre elles, donc dans un même rapport de 
similitude r avec F (partition finie régulière). C’est 
le cas relatif à K envisagé plus haut (n =4,r= 1) i 
C’est également le cas d’une surface rectangulaire 
dont on ampute la frontière de deux côtés consé- 
cutifs et que l’on divise en n parties égales comme 
le suggère la figure B 


(n = carré dans N `\ (1), r° 


On peut généraliser lex. de la surface rectangulaire 
à un pavé dans un esp. cuclidien de dim. d : 


1 . — lo, 
on aura alors “==, soit — 8 
n log r 
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Déf. 2 : Soit F une partie bornée non vide d’un espace 
métrique et æ un nombre réel > 0. On désigne par 
a-mesure extérieure de HAUSDORFF de F le réel 


m(F)= lim (int À d i) où l’inf, est pris sur tous 


les recouvrements (indicés) de F par des boules 
de diamètre d; < €. 


Dimension de HAUSDORFF-BESICOVITCH, 

ou dim. fractale 

C’est pour F le réel œ tel que m, (F) = + © si à < a% 
et ma (F) = 0 si a > æ. L'existence d’un tel réel & 
pour toute partie F bornée d’un espace euclidien a été 
établie par BESICOVITCH. Lorsque F est un arc de 
JORDAN régulier, resp. une nappe injective régulière 
dans un espace euclidien, la dimension fractale 
coïncide avec la dimension topologique, soit 1, resp. 2 
(cf. p. 233). 


Ensemble fractal 

On entend par là toute partie bornée d’un espac 
métrique dont la dimension fractale est strictement 
supérieure à sa dimension topologique. Il s’agit d’une 
notion liée à la métrique définissant la topologie. 


Th. : Si F est un sous-ensemble borné d’un espace 
euclidien de dimension finie à homothétie interne 
n NTRA — logn 
pour une partition finie régulière, alors - oer est 
égal à sa dimension fractale (notations de la remar- 
que antérieure). 
Alors que la dimension fractale d’un pavé est égale 
à sa dimension topologique, celle de la courbe de 
Von Kocu est égale à 1,26... supérieure à sa 
dimension topologique. Il s’agit donc d’un ensemble 
fractal. L'ensemble triadique de CANTOR (p. 358) est 
également un ensemble fractal 
log 2 


= 0,63 |. 
1083 0,6. 


sa dimension est 


Géométrie fractale 

Imaginée par MANDELBROT, elle a pour but l'étude 
d'objets mathématiques de la géométrie euclidienne 
de dim, finie, dont la description passe en fait par des 
images que seul un ordinateur peut rendre. Il s’agit en 
particulier d'ensembles (la plupart sont des ensembles 
fractals) dont on peut percevoir la complexité, sou- 
vent répétitive, en gro: ant par Étapes successives 
une configuration locale sélectionnée. 


Ex. : Ens. de MANDELBROT, ens. de JULIA rempli. 

On considère la suite complexe z, ,, = z} + €, z=0, 
c fixe, élément de €. 

L'ensemble M de ManbeLsror est l'ensemble des c 
tels que la suite soit bornée. Il est compact, connexe et 
la dimension fractale de sa frontière est 2 (résultat de 
SHISHIKURA) (fig. D). 

On reprend la même suite, avec z, quelconque ; € 
étant donné, on appelle ensemble de JULIA rempli 
associé à c l’ensemble X, des z, tels que (z,) soit 
bornée. Ÿ, est connexe ssi c est un él. de M (fig. E). 

La géométrie fractale trouve son application dans de 
nombreux phénomènes physiques. 
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On rencontre pp. 169, 201, 371 les notions de valeurs 
propres et de sous-espaces propres d’un endomor- 
phisme f d’un espace vectoriel E sur un corps 
commutatif K. On approfondit ici ces concepts. 


Préliminaires 

Déf, 1 : Étant donné une famille non vide de s.c.v. E; 
de £, i EI (I ens. d'indices fini ou non), la somme 
DE t, E; est par déf. le s.e.v. de Æ dont les élé- 

LAC 
ments sont les sommes finies de vecteurs v; pris 
dans les £,- Ÿ est dite somme directe (et se note 
alors ®E, ) si Vq EN’, Vi, U., 1, non nuls pris 
El 

dans q sous-espaces £; d'indices différents, le sys- 
tème (4, U. 14) est libre. 


Déf. 2 : Un K-espace vectoriel E muni de ses deux 
lois +, *, resp. interne et externe, devient une 
algèbre À si l’on introduit une troisième loi x, 
interne, distributive par rapport à l’addition et telle 
que VOA, u) E K°?,V(u,v)EE?, 

Qu) x (uv) = (Ap) (0 xv). 

A est dite associative, resp. commutative, si la loi x 

est associative, resp. commutative. 

Ex. : Le K-espace vectoriel L (E£) des endomor- 
phismes de Æ devient une algèbre associative si l’on 
choisit pour troisième loi celle de la composition de 
deux endomorphismes. 


Appl. : Si f EL (E) et si Q (X) = > a, X EK[X], 


Q (f) = à al ; (f° = Id) est l'élément de L (E) 


image de f par Q. 
En dim. finie, si M est la matrice représentative de f 
dans une base de Æ, Q (M) est celle de Q (f) dans la 
même base. 


Définitions générales 
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 
quelconque et f EL (E) : À, élément de K, est dit 
valeur régulière de f si f- À Id est inversible, valeur 
spectrale si f— À Id est non inversible, valeur propre 
si f— A Id est non injectif, ou, de manière équivalente, 
de noyau Ker (f— À Id) » {0}. 
L'ensemble des valeurs propres P est inclus dans 
le spectre S, ensemble des valeurs spectrales. 
L'ensemble des valeurs régulières est K | $. Si Æ est 
de dimension finie, P s’identifie à S, car Vg E L (E), 
dim Ker (g) + dim g (£) = dim £. 

Exemples en dim. infinie : a) £ = R [X]; 0 (X) EE, 
Q (X) > XQ (X), resp. Q (X°), resp. Q (X) 
K\S= Ø resp Ø resp R’ 

S = R rep. R resp {0} 

P © resp. {1} resp. {0} 

b) Æ =IR-espace vectoriel des fonctions f de IR dans 
IR de classe infinie : D (f) = f’. Alors P = R. 

La notion la plus importante présentée dans les déf. 
précédentes est celle de valeur propre. Si À EP, tout 
vecteur non nul de Ker (f— À Id) est dit vecteur propre 
associé à À. 

Quel que soit fE L (E), on dit que le s.e.v. F de E est 
stable sous f'si f (F) € F. Si À est valeur propre de f, 


u 


le sous-espace propre associé à À, F, = Ker (f- À Id), 
est stable sous f et la restriction de f à F est 
Phomothétie vectorielle de rapport À EK. 
Th. : Lorsque P n'est pas vide, la somme Ÿ, des sous- 
espaces propres de f est directe : Ÿ,, = @, Foa 
Dans ces conditions tout vecteur V non nul de Da 
s'écrit de façon unique comme somme de q vecteurs 
propres associés à q valeurs propres distinctes 
y Ag) À (q EN’, q dépendant de v). On a alors 
SO) = SP: + V+. +V) = À Vi + À V ++ À, Vy Ce 
résultat est particulièrement intéressant si Ÿ, = Æ, car 
alors Æ peut être muni d’une base de vecteurs propres 
et l'écriture de f est, on le voit, très commode dans 
une telle base (dim Æ finie ou non). 
Ex. : F et G étant deux s.e.v. # {0} supplémentaires dans 
E, la projection p de Æ sur F parallèlement à G admet 
F et G comme sous-espaces propres associés aux 
valeurs propres respectives 1 et0:£=F@G=), 


Réduction d’un endomorphisme 

en dimension finie 

On exploite ici, en dim. n EN’, les propriétés des 

sous-espaces propres pour construire des bases de Æ 

dans lesquelles l'écriture matricielle de f EL (E) est 

simplifiée, permettant ainsi de préciser des propriétés 

remarquables de f. 

Si M est la matrice de f dans une base b, [f— À Id non 

injectif] se traduit par det (M — À 1,) = 0. Le polynôme 

C (À) = det (M — À 1) est de degré n et il est invariant 

sous {out changement de base. C’est le polynôme 

caractéristique de f. Les valeurs propres de f sont les 

racines À, de C. On montre facilement que 0 < dim. 

Ker (f- À, Id) s ordre de multiplicité de À, et que 

dim. X, = somme des dim. des sous-espaces propres. 

Avant d'exploiter ces résultats on donne une autre 

propriété de C (A) : 

Th. (CAYLEY-HAMILTON) : En dim. finie tout 
endomorphisme f annule son polynôme caracté- 
ristique C : C (f) =0. 

Corollaire : L'ensemble des polynômes Q (X) E K[X] 
tels que Q (f) = 0 est un idéal principal (p. 83) non 
nul. Le polynôme unitaire générateur D de cet idéal 
s’appelle le polynôme minimal de f. C’est un diviseur 
de C. Les racines de D sont les valeurs propres de f, 
avec un ordre de multiplicité inférieur ou égal. 


Diagonalisation 

Déf. : On dit que f EL (E) est diagonalisable s’il 
existe une base de Æ dans laquelle la matrice de fest 
diagonale. 

Th. : Pour que f soit diagonalisable il faut et il suffit 
que l'une des conditions suivantes soit réalisée : 
a) Il existe une base de E formée de vecteurs propres 
de f ; b) X, = E ; c) C est entièrement scindable 
sur K et la dim. de chaque sous-espace propre est 
l'ordre de multiplicité de la valeur propre corres- 
pondante ; d) le polynôme minimal de f est entiè- 
rement scindable et n’a que des racines simples ; 
e) il existe un polynôme non nul T (X)EK [X], 
entièrement scindable sur K, dont toutes les racines 
sont simples, tel que T (f) = 0. 


Rem. : 1) Si f admet n valeurs propres distinctes 
(n = dim E), fest diagonalisable. 
2) Les endomorphismes involutifs s de R” sont 
définis par s E€ L (R"), s » Id, $ = Id. En prenant 
T (X) =X? - 1, et en appliquant e) on voit qu’ils sont 
diagonalisables. Les deux polynômes minimaux 
possibles sont resp. X + 1, qui donne s = — Id, 
et (X + 1) (X — 1), auquel cas s a deux sous-espaces 
propres F, et F;, supplémentaires dans Æ, resp. 
associés aux valeurs propres + 1, — 1, faisant de s la 
symétrie par rapport à F}, parallèlement à F. 


Trigonalisation 
Si C est entièrement scindable sur K, mais si la 
condition c) west pas remplie, f n’est pas diago- 
nalisable ; f est toutefois trigonalisable. En d’autres 
termes il existe une base b' de Æ dans laquelle la 
matrice M’ de f est triangulaire supérieure (tous les 
éléments de M’ situés sous la diagonale principale 
sont nuls). On part du résultat suivant : 

Th. : Si f possède la valeur propre À, son polynôme 
caractéristique C (À) s'écrit (à — À) G, (À) où G, 
est un polynôme. Il existe alors un hyperplan H, 
stable sous f, la restriction f, de f à H, admettant G, (A) 
comme polynôme caractéristique. 

Pour justifier ce théorème on remarque que si M est la 

matrice de f dans une base b, M admet également C (A) 

comme polynôme caractéristique. Il existe donc un 7- 

vecteur colonne w non nul tel que M u = À, u. Un 

élément de Æ étant représenté par un n-vecteur 

colonne x, lux = 0 est l'équation d’un hyperplan H, 

stable sous f: 

en effet 'uMx = '('M u) x = (Au) x = Ajtux qui est nul 

pour tout vecteur de H,. Si b, est une base de H, et si 

e, E E \H,, la matrice de f dans la base (b,, e,) de E a 

pour dernière ligne (0....0, À,). On en déduit le résultat. 

Par suite si C (A) est entièrement scindable, G, (À) 

l’est aussi et on construit dans H, un sous-espace H, 

de dim. n — 2, stable sous f, associé à une valeur 

propre À, annulant G, (À). En réitérant le procédé on 
dispose d’une suite de sous-espaces emboîtés 

E = H D H, D H,. D H,., Il existe une base 

Ci, Č» … &,) de £ telle que (&,, &, … &) soit une base 

de H,., i = 1... n, Dans cette base la matrice de f est 

triangulaire supérieure : sur sa diagonale principale 
figurent les valeurs propres de f avec leur ordre de 

multiplicité. On notera que ĉ est un vecteur propre de f. 


Sous-espaces caractéristiques 

Déf. : Si A, est valeur propre d'ordre de multiplicité 
m, de f, le sous-espace caractéristique C, associé à 
A, est Ker (f — À, 14)". 
On remarque que C, contient le sous-espace propre 
de f associé à À, et qu’il est également stable sous f. 
On peut démontrer que dim. C, = m,et que la 
restriction f, de fà C, admet pour polynôme 
caractéristique (À, — À)": f, est donc trigonalisable 
et la diagonale principale d’une matrice triangulaire 
supérieure définissant f, est constituée de m, 
éléments égaux à À,. 

Les sous-espaces caractéristiques relatifs aux 

différentes valeurs propres de f sont en somme 

directe. Si C (À) est entièrement scindable, cette 
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somme directe s’identifie à Æ., Alors dans une base b” 
de E, réunion de bases de trigonalisation des fy, la 
matrice M” de fest triangulaire en escalier. 

Déf. : Un endomorphisme non nul g est dit nilpotent 
d'ordre SEN\{0,1} si g°=0 mais g°! » 0. 
L'endomorphisme nul est dit nilpotent d’ordre 1. 
Pour qu’un endomorphisme de l’espace £ de dim. n 
soit nilpotent il faut et il suffit que O soit valeur 
propre d’ordre n. L'ordre de nilpotence est < n. 
Ainsi fy- À, Id E L (C,) est nilpotent d’ordre s, < m, 

Plus précisément, en remarquant que pour tout g EL (E), 

g= 0, ona, Y£ EN’, Ker g'G Ker g“!, on voit que la 

suite £ > Ker (f, — À, Id} est stationnaire à C, pour 

t æ s et strictement croissante pour {= 1, ..., s, lorsque 

S> 1 ( est Phomothétie de rapport A, donc diago- 

nalisable, lorsque s,= 1). 

La matrice M” est la somme d’une matrice diagonale et 

d’une matrice triangulaire supérieure nilpotente. On 

vérifie facilement que ces matrices commutent. On en 
déduit que si C (A) est entièrement scindable, f est la 
somme d +} d’un endomorphisme diagonalisable d et 

d’un endomorphisme nilpotent / tels que d o l= Lo d. 

On peut prouver l’unicité d’une telle décomposition, 

commode pour développer f” par la formule du binôme. 


Matrices de JORDAN 

Si g est un endomorphisme nilpotent d’ordre s > 1 de 

l’espace n-dimensionnel £, on a s sn et {0} C Ker g 

C.C Ker g°-! CKer g'= E. On a de même ED 

g (E)D..D8g' (E) Dg (E) = {0}. Soit Y € E \{0}. 

Il existe r < s tel que (g8'~' (v), ..., g (V), V) soit une 

suite de vecteurs non nuls et que g” (v) = 0. On prouve 

par Pabsurde que les vecteurs de cette suite sont 

linéairement indépendants. Ils constituent une base b, 

d’un sous-espace X, de dim. r, stable sous g, la 

matrice de la restriction de g à X, dans b, contenant 
partout des 0 sauf aux intersections des 4°" lignes et 
des (k + 1)" colonnes, k = 1, ..., r — 1, où figurent 
des 1. On peut démontrer que Æ est une somme 
directe de sous-espaces X, la dim. maximale atteinte 
d'un J, étant s, la dim. minimale étant 1, non 
nécessairement atteinte, Quel que soit le procédé de 
construction de cette somme directe, on obtient 
toujours le même nombre de sous-espaces X, d’une 

dim. donnée de [1, s]. La réunion b"' des bases b, des 

sous-espaces intervenant dans la somme directe est 

une base de Æ, dite de JORDAN. Dans cette base la 
matrice M” de g est remarquable (matrice de 

JORDAN). Une base de JORDAN d’un endomorphisme f 

de polynôme caractéristique (Ay — À)" est une base de 

JORDAN de f- À, Id. Dans cette base la matrice de 

JORDAN de f est la somme de celle de 

f- M Id et de la matrice scalaire À, Z, Une base de 

JORDAN d’un endomorphisme f de polynôme 

caractéristique de degré n entièrement scindable est 

la réunion de bases de JORDAN des restrictions de f à 

ses sous-espaces caractéristiques. On en déduit 

l'expression d’une matrice de JORDAN de f. 

Rem. : Si C (À) n’est pas entièrement scindable, il 
faut utiliser des sous-espaces stables sous f,en 
liaison avec la décomposition de C (À) en facteurs 
irréductibles, pour obtenir une simplification de 
l'écriture matricielle de f. 
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Déf. : Si E désigne un C-espace vectoriel, une 
application f de E? dans € est dite à symétrie 
hermitienne si V(i, V) E E? fu, V) = f (V, t ) (1) ; 
fest dite linéaire à droite si Vi, v, W, À u) E Æ x C?, 
fO, AV +u Ww) = À fu, v) + uf, W) (2) ; fest dite 
semi-linéaire à gauche si dans les mêmes conditions 
fut uy w)=Af u, w)+ uf, w) 8). 

Rem. : (1) A (2) = (3) ; (1) A (3) = (2) ; = (2) A (3) 
= (1)). (Contre-exemple : appl. g de © dans € définie 
par g (&, n) =i n) 

Forme sesquilinéaire à symétrie hermitienne, 

forme hermitienne 

On dit de f appliquant £° dans € qu’elle est une forme 

sesquilinéaire à symétrie hermitienne (en abrégé 

s.L.s.h.) si elle satisfait à (1), (2), (3). L'ens. F des 
formes s.1.s.h. définies sur Æ est un R-espace 
vectoriel (IR et non €). 

Si on pose, pour tout # E E, h (W) = f (ü, u), u — 

h (u) est une application de Æ dans IR d’après (1). 4 

s’appelle la forme hermitienne associée à f. On vérifie 

que V (a, v) E E, 4 f (i, v ) est égal à : 
hQ+v)+ih(i-iv)-h(i-v)-ih(itiv). 

Par suite l’ensemble des formes hermitiennes définies 

sur Æ est un IR-espace vectoriel J€ isomorphe à F ; f 

s'appelle la forme polaire de h. 


Rem. : La matrice transconjuguée 'M est la 
transposée de la conjuguée de M. M est dite 
hermitienne si, et seulement si, (M = M. En dim. 
finie une forme f s.l.s.h. est déterminée dans une 
base b par f (X, y) = ‘x H y où H est une matrice 
hermitienne, La forme hermitienne associée s'écrit : 
h (¥)='¥ H x. Si x = Fz définit un changement de 
base (b remplacée par b, p. 418), on a 
h) ='z'TH rz. TH T (hermitienne) et H ont le 
même rang r : c’est le rang de A ou f. 


Orthogonalité selon une forme hermitienne 
Deux vecteurs W et v sont dits orthogonaux selon la 
forme hermitienne 4, de forme polaire f, s’ils satisfont 
à la relation symétrique 

LG, v)= 0 (e f (V, à) = 0). L'ensemble ty des 
vecteurs V orthogonaux à un vecteur donné &, est 
défini par l'équation f (y, V) = 0. L'application 
w — f (tip W) de E dans € est une forme linéaire de 
noyau #4. Si cette forme f (tip -) est nulle, y = E ; 
sinon c’est un hyperplan (sous-espace admettant pour 
supplémentaire une droite). L'ensemble A! des 
vecteurs orthogonaux à tous ceux du sous-ensemble 
non vide À de Æ est, d’après ce qui précède, un sous- 
espace vectoriel de Æ. On peut remarquer que 
A+ = (vec. (4))! et que (A)! 2 A. 

Deux parties non vides de Æ sont dites orthogonales si 
tout vecteur de l’une est orthogonal à tout vecteur de 
Pautre, E* s'appelle le noyau de h : E* = Ker h ; h est 
dite non dégénérée si Ker h = {0} ; en dim. finie n, 
dim Ker 4 = n — r. Tout vecteur qui est orthogonal à 
lui-même est dit isotrope. L'ensemble des vecteurs 
isotropes est défini par f (i, à) = h (i ) = 0. On 
l'appelle le cône isotrope C,. C, contient toujours le 
vecteur nul. Si C, = {0}, on dit que h est définie. On 
remarquera que Ker À € Cp. Toute forme hermitienne 


définie est nécessairement non dégénérée (réciproque 

fausse). 

Enfin on a le résultat important suivant : 

Th, 1 : Si h est une forme hermitienne (de forme polaire 
J) sur l'espace vectoriel E supposé de dimension finie 
n > 0, il existe une base b = (£,, …, &,) telle que 
quels que soient p et q distincts f (€, €) = 0 (base 
orthogonale). 

Dém. : Si h = 0 toute base de Æ convient. Sinon il 
existe €, tel que A (€,) # 0. La forme linéaire f (€, `) 
n’est donc pas nulle est son noyau est un hyperplan 
F qui ne contient pas €, La réunion de {¢,} et 
d’une base orthogonale (£, .…., €, _,) de F sera une 
base orthogonale de Æ. On est donc ramené au 
même problème en dim. (x — 1). D'où le résultat par 
récurrence, 

Corollaire : Quelle que soit la dimension de Æ, tout 
sous-espace de dim. finie de Æ possède une base 
orthogonale selon 4. 

Rem. : Le théorème 1 montre que pour toute matrice 
hermitienne H, il existe une matrice inversible F 
telle que 'F H F soit diagonale réelle de rang r 
(passage d’une base b quelconque à une base 
orthogonale). 


Forme hermitienne positive 

On dit que la forme hermitienne A définie sur Æ est 

positive si V 1i EE, h (ii) = 0. 

Ex"E, space vectoriel des fonctions p à valeurs 
dans C, RIEMANN-intégrables sur [a, b] C IR. 


ph 
p— h(Q)= | œ@{t) p (t) dt est une forme hermi- 


tienne positive de forme polaire 
pb . 
fip w)= | p(t) p (i) dr. 


Th. 2 : Toute forme hermitienne positive satisfait aux 
inégalités respectives de Scnwarz et de MINKOWSKI : 
v (ù, V), |S (ù, v)l< yh (ù) h (V) (S), 
y (ù, v), Va (à +] < yh (ù) + yh (0) M). 


Conséquences : 1) Pour toute forme hermitienne 
positive h, C, = Ker h. 


Si à est isotrope (4 (4) = 0), on a, pour tout 
v, f (ù, V) = 0 d’après (S). Donc C, € Ker h. 
En confrontant ce résultat à Pinclusion générale 
Ker A € Cp on en déduit l'identité du noyau et du 
cône isotrope. 

2) Si h est définie positive (<> non dégénérée 


positive), l'application de Æ dans R, & —> yh (u) 
est une norme (cf. p. 365). La vérification est 
immédiate en utilisant (M). £ muni d’une telle 
norme cst dit préhilbertien. Il est dit hilbertien s'il 
est préhilbertien complet. 


Espaces préhilbertiens 

Soit Æ un espace préhilbertien ; on désigne la norme 
(hilbertienne) de à E€ E par |I| W ll. L'application 
ü — |l |? (carré scalaire) est une forme hermitienne 
définie positive. Sa forme polaire, notée <t, V>, ou W V, 
est le produit scalaire hermitien. I mest pas commutatif. 
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IL est linéaire à droite, semi-linéaire à gauche. On a en 

particulier č -u =u? = I P. 

Ex. : E = C-espace vectoriel des fonctions continues 
de [a, b] dans €. 


llgl= f pli pldt, <p y> = 


ane 
pv. 
Ja 
Th. 3 : Toute famille de vecteurs non nuls d'un espace 
préhilbertien E orthogonaux deux à deux est libre. 
En effet, pour toute sous-famille finie (W, ..., t, 
la relation À, H, +... + À, u, = O implique pour tout 
kel. pi (MU, +... + A, u) = Au = 0, soit À = 0. 
Déf. : Une partie de E est dite orthonormée (ou 
orthonormale) si tous ses vecteurs sont unitaires, 


c’est-à-dire de norme 1, et orthogonaux deux à deux. 


Une telle partie est libre. On peut démontrer le 
résultat suivant : 


Th. 4 : Tout espace préhilbertien admettant une base 
au plus dénombrable admet une base orthonormée 
au plus dénombrable. 


Endomorphisme adjoint, 
endomorphisme normal 


Déf. : Si Z est un endomorphisme de l’espace 
préhilbertien Æ, l’endomorphisme l'est dit adjoint 
de lsi V (u, V) E E?,l' (0) V su -1("). 

Si / possède un adjoint, celui-ci est unique car 

LV =u L(V) = l" (0) V, pour tous t, V, entraîne 

V (u, V) (l — 1") (à): V = 0, en particulier pour 

vV = (l' — 1") (0), soit [( — 1") GOT = 0 pour tout à, 

c’est-à-dire l’ — 1". 

On note définitivement l’ l’adjoint de / quand il 

existe. Alors /* possède un adjoint : la relation (Y = 1 

est immédiate. 

Th. 5 : Si l'endomorphisme l est continu pour la 
topologie issue de la norme hermitienne, alors l 
admet un adjoint, également continu, et de même 
norme. 

L'ensemble des endomorphismes de l’espace 

préhilbertien Æ admettant un adjoint est une sous- 

algèbre unitaire de l'algèbre L (£) des endomor- 
phismes de Æ. Si E est de dimension finie, cette 
algèbre s'identifie à L (F), car alors tout endomor- 
phisme de Æ est continu : si l est représenté par la 
matrice M dans la base b orthonormée, alors l° est 
représenté par ' M. 


Déf. : Un endomorphisme 7 est dit normal s’il possède 
un adjoint et si Z o Z* = 1° o l Son adjoint est donc 
également normal, 

Th. 6: Si Zo l* = 1" ol, tout sous-espace propre de I 
pour la valeur propre À est sous-espace propre de 
l° pour la valeur propre À et réciproquement. 
De plus tous les sous-espaces propres sont 
orthogonaux deux à deux. 


Dém. : Soit F, le sous-espace propre de ! pour la 
valeur propre À. On a alors : 
YY EF, IU) =L (0) =A (V). Done F est 


stable sous L°. Pour tous w, V dans F, on a : 

COV =i IVAR V ; soit (l 0-A) V =0. 

En faisant V = l’ (4) -Ai € Fp, on obtient L' (4) = Aw 

pour tout à E F}. Donc F, est inclus dans le sous- 

espace propre F; de !. On démontre de même que 

Fi F}. On a bien les mêmes sous-espaces propres 

pour des valeurs propres conjuguées. 

On montre maintenant que F} et F, sont orthogonaux 

pour À # u; l(u)= A, 1(v)= uv: 

il)=zutv el (iv =), 

Qu):v=li V = (A-V =0=û =. 

Ex. : On considère l’espace 7°, c’est-à-dire le 
C-espace vectoriel des suites complexes infinies 


x= (x, …,x, …) telles que PETEN <% ; l? est 


hilbertien, avec llxll = Vi x etx'y= ja, DE 


Soit € = (ci, +», Cp …) E L’ et l'endomorphisme 4, : 

le (X) = (Ci Xi, 2, Ck Xp 2) 3 fe est un endomorphisme 
normal de 1° et t$ = tg, OÙ € = (Ch «+. Cp ++). 

Parmi les endomorphismes normaux d’un espace 
préhilbertien Æ on peut citer les endomorphismes 
auto-adjoints (l = 1) et les isométries, c'est-à-dire les 
bijections de Æ sur lui-même qui respectent la 
distance issue de la norme hermitienne, ou de manière 
équivalente le produit scalaire : 

V, v) EE’, W G)-1M)l=lu-v l e 

Vi V)EE?, 1) ICi V e, 

On vérifie facilement que les valeurs propres d’un 
endomorphisme auto-adjoint sont réelles, et que celles 
d'une isométrie sont des complexes de module 1. 

On étudie p. 371 l'opérateur linéaire (= endomor- 
phisme d’espace normé de dim. infinie en général) de 
C (la, b], ©) défini par f — K ( f), avec pour tout 


2ERCRK()O= | 6 nf la 


fonction noyau ® de l'opérateur étant une application 
continue de [a, b]? dans €. Si on introduit le produit 
scalaire hermitien 


<f,g>= | FÒ g (0 dé, K’ existe et a pour noyau W 
Ja 

telle que, V (x, À E [a, bP, W(x, i) = ® (1, x). 

Si V (x, i) E [a, b}, W (x, À = D (t, x), K est auto- 
adjoint. 

En dimension finie, dans une base orthonormée, un 
endomorphisme auto-adjoint est défini par une matrice 
hermitienne, et une isométrie par une matrice C unitaire 
(C=! ='C). Le groupe des isométries est alors isomorphe 
au groupe des matrices unitaires, lesquelles définissent 
également les changements de bases orthonormées. 
En dimension finie tout endomorphisme normal / est 
diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs 
sa matrice dans b orthonormée, il 
unitaire telle que C~! NC = D, matrice 


existe 
diagonale. En particulier si / est auto-adjoint, N est 


hermitienne et D diagonale réelle, et si / est une 
isométrie, N est unitaire et D a tous ses éléments 
diagonaux de la forme ei”, pE R. 


262 Séries de FOURIER / Transformation de FOURIER 


Inégalité de BESSEL 

Soit E un C-espace vectoriel et h une forme 
hermitienne sur Æ, de forme polaire f. On suppose que 
F est un sous-espace vectoriel de £, de base 
dénombrable, tel que la restriction de A à F soit 
définie positive. F possède donc (th. 4 p. 261) une 
base orthonormée {e;, k E N°} relativement à 4. On a 
la relation suivante due à BESSEL : 

VV EE O<inf{h(" -W)| WEF} 


=h(F)- À, À, où 4 =/(G v). 


Égalité de PARSEVAL 

On applique le résultat précédent au cas où Æ est le C- 
espace vectoriel des fonctions RIEMANN-intégrables 
sur [a, a +2 x] C R, à valeurs dans C, la forme 
hermitienne positive A étant déf. par 

h (g) = f: +2 g (0 g (0) dr. On prend pour F le sous- 
espace de Æ engendré par 

G = {€p n E Z |e, (0 = c""}, partie libre dénombrable. 
La restriction de A à F est définie positive puisque F 
est un sous-espace de fonctions continues. G est une 
base orthogonale de F, mais elle n’est pas ortho- 
normée. On pose pour toute fonction g E E : 


a Al CEE LETTRES a A eg 
CE fereg (D dr= zg / (En 8). 


a 
L'inégalité de BesseL devient légalité de PARSEVAL 
sur tout Æ : 


a+2x 


vo | 
Sacs. OS gy [ee 
Séries trigonométriques 
Soit B un C-espace vectoriel normé complet et 
n —> (a, Pa) une suite à valeurs dans B? (n E IN°). On 
pose, pour tout £ E IR, ug (£) = à E B et, pour tout n > 0, 
u, (f) = &, cos (nt) + P, sin (nt). La série de fonctions 
X, u, C) est par définition une série trigonométrique. 
Si elle converge sur IR elle définit une application 2 x- 
périodique de IR dans B : 
1—S (= a+ È [a, cos (ni) + B, sin (n)]. 

1 


Si X la,ll et X 18,14 sont convergentes, Ÿ u, () 
converge normalement sur IR et £ —> S (f) est continue 
pour la topologie associée à la norme || Ily. 

Rem. : On pose y = œ et pour n > 0 


re “l : 
n= z (a iB) Y-n= 2 (a, + iB) 
Alors $ () = lim 2 y c, que Pon écrit conven- 


+o 
tionnellement $; y, e* (cette convention n'autorise 
5 +0 


1 
pas l'écriture : S (9 = pp, D pet D ye). 
à i 


Série de FOURIER 

Si g est une fonction 2 x-périodique sur IR, à valeurs 

dans C, RIEMANN-intégrable, son coefficient de 

Fouritr d'ordre n E Z est le nombre complexe 

G= z (j ent g (f) dt, indépendant de æ. Sa 

série de FOURIER est Ÿ c, &,, ou si l’on veut employer 

les fonctions sinus et cosinus : 

a+ DE La, cos (n +) + b, sin (n *)], en posant ay = co 
i£ 


et pour n > 0, a, = €p + C_p bp =i (C, =C). 


La série de FOURIER de g est donc une série 

trigonométrique, qui peut être convergente ou non 

convergente. Toutefois È |c]? est convergente dans 
nEZ 


R, de somme = [e +? g (Ò g (0 dt (les séries 
X |a,|? et X 1b,[? sont donc également convergentes). 
Ce résultat, qui traduit légalité de PARSEVAL, permet 
de montrer que réciproquement une série trigono- 
métrique à valeurs dans C, même convergente sur tout 
R, n’est pas nécessairement une série de FOURIER 
(contre-exemple : Z Sun converge quel que soit 
‘so In(n+1) 


1ER, mais X [In (n + 1)]-? est divergente). 
n>0 


Th. 1: Soit g, (0) = a+ © (a, cos kt + b, sin ki) ; 
1 


que la suite complexe n — g, (i) converge ou non 
pour toute valeur de t, on a toujours : 
Va, lim Ta lg ()- g, (Of? dt = 0. 

Convergence d’une série de FOURIER 

La top. que l’on peut mettre sur un K-espace vect. 

(K = R ou €) muni d’une norme dépend a priori de 

celle-ci. En dim. finie toutes les normes définissent la 

même topologie. C’est faux en dim. infinie. 

Ainsi le th. 1 donne la conv. en moyenne d'ordre 2 ou 

moyenne quadratique de g, vers g (p. 366). 

Les lignes qui suivent donnent quelques résultats 

concernant la conv. d’une série de FOURIER. 

Th. 2 : Toute série trigonométrique à valeurs dans €, 
uniformément convergente sur R, est une série de 
FOURIER (réciproque fausse). 

n 


Si È d, £, converge uniformément sur IR vers la 
-n +O 


fonction s, alors V 1, s ()= $ d, e, s est continue 
sur R, 2 x-périodique et d, = zt- l tn ot s (f) de, 
résultat que l’on obtient en intégrant terme à terme ; la 
convergence uniforme permet ce procédé de calcul. 
La série trigonométrique Ÿ d, £, est la série de 
FOURIER de la fonction s. 
En particulier si Ÿ c, & est la série de FOURIER de la 
fonction g et si X, [c,| est convergente, la série tri- 
gonométrique Ÿ c, €, converge normalement, donc 
uniformément, sur IR. On peut prouver assez facilement 
que sa somme s’identifie à g sur IR tout entier. 
Le théorème suivant donne une condition suffisante 
de convergence simple. Une fonction g de [a, b} C IR 
dans € est dite de classe 1 par morceaux s’il existe 
une subdivision finie a = fọ < 1, < ... < t, = b de [a, b] 
telle que V k = 0, 1, ..., p — 1, il existe g, continûment 
dérivable sur [4, 4, ıl, coïncidant avec g sur Jip 4, 4. 
Cette fonction g est donc continue en tout point 
distinct d’un 4, et admet une limite quand # tend vers t, 
par valeurs supérieures (lim. à droite 
g (+ 0) = ge (t), k < p), resp. par valeurs inférieures 
(lim. à gauche g (4-0) = 8-1 (4), k> 0). 
Th. 3 (DIRICHLET) : Si g est 2 x-périodique, de IR 
dans €, de classe 1 par morceaux sur [a, a + 2 x], 


alors VIER, À a= } lg (t+ 0)+g(t-0). 
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Corollaire : Si de plus g est continue, alors 
+a 
È c = g (1) et la convergence de la série est 


uniforme sur R. 

Déf. : Une fonction g définie sur [a, b] C R, à 
valeurs dans C, est dite à variation bornée s’il 
existe M > 0 tel que, quelle que soit la subdivision 
finie a = tọ < f < ... < t, = b, on ait: 

p-1 
Ra |8 (41) -8 (4)| < M. 


Th. 4 : Si g est continue et 2 n-périodique sur R, à 
valeurs dans €, à variation bornée sur un segment 
*e 
[a a+2xl, alors YtER,g()= X ce. 


Intégration d’une série de FOURIER 

Soit une fonction g 2 x-périodique de R dans € 
admettant une dérivée g', nécessairement 2 x- 
périodique, développable en série de FOURIER sur R : 


g'O=a+ À (a, cos nt + b, sin nt). Si cette série 
1 


est uniformément convergente sur IR, on peut l’inté- 
grer terme à terme et en déduire le développement en 
série de FOURIER de g. On remarquera que a, est 
nécessairement nul, puisque g est supposée 2 x- 
périodique : a A 
8580+ È |z sinnt + 7t (1 -cos no]. 

1 


a a b, 
Les séries 3 = et Ÿ g Sont absolument conver- 


[b] 1 


gentes (majorer, par ex. n Par [i +18.) 
5 n’? 


et utiliser $ |b]? < œ). 
l 


f 1 : 
D'où g () =A + 2 gi (€n Sin nt—b, cos nt) ; la conver- 
gence est normale sur tout IR. 


Transformation de FOURIER 
On désigne par L” (R), p = 1 le C-espace vectoriel des 
fonctions de IR dans € intégrables sur tout segment de IR, 


#00 


telles que l'on ait | 1fO| "dt <oo (p. 341). L'ensemble 


wo 
L? (R) des fonctions continues g éléments de 
L? (IR) en est un sous-espace que l’on peut normer par 


1 
ro 
Nts) * korar) . On note C’ le C-espace 


vectoriel des fonctions continues 4 de R dans € 
S’annulant à l'infini (<> lim A (x) = 0 si |x|—> œ). 
Toute fonction appartenant à C’ est nécessairement 
bornée. On peut donc normer C’ par la norme || || de 
la convergence uniforme : || |= sup{jh (x)|, x ER}. 
Déf. : La transformée de Fourier de f EL! (R) est la 
fonction f = & (f), de R dans C, définie par 


à Fo DS 
P =| fiear, 
Jo 
Th. 1: $ est un opérateur linéaire de L! (R) dans C’, 


La restriction X, de X à L! (R) satisfait à 
IOs M (g) et est donc continue pour ces normes. 


Rem. : & n’est pas injectif (Si x est la fonction qui 
vaut 1 sur Z et 0 sur R \ Z, alors % (xX) = 0) ; en 
revanche Y, l’est. 

Th. 2 : Si f est de classe 1 par morceaux sur tout 
segment de R, alors : 

x +0)+/f (x -0 Fa x i 
AAE KUE lim | fe ir adt. 
2 a—> +oJ-a 
Rem. : Si on suppose de plus f continue ct f EL! (R), 
pto à r 
alors, f(x) =| fide? dt , soit f(- x) = 
Jo 


B LS (I GX). C’est la formule de réciprocité de 
FOURIER. On notera toutefois que les propriétés 
supposées de fet de f ne sont pas les mêmes. 
On désigne par Æ le C-espace vectoriel des fonctions / 
de classe infinie de IR dans € telles que V (k, q) € N? 
at 1O (x) — 0 si |x |—> ©. On a évidemment £ CL! (IR). 
Th. 3 : La restriction Xy; de X à E est un isomor- 
phisme de E. 
Si l EE, on a aussi l'EE ct Pa) =2inx io). Par 
ailleurs / est dérivable et Pon a (I) = —2 i n Y r (Idg D) 
(Idg(x) = x). 
Ex. : Y a > 0 la fonction x > e°" est dans Æ. Sa 
transformée de FOURIER est x Alge avec 


"+0 


e" dt. En faisant æ = 1 et en utilisant 


Ala) =| 


dc 
la formule de réciprocité, on prouve que A? (1) = 1, 
2 


pto 
soit | e "dr =1. La fonction x e -"** est un 


vecteur propre de l'opérateur # pour la valeur 
propre 1. On prouve facilement que A(a) = 1 
dans le cas général. 
Si l’espace Æ est séduisant pour la transformation 
de FOURIER, il exige cependant des conditions 
exceptionnelles pour les fonctions envisagées. En 
introduisant l’espace L? (IR), dans le cadre de 
l'intégrale de LEBESGUE, on peut construire une 
transformation dite de FOURIER-PLANCHEREL, 
coïncidant avec celle de Fourier dans de nombreux 
cas (par ex. sur Æ), dont l'écriture est relativement 
commode dans les deux sens ff f> si on use 
de classes d'équivalence de fonctions. 
Ces deux transformations (FOURIER et FOURIER- 
PLANCHEREL), en liaison avec les distributions, 
constituent un outil pour l'étude des équations 
fonctionnelles (les inconnues sont des fonctions), et 
en particulier des équations aux dérivées partielles. 
La notion de convolution, qui peut prendre plusieurs 
aspects, intervient dans cette étude. En particulicr si 
fet g sont dans L? (R) N L' (R), on peut démon- 
trer l'existence de la fonction p définie par 


Pto 
là) = | Sleg (à —t)dt (absolue convergence de 


cette intégrale). On note p = f*g, produit de 
convolution de f et g. Ce produit est commutatif, La 
fonction p est dans L'(IR) et sa transformée de 


FOURIER @ satisfait à : Vx € IR p (= f(x): g x). 
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a) (= | plx) f(x)dx 


Je b) (log|x|) = vp l 


a Ttsix 20 
b) Hire B 


a) (Du, o) = (1) (u, D“ g) 


Fôa = f (a) Sa 
fö =f) -f (0) 8 


xvp + =1 


€ 


pb) 

9 (ppo) lim] xd 
Jixiee 

d) (6,,g)=œ{a), (ò, p) =p(0) 
A 


supp D“ ô, = {a} 
supp vp = = supp log |x| = IR 


CDG) =| f&œ-y)g 0) dy 


*u=u*ð=u 


D“Ò*u=D"u 


m m-l 
d d 
a) (n= 1), AE + PETET 


E = z H, où z est Punique solution de Péquation différentielle A (z) = 0 avec conditions initiales 


+... +a 


b) (Opérateur des ondes dans R?) A= —; -— 


faya 
XP HAZE 


où x= ia) et |x| = 


d 


> 
ð xi 


z(0)=...=2"-2(0)=0, 2-0 (0) = 1. 
2 Ei 
CE 


RDV D 
ðt oxi 


c) (Opérateur de CAUCHY-RIEMANN, n =2) A= ð= 


d) (Opérateur laplacien dans R°) A = A = + 


w o a iix 
ð o ð L E, 9 z g (| | k ) dx, 
ax dx} Je Nl 
EEA s pl») 
, (E, p= — dx d 
2 r ni a (E, 0) à T(x + iy) Y 
a2 a2 olx 
9 -+ i -; (E,q= A 
axy dx Jes xl 


Fœ) = | z(x-y)g (y)dy + (b, +a, b)z(x)+ bz’ (x). 


G 


Introduction 

La théorie des distributions, créée dans les années 
1950 par L. SCHWARTZ, a permis de rendre rigoureux 
certains procédés heuristiques (calcul symbolique de 
HEAVISIDE, fonction delta de Dirac), de clarifier la 
notion de solution faible d’une équation aux dérivées 
partielles, et, enfin, de donner un cadre très général à 
la transformation de FOURIER. 

Les distributions constituent une vaste généralisation 
de la notion de fonction (de plusieurs variables) ; 
l’idée fondamentale est celle de dualité : les dis- 
tributions sont, par définition, des formes linéaires sur 
un espace de fonctions dites fonctions test, qui sont indé- 
finiment différentiables ; permet de définir, par 
transposition, les dérivées partielles des distributions 
et leur produit par des fonctions indéfiniment 
différentiables, puis, par conséquent, d'appliquer à 
une distribution un opérateur différentiel linéaire à 
coefficients C°, et donc de rechercher des solutions- 
distributions aux équations aux dérivées partielles 


linéaires à coefficients C” ; on verra alors se dégager 
la notion de solution élémentaire d’une telle équation 
aux dérivées partielles, notion qui joue un rôle 
fondamental dans la résolution de l'équation au 
moyen de l'opération de convolution des distribu- 
tions (on précise que l'opération de multiplication des 
fonctions ne se prolonge pas aux distributions). 


Définition des distributions 

Les distributions sont définies sur des parties ouvertes 
notées Q, Q', … des espaces R” ; les fonctions test sur 
Q sont les fonctions à valeurs complexes, définies sur 
Q, de classe C” et à support compact (on rappelle que 
le support supp p d’une fonction est l’adhérence de 
l’ensemble des points où p est non nulle) ; elles 
forment un espace vectoriel complexe noté % (Q). 
Notation : Pour tout multi-indice & = (@, … a,)E IN’, 
on pose |a| = a, + … + &, et on note D“ l'opérateur 
différentiel qui consiste à dériver &, fois par rappor 
la variable x}, œ fois par rapport à la variable x,, etc. 


Déf. : Une distribution u sur Q est une forme linéaire 
sur l’espace 9 (Q), notée p — (u, q), satisfaisant la 
condition de continuité suivante : si une suite (o) 
de fonctions test est telle que : 
— supp , est inclus dans un compact, inclus dans Q 
et indépendant de k, 
— pour tout a, la suite (D“ y) converge unifor- 
mément vers 0, alors (u, 9) tend vers 0. 

Les distributions sur Q forment un e.v. noté D' (Q). 


Ex. : a) Une fonction f sur Q, localement intégrable 
(i.e. intégrable sur tout compact inclus dans Q), 
définit une distribution u par la formule a) tab. A. 
On dit alors que u est la fonction f. Ceci s'applique 
en particulier, dans le cas où » = 1, à la fonction H 
(fonction de Heaviside), fonction caractéristique 
de l'intervalle [0, + cf, et aussi à la fonction log |x| ; 
par contre la fonction x Mest pas localement inté- 
grable ; on peut cependant lui associer une dis- 
tribution notée vp x (pour valeur principale de 
Cauchy) (voir tab. A). 

b) Lorsque Q contient le point 0, la distribution à de 
Dirac, définie par (ò, p) = p (0), joue un rôle 
fondamental ; mais ce n’est pas une fonction au 
sens ci-dessus. On définit de même les distributions 
ò, ù a E Q. 

c) On rencontrera bientôt les distributions 
p> D“ p (0). 


Dérivation des distributions 

Déf. : Pour tout multi-indice & = (@,, … &,) E N” ct 
toute distribution u E %' (Q), on définit D“ u par la 
formule a) tab. B. On remarquera que, pour les 
distributions, la dérivation est une opération 
toujours possible, Lorsque # = 1, on écrit aussi u’, 
u", etc., comme pour les fonctions. 

Ex. : a) Si u est une fonction f de classe Cl, D“ u est 

la fonction D“ f (on fait une intégration par parties, 
qui explique le signe (— 1)14). 
b) (Cas n = 1). On a H' = ò. Plus généralement, si f 
est une fonction de classe C! sur IR privé d’une 
suite de points isolés a, (i = 1, 2, ...) où elle admet 
des limites à gauche et à droite f (a, -) et f (a, +), sa 
dérivée comme distribution est égale à sa dérivée 
comme fonction (définie seulement presque 
partout) augmentée de la distribution 


D (a;+)- f (a;-) ò, formule des sauts). 


c) (Cas n = 1) log |x| a pour dérivée vp ip 
x 


Multiplication 
On définit le produit d’une distribution u E D' (Q) par 
une fonction fE C” (Q) par la formule : 

(fu, q) = Qu, fo). 

Ex. : Voir tab. C. 

Support des distributions 

On dit qu’une distribution u E %' (4) est nulle sur un 
ouvert Q' C Qsi l'on a (u, g} = 0 pour toute pE D (Q) 
ayant son support inclus dans ©”. On démontre que, si 
une distribution est nulle sur chacun des ouverts d’une 
famille quelconque, elle est nulle sur leur réunion. 
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Ceci permet de définir le support d’une distribution 
comme étant le complémentaire du plus grand ouvert 
sur lequel elle est nulle. 
Ex. : Voir tab. D. 
Convolution des distributions 
On prend ici Q = IR"; on écrira (u (x), p (x)) au lieu 
de (u, g) s’il y a lieu de préciser de quelle variable 
dépendent u et g. Ceci étant, le produit de convolution 
u * v de deux distributions u, v E ®' (R”) est défini 
formellement par la formule : 
(u*v p) = (u (0), w O), p E +y 
mais cela n’a de sens que sous certaines hyp., par ex. : 
a) si, pour tout compact K C IR”, l’ensemble des 
couples (x, y) € supp u x supp v vérifiant x + y E K 
est compact, on dit alors que supp u et supp v sont 
convolutifs ; 
b) si u et v sont des fonctions intégrables f'et g, auquel 
cas u * v est la fonction définie presque partout 
+8) =f SE- y) 8 O) dy. 
La convolution est donc une opération non partout 
définie ; elle est toujours commutative, mais asso- 
ciative seulement sous certaines conditions. 
Ex. : Voir tab. E. 


Application aux équations aux dérivées 

partielles à coefficients constants 

Soit A = a, D" un opérateur différentiel 
af m 


d'ordre m où les coef. a, sont des constantes ; 
il se prolonge en une appl. de D’ (R”) dans lui-même : 


A (u) = a, D'u, 
Las m 


On peut écrire cela : A (u) = À (Ò) * u, de sorte qu’une 
équation aux dérivées partielles de la forme A (u) = v 
peut être considérée comme une équation algébrique 
A (ò) * u = v dans l’ensemble 9' (IR”), qui n’est hélas 
pas une algèbre pour la convolution, 

Le théorème de MALGRANGE-EHRENPREIS affirme qu’il 
existe toujours des solutions élémentaires, i.e. des 
distributions Æ vérifiant A (E) = à. 

Ex. : Voir tab, F, 


Utilisation des solutions élémentaires 
Si E est une solution élémentaire d’un opérateur 
différentiel A, il est naturel de chercher une solution 
d’une équation A (u) = v sous la forme u = E * v, mais 
ceci n’a de sens que sous certaines hypothèses, par 
exemple si les supports de Æ et de v sont convolutifs ; 
ce procédé a l'avantage de fournir des solutions de 
certains problèmes de CAUCHY, 
Ex. : On reprend l'exemple a) tab. F avec m = 2, et on 
cherche à résoudre le problème de CAUCHY. 
(1) AD=8 fO=h J'(0)=b, 
où g est une fonction donnée sur [0, + oo, bi et b, 
des constantes, fune fonction inconnue sur [0, + %f. 
(1) équivaut à A (f H) = g H + (b, + a, b) ò+ bd" 
et admet l'unique solution 
fH = (z H) * (g H + b, + a, bo) à + by à"), ce qui 
donne, pour x = 0, la formule du tab. G. 
Rem. : Une méthode analogue s’applique dans le cas 
de l'exemple b) tab. F, en remplaçant la demi- 
droite x > 0 par le demi-espace 1 > 0. 
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Soit (0, 0)ES, x S, et o (X) = (x, rap Vo tp ++ Xo 1(n) = (Pis Yo es Yn). 
O Yi Yn Ya) = Oo top Va t@p ++ Yo 1) = (Xo nomp Žo roay o Lot (0 1y) car 
Vi= Xon > Yoro = Xoo À 0 (0 (À) = (0° 0) (X). 

A; 

SEA, (E) = f (x, x) = - f (x, x) d'où 2 f (x, x) = 0. Si la caractéristique du corps est différente de 2 on en 
déduit f (x, x) = 0 : fest alternée. Si cette caractéristique est 2 on peut avoir f (x, x) # 0. 

Ex. :K=Z/2Z,f:K xK —> K, f(x,y) =xy. = 

fbilinéaire et alternée => f(x + y, x + y) = 0 À f(x, x) + fx, y) +f 0x) +f, ») = 0, Soit f (x, y) +f, x)=0; 
fest donc antisymétrique. Le raisonnement s’étend à f n-linéaire, n = 2, en fixant n-2 coordonnées. 
À 

L’antisymétrisée d’une forme bilinéaire fest g telle que g (x, y) = f (x, y) - f (y, x). 

Soit fE À, (E) et g = D €, J. Soit t une transposition fixée, t E S,. 


Comme o —> À = øo test une permutation de $, et £} = €," €=- Ev ON a : 


got= À Es fo OoTt=- À E, fol=-8g. 


A; 


Formes multilinéaires antisymétriques, formes alternées, antisymétrisation 


Si (J, g, h) E A, (E) x A, (F) x A, (E), en utilisant les relations indiquées, la déf. de f'A g, lassociativité et 
la distributivité par rapport à l'addition de @, il vient : 


1 a ES E A 
(fag)ah= PEE ala(f®g)®h)= NANA a(f@g@h) 
1 = ne 7 = 
PTT a(f@g@h)= rie AT a(f@ a(g@h)) 


1 n 
g)) = Ah). 
pigri UOD Eenh 
Plus généralement, si 


LEA ER Aa nh H alh. ON). 


IT (2) 
B, 


Associativité du produit extérieur 


Soit f= M A PRA a À Po 8 = Un A UD A A Wp les p et yy étant des éléments de £*. D’après la relation 
(MAMA. ^ P) (Xo À 2 Xy) = det (p (X)) on voit que l'application (p, P …, M> P À MA À M 
de (E`) dans A £’ est k-linéaire antisymétrique. Or pour passer de f'A g = qi A p A … A PA K aih A eu. A Wy 
àg ASEAN A o AYA PM A Mh A. À p On peut faire successivement pq transpositions d'éléments 
consécutifs d’où la relation g À f = (— 1)" fA g, qui s'étend par distributivité de À par rapport à l'addition, 
à tout (f, g) E A, (E) x A, (E) et plus généralement au produit extérieur d’un p-vecteur par un q-vecteur. 


B, 


Relation entre fa g et g Af 


Dans l'algèbre extérieure de l’espace vectoriel £, v À v = 0 pour tout v EE. Plus généralement toute suite 
de vecteurs présentant une répétition a un produit extérieur nul. 

Cependant on peut avoir u A u # 0, u étant un p-vecteur non décomposable et p > 1. 

Ex. : (e,) étant une base de E, soit u = €, A €z + 63 A €. 

HAUTE AC AE AE TE AE AE AE = 2e AE AE; A e # 0. 

Une condition nécessaire pour que w = Xy €; A €; soit un bivecteur décomposable est w À w = 0, 


san 


SOIL Xy Xap — Xia Xp Xip Xja = À pour toutes les suites d'indices à, j, æ, p telles que i < j < & < B. 


C 


p-vecteurs décomposables 


Étant donné un espace vectoriel Æ on peut considérer 
les algèbres (p. 258) associatives avec unité sur un 
corps K commutatif, engendrées par £, admettant Æ 
comme sous-espace vectoriel, et vérifiant une condition 
supplémentaire. Si l’on impose à la multiplication de 
cette algèbre que x + x soit nul pour tout x de E 
on obtient l’algèbre extérieure de E, théorie due à 
GRASMANN. 
Un modèle en apparaît naturellement quand Æ est le 
dual d’un espace vectoriel de dim. finie, à partir de 
la notion de produit extérieur de deux formes 
multilinéaires antisymétriques. 
En analyse cette algèbre trouve un riche champ 
d'applications dans la différentiation extérieure des 
formes différentielles et dans leur intégration (tra- 
vaux de POINCARE et d’E. CARTAN). Ainsi l'élément 
différentiel dans une intégrale multiple reçoit une 
interprétation et une notation cohérentes. Les 
formules de STOKES, d'OSrROGRADSKY sont unifiées 
dans une formule générale qui relie différentiation 
extérieure et opérateur bord d’un domaine. 

Le calcul extérieur joue un rôle important dans la 

théorie des variétés différentiables. 

Les idées essentielles sont dans la suite présentées 

dans le cadre le plus simple sinon le plus usuel : 

espaces vectoriels de dim, finie, corps de base K fixé 
commutatif de caractéristique nulle. On rappelle que 
dans une algèbre associative unitaire A on peut iden- 
tifier le corps K avec son image dans A par l’appli- 
cation À 1> À: e, e étant l'unité (supposée non nulle) 

de la multiplication dans A. 

Fonction antisymétrique 

À toute permutation o € S, groupe des permutations 

de Pens. {1, 2, …, n}, et à tout ens. Æ on associe une 

permutation de £”, en posant, conventionnellement 

O (X) = (Xaiap Xoia =» Xo 1m) pour tout 

X = (Xp X» eo x,). Il en résulte bien que 

o (0, (X¥)) = (0; ° 01) (X) (tab. A). 

Déf. : Soit £ un ens. et f une appl. de £" dans un 
espace vectoriel F. fest antisymétrique si pour toute 
transposition tde {1, 2, ..., n} ona fo t=- f. 

Il découle de la décomposition de o€ S, en produit de 

k transpositions que fe © = £, f, où €, = (= 1) = (-1)" 

est la signature de o (p. 91) et v = Card {(i, jli< jet 

a (i) > o (j)} (nombre d'inversions dans la suite ø (1), 

o (2), .…, o(n)) ; on a de plus €, , © Eg 8 


do 


oy 


Th. 1 : Si f est une application de E" dans F l'applica- 
pr pp 


cation & (f): = D £a fo ode E" dans F est anti- 
A 
symétrique. 
Déf. 1 : æ (f) est appelée antisymétrisée de f et a 
opérateur d'antisymétrisation (tab. A;). 
En particulier si f est antisym. on a & (f) = p ! f. Il est 
immédiat que f 1> a (f) applique linéairement l'esp. 
vect. F” dans lui-même. 


Application alternée 

Déf. : Une appl. f: E" — F telle que f (X) = 0 pour 
tout X = (Xi, Xy .…, X,) ayant deux coordonnées 
égales est dite alternée. 

Si f est antisymétrique alors f est alternée car la 

caractéristique de K est nulle (tab. A;). La réciproque 
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pet i acte ci R = a PT ts 21 
est inexacte : si F = K et f (X) = 4 (xx) est 


alternée mais non antisym. Mais si l’on suppose que £ 
est un espace vectoriel et que f est une application 
n-linéaire alternée, alors fest antisymétrique (tab. A,). 


Produit extérieur 
On suppose que E est un espace vectoriel de dim. 
finie n et que F = K. On désigne par L, (E) l'esp. vect. 
des applications p-linéaires de Æ dans K, et par A, (E) 
le sous-esp. des applications p-linéaires alternées. Une 
application est k-linéaire si elle est linéaire par rapport 
à chacune des k variables, les autres étant fixées. Les 
éléments de L, (E) sont appelés formes p-linéaires. 
Déf. 1 : Le produit de f'et g éléments respectifs de L, (E) 
et de L, (E) est la forme (p + q)-lin. f® g, telle que 
COL) Xp D, PP À, +9) = 
LA A) 8 Apin ces Xi g)e 
L'application (f, 8) > f @ g de L, (E) x L, (E) dans 
Lp q (E) est bilinéaire. Comme (f® 8) ® h = f@ (g Oh), 
il est possible alors de définir le produit d’une suite de 
n formes multilinéaires par : 
Gb.) NORA Oh) Of 
Déf. 2 : Si (f, 8) E A, (E) x A, Œ),peletaqzl, 
l'application f À g E A,,, (E), définie par 
fhg= à F q &f® g) est appelée produit extérieur 


de fet g. 

On convient que À, (E) = La (E) = K, en identifiant les 

appl. constantes et leur valeur. Donc Y (f, v) € 

AEA EA VXEE (AN) (A) = vf) = (FA (0. 

L'application (f, g)> f' Ag de A, (E) xA, (Œ) dans A,, 1®) 

est bilinéaire. 

Rem. : Les formes p-linéaires définies sur Æ sont les 
tenseurs p fois covariants (p. 419). Celles qui sont 
antisym. correspondent aux tenseurs antisymé- 
triques : transposer deux indices change chaque 
coordonnée en une coordonnée de valeur opposée. 


Algèbre extérieure des formes multilinéaires 
alternées 
Th. 2: 
V (f, g, h) EA, (E) x A, (E) x A, (E), 
C) ag) ah=falg ah). 
Oga f=C1fag (tab. B, B,). 
(1) peut se déduire des propriétés suivantes valables 
pour tout couple de formes multilinéaires (f, g), 
resp. p-lin. et q-lin. : 
a(a(f)@g)=pla(f@g), 
a(@ a(g)=qla(f@e). 
Soit p EA, (E) = E` @tfE A, ,(E),p = 2. Alors : 
CPAS) Xi Xa se X) = PXD S Ko Xy ee X) 


+ D, CDO POS En Xp Aion X 


On en déduit, par récurrence et en considérant 

le développement d’un déterminant (p. 91), pour 

(Po Po -1 P) EE)”, les relations : 

(Pi APh N. Ap) Xi Xa <- X) = det (p, (X;)). 

MARA APE A (mn ® pi © … ® p). 

Rem. : Les notions introduites jusqu'ici ne supposent 
pas que la dimension de Æ soit finie. 
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Formes p-lin. antisymétriques en dimension finie 
Si E est un espace vectoriel de dimension finie 7, 
l’espace vectoriel À, (E) est réduit au vecteur nul si 
p > n car toute forme p-lin. antisymétrique f prend la 
valeur 0 pour toute suite de vecteurs liés. Il suffit pour 
le constater d’exprimer un vecteur comme combi- 
naison linéaire des autres. 

Une base ordonnée (e,, €» …, e,) de E étant fixée, de 
base duale (e;, € …, e,), A, (E), p > 1, admet comme 


` n 5 . . . 
base l’ensemble des formes €; ^A, €; A... AC}, 
p h Li diy 
pour toutes les suites strictement croissantes i < i, 
… <i, de p éléments de {1, 2, ..., n} et Pon a pour 
fEA, (Ë): 


f= > Ieri 


lsi <i £i <i sn 


e) ei N ei M o ei. 


En effet les deux membres prennent la même valeur 
pour toute suite de p vecteurs de base d’indices 
strictement croissants, donc par antisymétrie et 
multilinéarité pour toute suite de p vecteurs de E. 
Algèbre extérieure des formes multilinéaires 
alternées en dimension finie 

En convenant que À, (E) = K, on considère sur 
l'espace vectoriel f IT A, (E), somme directe (p. 85) 


des n + 1 A, (E), le produit extérieur 
Got + + f) A (Bo + gi + 


où (fo 8) E A; (E) x A, (E). Cette loi interne es bien 

définie d’après l'écriture unique de tout élément dans 

cette somme directe. L'espace vectoriel I A, (E) 
Paan 


0, 


muni de cette loi est une algèbre sur K, notée À E’ et 
appelée algèbre extérieure de E”. Cette algèbre est de 
dimension 2” sur K et admet pour base l’ensemble 
composé du scalaire 1, des vecteurs (ei). , 2, et 
des produits extérieurs 

CAC AA 6j, lsi<i<. 
de vecteurs de la base duale (e; j. 


LEN pE yrn, 


Algèbre extérieure d’un esp. vect. de dim. finie 
L'isomorphisme canonique entre un espace vectoriel 
E de dim. finie et son bidual (£')' permet de définir 


l'algèbre extérieure de Æ, notée À Æ comme a (E°) où 
tout xEE est identifié à TEE’ tel que V y'EE' 


x (y) = y' (x) (p. 418). En adaptant ce qui a été dit de 
AE”, on voit que À Æ est engendré par 1, les vecteurs 
de E et les produits extérieurs de suites de p vecteurs 
(1 <p sn = dim. E) V, AV, A... A Yp que Pon notera 
VAVA o A Vp VAVA a A V cst le produit 
extérieur des vecteurs v,, Va …, V, de Æ. Un élément 
de a Æ de la forme v, A v», A … A v, est un p-vecteur 
décomposable. Pour p fixé les combinaisons linéaires 
des p-vecteurs décomposables engendrent un sous- 
espace vectoriel de À £, noté AE , dont les élé- 
ments sont appelés p-vecteurs. À E est, comme 
espace vectoriel, somme directe des OUPS PAGES À Br 
p=0, 1, ..., n = dim Æ, en convenant AE=K@AE 
Soit b= (e, ep, €p) une base de Æ indexée par {1, 2, 
.., n}. À toute partie H = {ip i» .. sh} SLA}, 
i <i, <... < ip On associe by = 6, A €, À. A € en 
posant be =1EKe@b,;=e,L ensemble des 2 by 


H parcourant lens. des parties de {1, 2, ..., n} est une 
base de AE. 


Siv,= > vje 
Jaffa 


alors y A VA... AV,= > y by , ay désignant, si 


H = {i, i» ..., ip}, le déterminant formé avec les 
p colonnes relatives aux v; et, dans cet ordre, les lignes 
de rang à, < i, < p de la matrice (v), Ÿ, 
désignant lens. des parties à p éléments de {1, 2, ..., n} 
Application : L'associativité du produit extérieur appli- 

quée à AV A. A Va = det (Vj) €, ne A- A Em 


AWF =a An by, 


= D hrb 


n-p 


donne det (v;) = Ji Enx Œn Pk 
HEY, 
KEW- p 


où £n, = Osi HANK # Ø, sinon €y g = (~ 1) 09 
avec I (H, K) = Card {(i, j)| i> j a (i, j) EH x K}. 


Finalement det (v) = À (1) 0 Ay Bm où 
u, 


en prenant y, A VA . 


CV, A Vpl Nee A Va 


H et H sont complémentaires dans {1, 2, …, n}. C’est 
la méthode de développement d’un déterminant due à 
LAPLACE ; elle généralise le développement suivant les 
éléments d’une colonne (p. 91). 
Le p-vecteur v, A v, A ... A V, est non nul si, et seule- 
ment si, les vecteurs Vi, Va …, v, sont linéairement 
indépendants. 
Si M est un sous-espace vectoriel de Æ de dimension 
p tous les p-vecteurs décomposables v; A v, A... A Vp 
où Vi, Va, +, V, Sont des vecteurs de M, forment une 
droite vectorielle de À E. Si M = > K vona 

®© 
M={x| n AnA... Av, Ax=0}. 
Les déterminants mineurs d'ordre p de la matrice (v) 
des coordonnées des vecteurs Vy, v,, …, V, dans la 
base (e); = 1,2, m relatifs, pour H = {ip i» -ih 
lsi <i <.. <i, <p, aux lignes d'indice i, b, …., 
i„ prises dans cet ordre constituent les coordonnées 
grassmanniennes de M par rapport à b. 
Produit vectoriel et produit extérieur 
Dans un espace vectoriel euclidien orienté Æ de dim. 3 
on peut former le produit vectoriel V, x v, de deux 
vecteurs Vy, V. I est parfois noté v, À v,. C’est un 
élément de £ alors que v, À V, appartient à À Æ et 
ne dépend ni de la structure euclidienne, ni de 
l'orientation. L'isomorphisme canonique entre 
l'espace vectoriel E et son dual introduit v, x }, 
comme étant l'unique vecteur W tel que : 
V XEE wW: x= [Y v, x ] où [P Va * ] désigne le 
produit mixte : on associe ainsi à v, x V, une forme 
linéaire X > W- ¥, Par contre cet isomorphisme 
conduit à considérer V, A v, comme la forme bilinéaire 
alternée ( ú, t) —> (V, < 4.) (V 1) (Vz < à) (à), 
expression par ailleurs égale à (V, x V) * (ti, x ti). 
Propriétés universelles du produit extérieur 
Dans À £ on a x À x = 0 pour tout x EE, mais non pour 
tout élément de À Æ (p. 266, tab. C). L'algèbre exté- 
rieure de Æ est caractérisée par la propriété suivante : 


si A est une algèbre associative, unitaire, f : E —> A, une 
application linéaire, et si tout élément x de f (E) a un carré 
nul dans À (x + x = 0) alors f'se prolonge, de façon unique, 
en un homomorphisme de l'algèbre À Æ dans l’algèbre A. 
Cette propriété universelle permet de montrer que toute 
algèbre associative unitaire la vérifiant, admettant Æ 
comme sous-espace vectoriel, engendrée par Æ et telle que 
x: x = 0 pour tout x de Æ est isomorphe à a Æ, dans un 
isomorphisme prolongeant l'application identique de £. 
De même on peut caractériser, pour p > 0, chaque 
sous-espace vectoriel AE de À E par la propriété 
universelle suivante : quelle que soit une application 
p“linéaire alternée ® de E dans un espace vectoriel F, 
il existe une et une seule application linéaire A de AE 
dans F telle que : V (xp, X +., x) E E” 
D (Xi, Xy -5 Xp) = MAX A A Xp). 
L'application linéaire h, est bien déterminée par ses 
valeurs sur une ae de AE, c’est-à-dire par : 
he, AG, A... ne,)=®D le Cia +2 Cp ) pour toutes les 
suites d’ indices telles que l <i <i <... <i, sn. 
Application : Soit F = K. On obtient ainsi une 
application linéaire Ø — h de À E', espace vectoriel 
des formes p-linéaires alternées définies sur Æ dans 
(À E)’, dual de A E. On voit facilement que cette 
application est un isomon phisme d'espaces vectoriels 
Le permet d'identifier AE et (À EY’ et de considérer 
l'application bilinéaire <...>, appelée crochet de 
dualité définie sur le rodut E xA E', avec les 
notations précédentes, par (u, D) < u, b> = h (u). 


Définition 
K est le corps des réels. On considère l’espace affine 
E = R” sur l'esp. vect. £ = IR”. 

Déf. : Une forme différentielle w de degré p, ou 
p-forme différentielle, définie, Sur 42, ouvert de E, 
est une application de & dans AE: , espace vectoriel 
des formes p-linéaires alternées. 

Si p = 0 w est une fonction de Q dans R, 

Pour tout p > 0 et tout m EE w (m) est une forme p- 

linéaire alternée : œ (m) : E” — R. Si (o ; e;) est la 

base canonique de R” (e, = (1, 0, 0, ..., 0), …, 

e, = (0, 0, 0, ..., 0, 1)), à tout point 7 m correspond ses 
coordonnées dans ce repère, notées x; (m), i= 1, 2, ..., n 
Chaque fonction x, de Q dans IR est différentiable en 
tout point et sa différentielle dx, (m) E£° est 
constante, notée dy, et identique en tout m à e; , ie 
vecteur de la base duale (e;) de £ d’où : 


w= > M sici, 


lsi hEn <i sn 


an d% A dX, A. AK, 


où les 4, 1. <i, sn Sont des fonctions de © dans 
IR. Pour que & soit de classe K il faut et il suffit que 
tous les a. ei<m COMposantes de w dans la 
base considéré 
@= x, dx, À dx, + x; di À dx, +, di A dr, est une 
2-forme diff. ; l'écriture avec des indices croissants 
pour les dx, A dx, A... A dy, n’est pas obligatoire en 
adaptant le signe d coef. car dx, A dx; =- dx; À dx. 
L'ensemble des formes diff, de classe É pfi fixé, définies 
sur & est un espace vectoriel réel, noté AW (Q), avec 


Algèbre extérieure d’un espace vectoriel 269 
En particulier on retrouve la relation : 
PAPA A Pp VA Vas A V> = det (q, (v;)). 
Il en résulte que : 
, . _ giri 

SENEN AG, G AEA AE > = O DE 
symbole de KRONECKER, égal à 1 si on a la même 
suite d’indices en haut et en bas, sinon égal à zéro. 
Ces deux bases sont donc des bases duales. 

Si fest une application linéaire de l’espace vectoriel £ 
dans l’espace vectoriel F, sous-espace vectoriel de 
AF, d’après ce qui a été vu il existe un unique homomor- 
phisme f de l'algèbre À Æ dans l’algèbre a F dont la 
restriction à Æ est f. f est tel que 
S OAA A) = S W) À S (a) A A fO), où 

, " a TeP pe CP mm . 

Vi, v; EE. Il s'ensuit f (A E) € f (A F). La matrice de 
la restriction de f à A Æ relative à des bases 

(ei A GA A + lacs < ip s dim £ POUT 
KE, (E Neh A ee A G Diah ehe <p dmr POUR F, 


hipe r) i (ë m 
a lignes et 
p 
d'indice de ligne (jy, ja, .…, jp) et d'indice de colonne 
(io i» , à) est le mineur de la matrice de f par 
rapport aux bases (@,),. à im €t (€). nr formé 
par les lignes ji, j», «+.» j, et par les colonnes à, i» …, à 
dans cet ordre. De la relation, facile à établir, 
foh= A fs on peut déduire des relations entre les 
mineurs de même ordre des matrices de fi, f, et de 


fi ofe 


E e: 
colonnes. L'élément 


m 


Formes différentielles 


les déf. suivantes : (@, + &) (m) = œ, (m) + œ, (m), 
(àw) (m) = àw (m), (À ER). 

Si (w, &, %) EAP (Q) x A® (Q) x A® (Q), le 
produit extérieur œ, A ©, est IP élément de AG, (9) 
tel que : V m EQ (w, À ©) (m) = œ (m) À œ, (m). 

On a (@, A ©) À ©, = 0, A (@, A w) et 

@, À © = (= 1)” (@, À ©) 


Changement de variable dans une forme 
différentielle 


Soit D: Q —> Q, un difféomorphisme de classe C#, 
ka 1, de ouvert Q CIR” sur l’ouvert Q, CIR” (d est 
bijective, D et D! sont de classe k), défini par n 
fonctions q} telles que P; (x, Xy …, x,) soit la ième 
coordonnée de P (X), les x, étant celles de X E IR", 

A toute forme différentielle œ, EAP (Q,) on associe 
d (w) EAP (Q) de la façon suivante : 

sip = 0, d (a) = &, oD;sip>0 

(D Co) (m) Xi, ++, X,) = © (D (m)) (Yr, …, Y,) où 
y = D" (m) (X) (D' (m) étant la dérivée ou 
différentielle de d en m). I est facile de vérifier que 
D est une appl. linéaire et que (P, o D) = do p}, 

d (dh =d( fo D) 

D (o À @) = D (a) À D (w), D (a) = a ° D. 

Si ©, = a (Xp <o., x,) dx, À dx, À … À x, p alors 
D (0) = a (P …, Py) P (dx, À Ad, “el 

D (dr, À … A dx) 


D{p;, Pip eo P) 


ix, As i 
je < jan D (Xj Xip x) i h 
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Soit Q ouvert de Ê, espace affine euclidien orienté de dim. 3, rapporté à une base orthonormée directe 

b = (0 ; e, €» e;). À un champ de vecteurs V : m> V (m) = È X; (m) e; correspond biunivoquement une 

1-forme diff. w telle que w (m) (v,) = V (m) : v, i.e. œ = X X; dx, (si V = grad (f) alors w = d f ), et une 

2-forme diff. © telle que & (m) (v,, v,) = [V (n), v,, vz), soit © = X, dx, À dx, + X, dx, À dx, + X; dx, A dx. 

Le calcul montre que dw est la 2-forme diff. associée au rotationnel (p. 355) du champ V : 

fe ss a | dx, À dx, + (5 = S dx, A dx,, ce qui démontre 
0 0%, 0%, à 


Pinvariance de rot (V) par changement de repère orthonormé direct. 


| ue nan + | 


aX NET 
Comme dœ = D 1 dx, À dx, À dx, on voit apparaître la même invariance pour la divergence. De plus 
"ox 


comme w (m) (Vi, V2) = k + detey (V (m), Vi V2), dans une base (e;) quelconque, 
w= (X; dx; À dx; + X; dx À dx; + X; dxi A dx) k, 

ðX; 
EA 


' 


ðX; r ere 
(k dx; À dx, À dx) = D PET dx, À dx, À dr, ce qui montre l’invariance 


T 


où k= [e/, e} e]etd0= D 
£ i 
de la divergence dans un changement de repère quelconque. 


A 


Formes différentielles et champ de vecteurs 


N o OR 
dx, a dx, = 0 car - ss—— et 
l öx, ðx;, ðX; 0x, 


C?d(df)= X- 


Si f est une fonction de cla z 
U] 


of 
1x; € j 
dx; a dy; = — dy; À dx. La relation s'étend par linéarité, après avoir établi d (d (a dx, À dx À ... À dx,)) = 0 
en utilisant la relation concernant d (w, A w;) (p. 270). 

B 


Relation fondamentale d (dw) = 0 


Sur un ouvert étoilé U de R” la forme diff. œ de degré p > 1 de classe C' est la différentielle extérieure 
d’une (p-1)-forme diff. de classe C' si, et seulement si, dw = 0. On a alors œ = da, où a est défini à 
l'addition près d’une (p-1)-forme diff. quelconque d8 où B EQ! Si U est étoilée par rapport à 0, i.e. 


1 rE ; 
V (A, x) E [0, 1] x U À x EU, a (x) (x, 1) = fe 2 @ (tx) (X, Xy <- Xp- 1) dé définit une (p-1)-forme 


diff, « de classe C' telle que w = da. 3 ERT: | 

Ex. : n = 2, œ = Adx + Bdy ; dw = 0 redonne la condition nécessaire pour que œ soit la différentielle d’une 
fonction, soit B! = A; (p. 353). Si dw = 0 (w est alors dite fermée), l'existence de æ telle que w = da sur tout 
l'ouvert U de déf. de w n’est pas garantie si U est quelconque ; cependant & existe sur un voisinage de tout 
point U (p. 352). 


e 


Théorème de POINCARÉ 


Différentiation extérieure 

Si f est une 0-forme diff. on lui associe une 1-forme 
diff. à savoir d f. Cette opération peut être étendue aux 
p-formes diff. à partir de leur expression unique dans 
la base canonique de IR”. 

Déf. : Si dans la base canonique de R”, © EAŸ (Q) 


vérifie les propriétés suivantes : f 
ð 
1) Si fest une fonction d f= È s 
d X, 


dx, 


2) d (dw) =0, 
3) d (œ À w,) = do, À ©, + (- 1)" œ À dw, si 


Re w EALO), 
SEN 4) d (® (w)) = (do). | 
w= 2 aise cpn M AAA, La propriété 4 montre que le calcul fait à partir de 


Isi si n eipsn 


dos À dleienen ian 
sich <en A dxi, A dx, A. A dx, 
est la différentielle extérieure de w. d est l'opérateur 
de différentiation extérieure. 
Th. : L'opérateur de différentiation extérieure d 
applique linéairement AÝ (Q) dans AK; P (Q) et 


l'expression associée à la base canonique se dérou- 

lerait de la même façon avec l'expression liée à 

toute autre base. Si © = a d fi Adf À … À d fy alors 

do = da Adf Ad fA... Ad fp a, fi, fo …, fi étant 

des fonctions différentiables. 

Rem. : Les propriétés 1, 2, 3 caractérisent la diffé- 
rentiation extérieure des formes différentielles. 


Intégrale d’une forme différentielle 
Dans la suite l'intégrale considérée est l'intégrale de 
LEBESGUE. Dans IR” une forme différentielle d'ordre n 
s'écrit de façon unique dans la base canonique sous la 
forme w = f dx, À dx, A … A dx,, d’où une bijection 
entre les 0-formes, c’est-à-dire les fonctions de Q 
dans R et les n-formes différentielles. 
Déf. : Soit K un compact connexe inclus dans l’ouvert 
Q. L'intégrale sur K de la forme diff, de classe 0, 
w = f dx, À dx, À … À dx, exprimée dans la base 
canonique de IR”, est l'intégrale de f sur K. 
Cette définition est justifiée par la formule de change- 
ment de variable pour les intégrales multiples (p. 345). 
Si ® est un difféomorphisme 
Gi 2) > (P (is X), P (Xi X)) de Pouvert U C R? 
sur Q C R°, la formule de changement de variable 


s e n |D (Po m) 
JS dx, dx, = in op |] dx, dx, 
A Jdx, dx, eio (4 () D (x, x) 1 4X2 


donne J fax, A dx: = € J D ( f dx, À dx), 
K o`' (K) 

où € = + 1 est du signe du déterminant jacobien 

J(®)= D (Pr P) « On rappelle que, ® étant un difféo- 
D(x; x) 

morphisme, J (®) est continu et ne s’annule pas, donc 

garde un signe constant car K est connexe. 

Th. : Soit w EAŸ (Q), Q et U ouverts de R", un 
compact connexe K C Q, b un difféomorphisme de U 
sur &, J (®) le déterminant jacobien de ®, alors, si 
HD| =6J (0), f w=e f E (o). 

K D'K) 

Ceci conduit à considérer, pour une intégrale multiple, 

Pélément différentiel comme un produit extérieur, par 

exemple dx, À dx, au lieu de dx,dx,. Le changement 

de variable donné par œ se lit, en ne considérant que 
le cas J (D) > 0, ainsi : 

JT fds À dx, = JT fo bdp ado, 
K 


UK) 


Ex. 2x, = p cos 0, x, = p sin 6, dx, À dx, 
= (cos O dp — p sin 0 d0) À (sin 0 dp + p cos 0 d0) 
= p dp A d0 (p. 344, tab. B,). 


Formes diff. sur une variété différentiable 

Soit V, une variété différentiable, de classe C', 

connexe, de dimension n, P EV, et (Q, ) (une carte 

locale en P, c.-à-d. un homéomorphisme d’un 
voisinage ouvert de P EV, sur un ouvert de IR”, Soit 

T, l'espace vectoriel tangent à V, en P. 

Rem. : Un vecteur v ET, peut être considéré comme 
une classe d'équivalence pour les couples (X, g) 
d’un vecteur de R” et d’une carte locale ainsi défi- 
nic : (Y, #) est équivalent à (X, g) si, et seulement 
si, Y = (po gp!) (p(P)}X). Chaque vecteur v ET, 
peut être identifié à l’opérateur de dérivation tel 
que 
v (f) = [4 (fe pan (X) car 
v (P) = 1 (fo Ypo Y) si Y, Y) et (X, g) sont 
des représentants de v. On peut alors écrire X = p, (v) 
(application linéaire tangente p. 273/1). 

Une p-forme différentielle œ sur V, est une appli- 

cation qui à tout P EV, associe une forme p-linéaire 

alternée définie sur T, et qui correspond dans chaque 
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système de coordonnées locales (Q, g) à une p-forme 
diff. sur p (Q), de classe C' 
DE D, Beieren M NN ady, 
lsi <in <i sn 
dans la base canonique de R” telle que 
w (P) (vi, …, v,) = ©, (P (P)) (Xp …, X,), où 
(X, p) E v, soit encore X; = , (v). Avec l'application 
linéaire cotangente (p. 273/1) w = q' (@,). 
g (o) =p (o,) = wp = (po y") (w) : on passe 
de w, à &, par le changement de variable corres- 
pondant au difféomorphisme po p~! , 
En opérant sur la traduction dans un système de coor- 
données locales comme dans R” on peut définir et 
calculer la différentielle extérieure d’une forme 
différentielle, la somme, le produit extérieur de deux 
formes diff, Le changement de variable signalé montre 
que le résultat est intrinsèque, i.e. indépendant des 
coordonnées locales choisies. Ainsi on a d (w,) = (d O) 
Un cas simple est la notion de forme différentielle sur un 
ouvert d’un espace affine réel de dim. finie en prenant 
comme carte lapplication qui, à tout point, associe le 
vecteur de ses coordonnées dans une base donnée. 


Intégrale d’une forme diff, sur une variété 

La variété différentiable V,, de dim. » est supposée 

orientée. Soit œ une n-forme différentielle définie 

sur V, et dont le support (i.c. l’adhérence dans V, 

de l'ens. des P où w n’est pas nulle) est un compact 

K (K = supp. (&)), qui peut donc être recouvert par un 

nombre fini d’ouverts domaines de définition de cartes 

locales. 

Th. : (partition de l'unité) Si (Q, pen I fini, est une 
famille de cartes locales compatibles avec lorien- 
tation de V,, et si K € AA Q, il existe des fonc- 
tions différentiables (a); telles que l'on ait : 
ViEIOs as 1 et supp. (a) C Q. 

Alors > f a" wne dépend ni de (Q, Pheni 
iEI (9) 
de la partition de l'unité ainsi choisie. 

Déf. : 2 oi ai" @, est appelé intégrale de la 
n-forme différentielle w sur la variété orientée de 
dim. n V, et noté fy, w. 

Intégrale d’une forme diff. 

selon un paramétrage 

On considère une appl. différentiable W (p. 423) d'un 

ouvert borné de IR? dans V,, variété différentiable 

connexe de dim. n, p s n, et une p-forme diff. œ, 

continue définie sur V,, à support compact. 

Déf. : L'intégrale de œ selon West f w= 1y w (w) 

y F 
où K = supp (Y (w)), Y (w) (m) (X, eo À,)= 
w (W (m)) (Vy -> v,) et v = W (X). 
.: Si w, = a dx, À dx, alors : 
W'w= (a o Y) d (x, ° W) ad (x, 0 W). 

On obtient Y” (w), exprimé dans la base canonique de 

R”, en effectuant dans &, le changement de variable 

P= po W, Si W, =T o W où T est un difféomor- 

phisme des ens. de déf. de W, et Y4, de déterminant 

jacobien > 0, les paramétrages sont dits équivalents ct 

Pona: J,,0 = n- 
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Intégrale curviligne à 
On se donne y = [a, b] —> V,, une courbe orientée de 
classe C" et œw une forme diff. sur un ouvert Q de V, 


Alors f œ= fe y’ (w) = i f (0) dt, car sur R' 
Y 


y` (w) = f (0) dt. Si V, est un esp. aff. euclidien de 
dim. 3 et w = P dx + Q dy + R dz dans un r.o.n. Ñ, 
alors y’ (w) =v y' dt. 
f v: y" dt est égal à la circulation du champ de 
vecteurs de composantes (P, Q, R) dans À le long de 
y, orienté dans le sens des { croissants si a < b. 
Intégrale de surface 
Soit sur V,, esp. aff. euclidien orienté de dim. 3 
rapporté à un ro.n. K, une 2-forme différentielle 
© = A dy À dz + B dz À dx + C dx À dy et une appli- 
cation © d’un domaine D de IR? dans V, I vient 
f. = f S'(w)= JI H (u, v) du À dv. 
D D 

Si W est le champ de vecteurs de composantes A, B, C 
dans M, le calcul montre que H = [W, G;, S] (produit 
mixte) (p. 270, tab. A). Si on oriente la normale par le 
vecteur 
n= S, a = ona: fe = JI W (u, v) + n do. 

IS, xS. IRD 


C’est le flux du champ W à travers la surface orientée. 


Exemples d'application de la formule de STOKES 
Dans l’énoncé de la formule générale de STOKES 
concernant l'intégrale d’une (7 — 1) forme diff. sur une 
variété à bord compacte orientée il est question d’une 


Compléments de géométrie différentielle 


Une variété différentiable de classe C* (resp. C”, C”) 
est le couple d’une variété et d’une classe d’équi- 
valence d’atlas C (resp. C”, C”) (voir p. 421). (Q, p) 
sera une carte locale en P, (x',... x") le système de 
coordonnées associé. Une application f d’une variété 
différentiable Ct : W, dans une autre V, est 
différentiable C’ (r < k) en P si, Qo fo ~'est 
différentiable C" en p (P), et Pon définit le rang de f 
en P comme étant le rang de po fo o'en p (P). fest 
C si elle est C’ en tout point. C’est une immersion si 
le rang de f est égal à p en tout point de W. C’est un 
plongement si f est une immersion telle que f soit un 
homéomorphisme de W, sur f (W,) muni de la 
topologie induite par celle de V,. 

Une sous-variété de dimension p d’une variété diffé- 
rentiable V, est un sous-ensemble W de V, tel que, 
pour tout point Q E W, il existe une carte locale (Q, p) 
de V, où o (Q) est un ouvert de la forme 0 xU avec 
0€ R”e U S R”? telle que p(QW) = 0 x {0}. 
Il existe ainsi un système de coordonnées locales 
(x', .. x") sur un voisinage de Q dans V, tel que W, 
alement par x’t! =x? =.. =0. 
semble de W C V, sera défini par 


Souvent le so 


orientation canonique de la variété de dim. (n — 1) 
constituée par ð V, (p. 273/1). On peut en avoir une 
idée intuitive pour une sous-variété de R”, n = 2, 3. 

Soit w = P dx + Q dy, de classe C! sur un ouvert 
Q € R?, orienté comme sous variété par R?, 
contenant le domaine D borné, dont la frontière óD est 
formée d’un nombre fini d'arcs réguliers C' par 
morceaux. óD est orientée de façon que, en chaque 
point m de óD, sauf un nombre fini, le couple formé 
d’un vecteur d’origine m, par exemple normal en m à 
óD, contenu au voisinage de ce point dans R? \ D, et 
d’un vecteur orientant la tangente constitue un repère 
de sens direct, celui de la base canonique de IR?. Alors 
la formule de SrokEs donne celle de GREEN-RIEMANN : 


Jip Pax+OQdy= JS p (Q!-P}) dx a dy. 

Dans la formule d’OSTROGRADSKY on considère une 
surface $ fermée, compacte, frontière d’un volume V, 
domaine borné de IR? et variété de dim. 2 décrite par 
des cartes locales m — (u, v). V étant orienté comme 
R, l'orientation sur § sera définie par un ordre entre 
les paramètres. Ce sera l’ordre u, v si, sauf sur une 
partie négligeable de S$, le repère formé d’un vec- 
teur d’origine m (u, v), par ex. normal à S, situé dans 
R? \ V, de mp, m; est de sens direct, celui de la 
base canonique de IR*, Alors la formule de STOKES 


= ù © es è 2-forme diff. donne 
fe w k dw où & est une e 
la formule d’OSTROGRADSKY : 


fy A dy A dz + B dz À dx + C dx À dy = 


JS, (A! +B! +C!) dx A dy À dz (p. 354). 


un système de q = (n — p) équations f; (M) = 0 (1 < i <q) 
où les f; sont des fonctions C!, Si Papplication de V, 
dans IR“ définie par M — (f, (M), …, J (M) est de rang, 
q en tout point M de W, alors W est une 
sous-variété de dimension p. On suppose les variétés 
connexes. Sinon on étudie les composantes connexes 
Pune après l’autre. La définition d’une variété 
différentiable est abstraite. Mais en fait c’est une 
hypersurface de dimension # dans IR” avec p > n. La 
variété étant supposée dénombrable à l'infini (il existe 
une suite de compacts K; € V, telle que, pour tout 
iK, C Ki set. K; = V,), Wnrrney a démontré le 
th, suivant : 


Th, : Une variété connexe différentiable C' de 
dimension n admet un plongement dans R™''. 

Ex. : Le projectif réel P, (IR), variété analytique 
compacte, admet un plongement dans IR, 


Espace tangent 

On considère l’ensemble X des fonctions qui sont 
différentiables dans un voisinage de P. f E X est dite 
plate en Psi [d (fo gran = 0. 


ae- 


Déf. Un vecteur tangent en P est une forme linéaire 
X sur Š qui est nulle sur les fonctions plates. Le plan 
tangent en P : Tp (V) est l’ensemble des vecteurs 
tangents en P. Il a une structure naturelle d'espace 
vectoriel de dimension » : les deux opérations 
sont définies par (X + Y) (f)=X(f)+Y(f) 
et (AX)( f) = AX( f). On montre que les vec- 
teurs tangents (9 / ð x), (1 s i s n) définis par 
(8 / 4 x), (f) = [à Fo p~’) / a x], forment une 
base de 7,(V). L'espace tangent T(V) = Upe vTp(V). 
L'espace cotangent T'(V) = Upe yT} (V), T} étant 
le dual de 7,(V). 

Déf. : L'application linéaire tangente ®. de 
l’application différentiable %œ de V dans W, deux 
variétés différentiables, est une application de T (V) 
dans T (W) définie de la manière suivante : 
à X E Tp (V) correspond Y = D, X ET, (W) avec 
Q = ® (P) de sorte que, pour toute fonction g 
différentiable dans un voisinage de Q, Y (g) = 
X (go Ø). 


L'application linéaire cotangente ® est définie par 
dualité : si œ ETG (W), do E T} (V) est telle que 
< Po, X > =< w, P.X > pour tout X E T,(V). 
On note A” (V) l’ensemble des p-formes différen- 
tielles, et T (V) l’espace des champs de vecteurs 
sur V. Les champs de tenseurs sont définis d’une 
manière analogue. D permet de transporter A! (W) 
dans A' (V). En effet soient P EV et œ EA' (W), 
(Dw), = D'o (D (P))]. De même à un champ de 
tenseurs covariants g sur W, on fait correspondre 
D'g sur V. Par contre ®, ne permet pas de transporter 
les champs de vecteurs en général. On montre que la 
différentielle extérieure d commute avec D" : 
d (D'n) = d (dn). Pour une fonction f, cette formule 
est d (fo D) = p'(df). 
Déf. : Crochet de deux champs de vecteurs X et Y sur 
V: c’est le champ de vecteurs [X, Y] défini par 
IX, Ye CP) =X lY CP Y, [A (PI pour tout FES. 


Ici f doit être C°? mais la définition s'étend à Š entier. 


Déf. : Une variété différentiable V, est orientable s’il 
existe un atlas tel que tous les changements de cartes 
appartiennent au groupe linéaire positif GL (IR")'. 
Soit deux cartes locales de l’atlas (Q, g) et (0, y) 
telles que QA 0 » ø, Sur QA Oil y a deux systèmes 
de coordonnées {x'} pour (Q, ) et {y“} pour (0, y). 
La matrice (ð y“/ ð x) E GL (IR")'. 

Th. : Une variété différentiable V, est orientable si, et 
seulement s'il existe une n-forme différentielle sur V 
qui ne s'annule en aucun point. 

Dans l'ensemble des n-formes différentielles qui ne 

S’annulent pas, on définit la relation : ©, ~ œ, s’il 

existe f > 0 telle que w, = fw, Orienter la variété, 

c'est choisir une des deux classes d'équivalence. 

Exemples de variété non orientables : les projectifs 

réels de dimension paire, la bouteille de KLEIN. 


Variété à bord 

Déf. : Une variété à bord est un espace topologique 
séparé tel que chacun de ses points admet un 
voisinage homéomorphe à un ouvert de H” le demi- 
espace de IR” (x! < 0), muni de la topologie induite. 
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Les points de V, qui ont un voisinage homéomorphe 
à IR" constituent l'intérieur de V, le complémen- 
taire de l’intérieur est le bord noté ôV, Comme pour 
les variétés sans bord, on définit une variété 
différentiable à bord C4. 


Th. : Si OV » ø, OV est une variété différentiable de 
dimension (n — 1), sans bord : à (à V) = ø. Si V, est 
orientable, son bord à V est orientable. A toute 
orientation de V, correspond canoniquement une 
orientation de à V. 


Formule de STOKkEs : V, étant une variété à bord 
différentiable, orientée et compacte, toute (n — 1)- 
forme différentielle œ sur V, vérifie fy do = fy io. 


i 
dV a lorientation canonique et i est Pinclusion 
ƏV >V. 


Théorème de FROBENIUS 


Déf. : Un champ de p-directions H, sur V est la 
donnée en chaque point x de V, d'un sous-espace 
vectoriel H, de dimension p de T, (V) qui vérifie une 
condition de différentiabilité écrite sous Pune des 
formes suivantes : a) Chaque x EV, possède un 
voisinage U sur lequel il existe p champs de 
vecteurs différentiables X,, X}, ..., X, tels que les 
X, (x) (1 < i < p) forment une base de H, pour tout 
x EU ; b) sur U il existe q = (n — p) 1-formes 
différentielles œp @, …, w, telles que 
XEH, + &(X)=0, 1 sjs aq. 


Th. : La c.n.s. pour qu'il existe en tout point x EV, 
une sous-variété de dimension p (appelée variété 
intégrale passant par x) d'un voisinage U de x, 
tangente en chacun de ses points x au sous-espace 
H, (x est l’un deux) est [X,, X;); EH, pour tous i, j et 
x (l sis jsp) si l'on considère la condition a). 
Sinon la c.n.s. est 
dw, À w, À @, … A &, = 0 pour tout i, 


Le cas p = 1 correspond aux champs de vecteurs qui 
sont toujours intégrables ([X, X] = 0). 
Ex : 
Soit w = a(x) dx! + b(x) dx? + c(x) dx EAR®). La 
c.n.s. de FROBENIUS est À. rot À = 0 où 
À (a, b, co). 


Connexion 


Dans R” on compare deux vecteurs ayant des origin 
différentes par transport parallèle et on peut air 
dériver un champ de vecteurs. Sur V, si P # Q il n’y a 
aucun lien entre 7, (V) et To (V). C’est pourquoi il faut 
se donner une connexion sur V, 


Déf. : Une connexion sur la variété différentiable V 
est la donnée d’une application D (appelée dérivée 
covariante) de T (V) x F (V) dans T (V) ayant les 
propriétés suivantes : a) Si X ET, (V), D (X, Y) noté 
D,Y ET,(V) ; b) Pour tout P EV la restriction de D 
à Tp (V) x T (V) est bilinéaire ; c) Si f est une 
fonction différentiable D, (f Y) = X (f)Y + f D,Y ; 
d) Si X et Y EF (V), X de classe C' et Y de cla 
C'*' alors DyY est de classe C’. Pour écrire la 
dérivée covariante D,Y du champ de vecteurs Y 
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dans une carte locale (Q, g) de coordonnées {x} 


avec X = Xi 2- y-y 20 on pose : 
ox" dx! 

d’après d) D, jus 2) sm a ; T$ sont les 
symboles de CHRISTOFFEL (p. 416), ce sont des 
fonctions C” sur Q si la variété est de classe C”. 
D'où D,Y = X (0; Y* + T$ Yi) 9 / à x. 

Déf. : La torsion de la connexion D est l'application 
de Fx F dans F définie par 
(X, Y) > T (X, Y) = DY - DyX - [X, Y]. Sur (Q, p) 
[T (X, Y)! = (a Tiy) X Y* = Th X YE Th sont les 
composantes d’un tenseur, alors que les Th ne le 
sont pas. 


Déf. : La courbure de la connexion D est la 2-forme à 
valeurs dans Hom (F, T) : 
(X, Y) > R (X, Y) = DyDy- Dy Dy- Dix, vy à 

Un calcul montre que R (X, Y) Z = R4 X! YI Z‘ T 

Le 

Déf. : Z est un champ de vecteurs parallèles le long 
d’une courbe différentiable C ([0,1] 3 £ > C (t) EV) 
si Daja Z = 0. Cette condition s'écrit : 


d2 (0. er C O a 
di + rC (0) FT Z'(ġ=0 


où Z(1) = Z(C()). 

Y = Z (1) est le transporté parallèle du vecteur 
X = Z (0) le long de C. Dans R” le transport 
parallèle ne dépend pas de la courbe C ; ce n’est pas 
le cas sur V, en général. 


Déf. : Une géodésique de la connexion D est une 


courbe C de classe C? telle que Di, = 0. 
L'équation des géodésiques est : 
2i AE 
i IC? dC , 
g eN +T (C (1) b = 0 pour tout i. 
dé” 4 dé dé 


Déf. : On étend aux champs de tenseurs la notion de 
dérivée covariante par rapport à un vecteur X. Par 
exemple Dyf = X(f) et pour une 1-forme 
différentielle w = œ dx’ sur Q, V; o = à, © T a. 
La règle est : à la dérivée partielle on doit ajouter 
autant de I} avec le signe + qu’il y a d'indices 
contravariants et autant de T} avec le signe — qu’il y 
a d'indices covariants. 


Variété riemannienne 

Déf. : C’est le couple (V,, g) d’une variété diffé- 
rentiable V, et d’une métrique riemannienne g qui 
est un champ de tenseurs deux fois covariants 
tel qu’en tout point p EV, g, définisse une forme 
bilinéaire symétrique définie positive. D'après 
WurrNey, il existe une métrique riemannienne 
sur une variété différentiable V, “> R” +', œ étant 
le plongement, En effet, g = D'E est une métrique 
riemannienne sur V,, € étant la métrique euclidienne. 


m 


Déf. : Longueur L (C) d'un chemin différentiable 
C: [a, b] > t —> C (À) EV de classe C', 


iE velt E de) ar 
L(C)= Ja V SU ar ar). La variété étant 


connexe par arcs, deux points P et Q de V peuvent être 
joints par un arc différentiable. d (P, Q) = inf L (C) 
pour tous les chemins différentiables C de P à Q 
définit une distance qui fait de (V,, g) un espace 
métrique. 

Déf. : Connexion riemannienne. C’est la connexion 
sans torsion pour laquelle le tenseur métrique est 
à dérivée covariante nulle, En écrivant T$ = T% et 
V; 8x = di 8u — T4 gje- Ti ga = 0, on trouve : 

1 

2 


composantes de la matrice inverse de la matrice (g;). 


ri = 5 8 [i ga + Oj ga — Ök gyl où g“ sont les 


m 


Le tenseur de courbure de composantes Ri5; = 8m Raj 
a les propriétés suivantes : Rire = — Rino Rire = Reip 
Ripe + Ri + Rag = 0 et V Re + ViRion + VeRijm = 0. 
Si les &! sont les composantes d’un champ de vecteurs 
VVE - VV, € = RG EC. , 

o (X, Y) = 8 [R (X, Y)Y, X] = Ripe X! X* Y Y6 si X et Y 
sont orthonormés est la courbure sectionnelle relative 
au biplan défini par X et Y. Pour la sphère S, (1) la 
courbure sectionnelle est constante égale à 1. Le 
tenseur de Ricci a pour composantes Ry = Rjg et la 
courbure scalaire R = g” R; 


Équations aux dérivées partielles 

Soit W une application C” d’un ouvert Q de R” (muni 

de coordonnées {x'}) dans R”. x —> p (x) est 

représentée par p fonctions x > p’ (x) (B= 1, 2, .. p) 

qui sont les coordonnées de 4 (x) dans IR”. 

Déf. : Un opérateur aux dérivées partielles linéaire A 
d'ordre k est un opérateur linéaire de £, = C”(Q, R”) 
dans Æ, qui s'écrit avec 1 s a sq EN : 


ACN = Sao Upe E da p D 


On fait la somme sur f de 1 à p et sur chaque à, de 1 à 
n. Les a", (x) sont des fonctions C” (mais cela n’est 
pas nécessaire). Exemple : Soient g; (x, t) les 
composantes d’une métrique riemannienne g, sur Q, 
(1) ô, b; = p! (ði &re + Öke Bi — a Bje — Ije gu) est une 
équation du second ordre avec p = q = n (n + 1)/2. 

É.D.P.) 


Déf. : Une équation aux dérivées partielles 
d'ordre k est une équation qui s'écrit : 
(2) F (x, (p, Ə! 4p, …, à! 4) = 0, d! y représente toute 
dérivée d'ordre € de chacune des composantes p” ; 
F qui a q composantes est supposée dépendre 
différentiablement de chacun de ses arguments 
OE ent se A) | 
On suppose x > 1, sinon il s’agit d’une équation 
différentielle ordinaire (Ë.D.0.), et q = p : il y a autant 
d'équations que de fonctions inconnues. 


Ex. : Sur une variété riemannienne d,g, = — 2R; est 
une équation de déformation de la métrique (si en 
Xo T% (Xo) = 0 Vi, j, k, le second membre est celui 
de (1),). L'équation de GINZBURG-LANDAU 


2 


Au = —|Vufu où u est une application de Q € R? 
dans IR? Si u = (u!, u?) l'équation est le système : 


Dita + DE, Ga} u]=0,j=1,2. 


Théorème de CAUCHY-KOWALEWSKA 


On suppose que F = 0 soit sous la forme 1 < & < p 
(3) dpt} (ox) = f(x, ap, a! p, … OK y), où f“ 
ne dépend pas des 24 y 1 < Bsp. Le problème 
de CAUCHY en x = 0 consiste à prouver l'existence 
d’une solution de (3) qui satisfasse aux conditions 
y“ (0, y) = p4 O), dpt (0, y) = p4 (y), o 
y= pg y) où les py) (A sasp, 0<l<k- 1) 
sont des fonctions données dans un voisinage de 
y =0, avec y = (x, X, …, X"). 
Th. : Si les fonctions f“ et p{ sont analytiques, le 
problème de CAuCHY admet une et une seule 
solution analytique dans un voisinage de x = 0. 


Rem. : Une équation d'ordre k peut se ramener à une 
équation d'ordre 1 en prenant toutes les dérivées 
d'ordre inférieure à k comme inconnues supplémen- 
taires et en ajoutant les équations correspondantes. 
Si les données ne sont pas analytiques, il peut ne 
pas y avoir de solution. Un exemple très simple : on 
suppose que l'équation (2) soit Ay = 0 et que 
P (Y) où p, (y) ne soit pas analytique ; il n’y a pas 
de solution à ce problème de CAUCHY puisque toute 
solution de Ay = O est analytique. En général on 
peut mettre (2) sous la forme (3), sauf si les 
données de CAUCHY sont sur des hypersurfaces 
contenant des courbes caractéristiques (voir ci- 
dessous). Dans ce cas il peut y avoir plusieurs 
solutions si les données de Cauchy satisfont 
certaines conditions imposées par l'équation (2), 
sinon il n°y a pas de solution. 

Ex. : Soit l’équation linéaire (4) ai (x) d,u = 0 
@=q=1,1<isn). On intègre le système 
ordinaire (5) dx’ / ds = a (x). Une solution x! = x' (s) 
(1 < i< n) détermine une courbe C le long de 
laquelle est constante. Ces courbes C sont les 
courbes caractéristiques. Soit une hypersurface H 
passant par x = O représentée paramétriquement par 
les fonctions x’ (f, t» t) (1 sis n) ct 
u (ty t» el) la donnée de CAUCHY sur H. Si 
C C H, la donnée de CAUCHY devra être constante 
le long de C. Soit X ($, f ty 1, 5) (1 < i s n) la 
solution de (5) qui en s = O vaut x (4, 4, 1,3). Si 
on peut exprimer $, f, fa tı en fonction de 
a, X", u (X) = u (A), D), o ta (à) sera la 
solution du problème de Caucuy, Pour cela il faut 
que le déterminant 


dx'/01.….dx'/d1, a 


n=l 


H ; soit non nul sur M, 
dx"/à1,.….8x"/01, a" 


La dernière colonne ne doit pas être une combinaison 
linéaire des autres. Comme H est supposée être une 
sous-variété, il existe localement des nouvelles 
coordonnées {y'}, de sorte que y! = 0 soit l'équation 
de H. On est ainsi ramené à la forme résolue. 
Autre exemple : On considère l'équation (6) 
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du ud,u = 0 dans le plan IR? de coordonnées (x, y), 
avec la donnée de Caucny u (0, y) = f (y) EC(R). 
L'équation des courbes caractéristiques est dy / dx = — u. 
Ce sont des droites y = — À x le long desquelles u = À. 
La solution de l’équation (6) est donnée par l'équation 
implicite (7) u = f (y + ux). Tant que x f '(y + ux) # 1 la 
solution est unique. (6) admet une unique solution au 
voisinage de la droite x = 0 (pour £ < 1 / sup f’). 


Dét. : Le symbole principal oy (A, x) est obtenu en 
remplaçant les ð / ð x! par des variables réelles &, 
dans la partie principale de À c’est-à-dire la partie 
correspondant aux dérivées d’ordre le plus élevé 
dans À : [oz (A, x)]p = [ag het EE rent 


On dira que l’opérateur linéaire A est elliptique en x si 
à 0; (A, x) correspond un opérateur inversible de 
SCR?, R?) quel que soit le vecteur non nul 
& = {£;} ER". Lorsque p = 1 (une équation pour une 
fonction inconnue), o; (A, x) est une forme quadratique 
si k = 2. Si cette forme est définie positive ou négative 
en x l'équation est elliptique ; elle est parabolique si 
det |a’| = 0 et hyperbolique dans les autres cas. 

Ex. : Le Laplacien A défini par Au = y 


j=1 du est 


un opérateur elliptique et 0; (A) = DNS E 


du — pyu = 0 est une équation hyperbolique. Sa 
solution générale s'écrit u (x, Y=fæ+y)+g(y-x) 
où f et g sont des fonctions C? arbitraires (pour le 
montrer on fait le changement de variables x + y = z, 
y =x = 1). Si on impose u (0, y) = (y) et 

d,u(0, y) = p(y), la solution u (x, y) est parfaitement 
déterminée. 


Le type d'un opérateur non linéaire F dépend de la 
fonction 4 qu'on considère. En # le type de F est 
ðF 
ala“) 
: D'équation de MONGE-AMPÈRE sur Q € IR?, 
F (y) = ða p à, -= (0, y) — f(x, y) = 0, est 
elliptique lorsque f (x, y) > 0 et hyperbolique lorsque 

f(x,y) < 0. En effet 
o (È, x, y) = dp P (E) - 2044 EE, + Oa p EX ne 
s’annulera pas si (d,, Y)? — 0, dy p <0. 


celui de sa différentielle F’ = ly EL 
celui de sa différentielle F, (u) = De d'u. 


E 


Equation de la chaleur 
Solution dans le demi-espace de R" où x! = t = 0 de 


(8)Lu= du X; a du = f(t y), u (0, y) = p). 
Dans IR” on note x! = £ et y = (X, x, …, X"). Cette 
équation est de type parabolique, On appelle noyau de 
la chaleur K (y, z, £) = (4x " exp [- lly - zll? / 41], 
Pour { > 0 on peut vérifier que LK = 0, et que toute 
fonction u (y, £) qui est C? en y et C' en r satisfait pour 
tout /> 0: 


(9) u (y, £) =f dr fy 1 K (y, z, t — 7) Lu (T, z) dy 


+ fre 1K (y, z, i) u (0, y) dy. 
Cette identité nous donne la solution de l'équation 
(8). Parfois pour des équations non linéaires, on 


connaît la solution sous forme explicite. La solution 
dans IR! x IR 
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ou 


de l'équation = uðu | dx + ud?u / ð x, pu > 0, 


u (0, x) = f(x) EC! (IR) A L'(R) est 


u(x, t) =fr = F (x,y, 0 dy/ fr F (x, y, t) dy où 
F (3,9 = exp { [ SO) dr- (e -y}/24]/ 2u}. 


Théorème de FREDHOLM 

On considère l'application linéaire définie en (1) : 
p —> A (4) (on suppose & borné à bord ð Q C”). On 
utilise la norme L, pour définir l’adjoint formel A* de 
A: <A (4), v >p =< p, A (v) >; pour tout p et v 
dès que les termes ont un sens (E = £p, F = £). 


Th. : Si A est un opérateur elliptique (p = q), Ker A et 
Ker A' sont de dimension finie. Si v EL,(F), 
l'équation A (1) = v admet une solution 4 (dont les 
dérivées jusqu'à l'ordre k appartiennent à L; (E) si, 
et seulement si, v est orthogonal dans L, (F) à 
Ker A’. Cette solution est unique si on impose à p 
d'être orthogonal à Ker A. Si A est uniformément 
elliptique (il existe c > 0 indépendant de x tel que 


D 
Den 1 [a (A, x)f; n’ n“ = c pour tous vecteurs 


n ER” et E ER” de norme 1), A admet une suite de 
valeurs propres tendant vers l'infini. Les espaces 
propres sont de dimension finie. 


On a, pour certaines équations, donné des solutions 
explicites ou indiqué la procédure à suivre pour 
exhiber une solution. Dans le cas général on dispose 
du théorème de CAUCHY-KOWALEWSKA. Ce théorème 
ne concerne que le cas analytique mais surtout est 
purement local. Or les problèmes qui se posent en 
Géométrie, en Mécanique ou en Physique consistent à 
prouver l'existence de solution globale d’E.D.P. Pour 
résoudre ces équations de nombreuses méthodes ont 
été développées, méthodes d'analyse fonctionnelle 
mais aussi méthodes topologiques. En voici quelques- 
unes. Pour les équations linéaires, la transformation 
de Fourier ramène une É.D.P. à un système 
d'équations différentielles ordinaires. 
Pour une équation d'évolution telle que l'équation 


(10) Lu = 2u -Au =f (x, x EQ, t> 0, uho=0, 
g 


u (x, 0) = u(x), on peut utiliser la méthode des 
fonctions propres. À, étant la suite des valeurs propres 
de — A sur Q avec donnée de DIRICHLET nulle sur ô Q, 
et ÿ, une base orthonormée pour Z,(@) de fonctions 
propres correspondant à A, on cherche une solution 
de (10) sous la forme u (x, t) = X a, (À) W, (x) en 
utilisant les données f (x, 1) = X A (D y, (0) et 

w) = X B, 4,0). 

La méthode des approximations successives pourra 
être utilisée pour une équation parabolique (p = 1) 
plus générale que (8) sur IR! x IR"-!: 

Lu =ð u — g’ (t, y) dju = f (6 y, u, Öit, …, Öp U) OÙ 
g' (4 y) EE = c IE pour un réel c > 0 indépendant 
de t et y. Tout d'abord en posant v (£, y) = u (t, y) - p (y) 


on se ramène à la même question Ev = f (£, y, v, …), 
mais avec une donnée initiale nulle. Ensuite on 
construit un opérateur K (y, z, £) pour L qui jouera le 
rôle de K (y, z, t) pour (8), et on prouve une égalité (9) 
telle que (9). Enfin en partant de la fonction v, (4, y) = 0 
on construit par récurrence une suite de CAUCHY dans 
un Banach approprié de fonctions sur [0, e] x IR"! 
pour un € > 0 suffisamment petit ; pour cela v, , (£, y) 
est défini comme égal au second membre de (9) avec 
FC z, v, (T, 2), ….) à la place de Lv (x, 2). 

Dans la méthode variationnelle, on considère une 
fonctionnelle (s’il en existe une) dont l'équation 
d’EuLer est l'équation à résoudre. Il suffit alors de 
prouver que la fonctionnelle admet un point critique. 
Pour illustrer cette voie, on considère l’esp. dit de 
SOBOLEV H,(Q) sur un ouvert borné Q C IR" à bord 
OQ régulier, Soit € l’ensemble des fonctions C* sur Q 
qui appartiennent à L, (Q) ainsi que chacune de ses 
dérivées premières : H,(@) est le complété de € pour 
la norme lulh, = lu + Xp, Noli. D (Q) étant 
l’espace des fonctions C° à support compact dans Q, 
on note AD) la fermeture de D(Q) dans H,(Q). On 
peut mettre en évidence un réel À tel que l'équation 
Au + Au = 0 admette une solution non triviale vérifiant 
u |a o = 0. On dira que u vérifie une condition de 
DIRICHLET sur le bord lorsqu'on se donne la valeur de 
u sur le bord. Une condition de NEUMANN est la 
donnée sur le bord de la dérivée normale de u. Pour 
cela, on considère la fonctionnelle 

1 (u) = f |Vu]? dx / fu? dx et u l'inf. de Z (u) pour 
u E H, (u). I (u) étant homogène, on peut considérer 
une suite minimisante u; (7 (u;) — u) telle que Ill, = 1. 
Comme H, est un Hilbert, la boule unité est faiblement 
compacte (Théorème de Bavac), et comme l'inclusion 
H, C L, est compacte (c.-à-d. la fermeture dans L, 
des bornés de H, est compacte) (Théorème de KONDRA- 
Kov), on montre qu’une sous-suite {u;} C {u} 
converge vers une fonction v E (4) qui vérifie 
I (v) = u et [lvll, = 1. De cela on déduit que v satisfait 
au sens des distributions l'équation Av + pv = 0, d'où 
v EC” (Q) et v |; o = 0. Comme lvl, = 1, v # 0 et 
u = [If dx > 0, ge est la plus petite valeur propre. 
On termine par la méthode de continuité qui permet 
de résoudre l'équation de MONGE-AMPÈRE (11) 
det ((d,)) = f (x) sur Q, u| à Q = 0 avec f (x) > 0. Sur 
un ouvert borné strictement convexe 

Q = {x ER" / p (x) < 0}, p étant une fonction 
strictement convexe. La méthode consiste à choisir 
une famille d'équations (t E[0, 11) £, : 

det ((; u,)) = det ((d; o) + 1 [ f(x) — det ((d, q))] sur 
Q, u| 50 = 0, de sorte que Ep ait une solution connue 
unique et Æ, soit l'équation (11). Puis on montre que 
A = {t E[0,1] / E, a une solution} est ouvert par le 
théorème des fonctions inverses et fermé ap 
l'obtention d’estimées a priori (on montre que si u, 
existe, dans un « bon » espace, llull < c, constante 
indépendante de # pour æ fixé dans ]0, 11). Comme 
A #4 et [0,1] est connexe, A = [0,1] et (11) a une 
solution. 
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On étudie ici des opérateurs (linéaires), c’est-à-dire 
des endomorphismes d’e.v. réels ou complexes de 
dim. en général infinie, normés, dont les prop. sont 
plus fortes que celle des opérateurs continus. 

Si E est un K-esp. vect. normé (K = R ou €), un 
opérateur f est cont. ssi l’image f (B) de la boule unité 
fermée B est bornée. L'ens. des opérateurs cont. de £ 
est une sous-algèbre £, (£) de l'algèbre £ (£) (p. 258). 
Si l’on pose || f I| = Sup || f(x) Il, on munit Q, (E) 


xEB 
d’une norme d’algèbre telle que : 
VESEL(EŸ I fogl sifig i. 
En dim. finie L, (£) = £ (E) : ce n’est jamais vrai en 
dim. infinie. B est un fermé borné. Donc en dim. finie 
B est compacte. En dim. infinie B n’est jamais 
compacte (Th. de Riesz). On ne peut donc rien dire 
d’autre a priori, en dim. infinie, de l’image d’un fermé 
borné par un opérateur cont. si ce n’est qu’elle est 
bornée. Aussi introduit-on d’autres opérateurs. 


Opérateurs compacts 
Déf. : Un opérateur du IK-espace vectoriel normé Æ 
est dit compact s’il transforme toute partie bornée 
de Æ en un sous-ensemble relativement compact, 
c’est-à-dire dont Padhérence dans E est compacte. 
Th. 1 : Un opérateur compact est continu (réciproque 
fausse), et l'ensemble des opérateurs compacts de E 
est une sous-algèbre L, (E) de À, (E). 
Rem. : 1) Plus généralement si f est compact et g 
continue fo g et g o f sont compacts. 
2) Si £ est complet, £, (£) est complet et L, (£) est 
fermé dans X, (E), donc À, (E) est complet. 
3) Si £ est de dim. finie &, (£) = £, (E£) = & (E). 
Th. 2 : Si l'est un opérateur compact d'un espace 
complet E, le sous-espace propre associé à une 
valeur propre non nulle de lest de dimension finie. 
La condition « valeur propre non nulle » est 
fondamentale : l opérateur nul est compact, et il 
admet une seule valeur propre, la valeur 0, Le sous- 
espace propre associé est Æ tout entier, espace complet 
dont la dimension est en général infinie. 


Opérateurs de rang fini 

Déf. : Un opérateur f d’un IK-esp. vect. normé Æ est dit 
de rang fini s’il est cont. et si f (E) est de dim. finie, 

i A est une droite de Æ (sous-espace de dim.1), tout 
supplémentaire H de A est un Ayperplan. Le projecteur p 
de E sur À parallèlement à H est tel que p (E) = À: p sera 
de rang fini si, et seulement si, il est continu. Si p est 
continu M est fermé car H = p~' ({0}) est l’antécédent 
d’un fermé. On peut prouver la réciproque. 

Th. 3 : L'ensemble des opérateurs de rang fini de È 
est une sous-algèbre À, (E) de £, (E). 

Rem. : Plus gén. si fest un opérateur de rang fini ct g 
un opérateur cont., g o f'et f'o g sont de rang fini. 

Les trois propriétés qui suivent concernent l’inversi- 

bilité de l'opérateur Id - f ( f E X. (E)), et sont 

généralisables à Id — À f, À E IK°. Elles jouent un rôle 
fondamental (cf. par ex. p. 371) : 

Prop. 1 : Si E est complet, et si | [I < 1, alors Id - f 

Gd-fy'= X fu 

Pi 

Prop. 2 : Si f est de rang fini et si f (V) = V implique 

V= 0, alors Id — f est inversible (E complet ou non). 


E 


est inversible : 
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Prop. 3 : E étant supposé complet, si f est limite d’une 
suite d'opérateurs de rang fini et si f (V) = v 
implique V = 0, alors Id - f est inversible. 

Certaines des prop. suivantes relèvent des précédentes : 

1) Si E est complet, la limite d’une suite d'opérateurs 

de rang fini est un opérateur compact tel que tout 

élément non nul de son spectre est une valeur propre. 

2) Si E est préhilbertien et si f est de rang fini, alors f 

admet un adjoint f’ puisque f est continu : f° est 

également de rang fini. 

3) Si Æ est préhilbertien et si f est limite d’une suite 

d'opérateurs de rang fini, il en est de même de f”. 

4) Si E est hilbertien et si f est limite d’une suite 

d'opérateurs de rang fini, toute valeur propre non 

nulle de f” est conjuguée d’une valeur propre de f. 


Opérateurs hermitiens 

Ce sont les opérateurs auto-adjoints d’un espace 

préhilbertien en général de dimension infinie. 

Th. 4 : Si l est un opérateur hermitien compact, 
chaque sous-espace propre associé à une valeur 
propre non nulle est de dimension finie. 

Th. 5 : Si I est un opérateur hermitien compact d’un 
espace hilbertien E, alors l admet au moins une valeur 
propre de valeur absolue || l ||. Toutes les valeurs 
propres de l appartiennent au segment [— ILE, I L1]. 

Th. 6 : Si l'est un opérateur hermitien compact, 
l’ensemble de ses valeurs propres est au plus 
dénombrable et ne peut avoir d'autre point 
d'accumulation que 0. 

Le théorème général sur l’orthogonalité des sous- 

espaces propres d’un endomorphisme auto-adjoint, 

associé à ces trois derniers théorèmes, permet 
d'établir un résultat remarquable concernant un opé- 
rateur hermitien compact / d’un espace hilbertien £. 

On munit chaque sous-espace propre de / associé à 

une valeur propre À # 0 d’une base orthonormale b}. 

La réunion de toutes ces bases b, peut être ordonnée 

en une suite (s) au plus dénombrable de vecteurs 

unitaires deux à deux orthogonaux. (s) définit le sous- 
espace F de Æ, somme directe des sous-espaces 
propres de / distincts de Ker /. F est inclus dans / (£) 
puisque tout sous-espace propre associé à une valeur 
propre non nulle est globalement invariant sous /. Par 
ailleurs Ker / étant l'antécédent de {0} sous /, continu, 
est un fermé dans Æ. Comme Æ est complet, Ker / l’est 
donc aussi. Mais tout sous-espace complet d’un 
espace préhilbertien admet un (et un seul) supplémen- 

taire orthogonal. On a donc Æ = Ker | ® (Ker 1). 

Enfin le sous-espace orthogonal de toute partie d’un 

espace préhilbertien étant fermé, on en conclut que 

(Ker /)* est fermé, donc complet dans £ hilbertien. F 

étant orthogonal à Ker /, soit parce que Ker / = {0}, 

soit parce que Ker / est le sous-espace propre associé 

à la valeur propre 0, on a donc F € (Ker /)*, donc 

également F € (Ker /)!. On peut prouver que F = I (E), 

et comme / (E) est isomorphe sous / à tout supplé- 

mentaire de Ker /, on a finalement le théorème suivant : 

Th. 7 : Si l est un opérateur hermitien compact d'un 
espace hilbertien E, l (E) est l'adhérence de la 
somme directe des s.e.v. propres de l distincts de 
Ker l : 1 (E) est un s.e.v. complet inclus dans le s.e.v. 
complet (Ker I)" et lui est isomorphe sous L. 
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a) GL(n,K) (groupe linéaire général) 

b) SL (n, IK) = {g E GL (n, K)| detg=1} (groupe linéaire spécial) 
c) O (n, K) = {g E GL (n, K)| 'g'g=1d} (groupe orthogonal) 

d) SO (n, IK) = O (n, K) A SL (n, IK) (groupe des rotations) 
e) U (n, €) = {g EGL (n, C)| g'g=1d} (groupe unitaire) 

f) SU (n, €) = U (n, €) A SL (n, €) 


a) =M (n, IK) aussinoté gl (n, 1K) 
b) g = ŠÍ (n, IK) = ensemble des matrices de trace nulle 


c) g = 0 (n, IK) = ensemble des matrices antisymétriques 
d) idem 

e) g = u (n, C) = ensemble des matrices antihermitiennes 
f) g = 8 u (n, €) = u (n, €) N 8 (n, ©) 


On désigne par F, le IR-esp. vect. des matrices antisymétriques réelles n x n (n > 1). Sa dim. est 2" (n-1). 


Quelle que soit A EF, i A est hermitienne. Par suite toute valeur propre de A est soit nulle, soit imaginaire 
pure (p. 261). La matrice Id — A est donc inversible. On vérifie facilement que (Id + A) (Id — AY ' est un 
élément du groupe de Lie linéaire O (n, IR) (résultat dû à CAYLEY). ni y i e 
L'appl. de F, dans O (n, IR), A > (Id + A) (Id -AY ' est injective, mais non surjective. D’une manière précise si 
T€ 0 (n, R), Péq. d’inconnue A, (Id + A) (Id -AY ! = T, admet la seule solution A = (F- Id) (T+ Id)! 
qui est bien un élément de F,, pourvu que — 1 ne soit pas valeur propre de F pr 

A étant fixée non nulle, l’appl. de IR dans O (n, R), à +> y (À) = (Id + À A) (Id — AA) ', définit un arc de 
courbe simple de classe infinie. Au voisinage de À = 0, on peut développer y (À) en série entière : 

y (à) = (Id + AA) (Id + AA + XA? + ...)= Id +2AA + 2 XA? + A 

On a y (0) = Id et y’ (0) = 2A. Il s'ensuit que l’espace tangent à O (n, IR) en Id contient F. 

On s'intéresse maintenant à l'application A > exp A : 


1)n=2:A=a]JavecJ= [ 1 T | On voit aisément que exp A = Id cos a +J sin a, 


soit exp À = Cor n a), Si A parcourt F,, exp A décrit SO (2, R). 
sina cosa 

2) n > 2 : On a (exp A) = exp ('A) = exp (- A), soit ‘(exp A) exp A = Id puisque A et -A commutent. 
D'où exp A €O (n, IR). Mais F, étant connexe, et A +> exp A étant continue, det (exp A) décrit un 
connexe de {1, — 1} contenant det (exp 0) = 1. 
Par suite V A det (exp A) = + 1, et exp À ESO (n, R). , y 

On peut démontrer que l’appl. A > exp A est surj. de F, sur SO (n, IR) en réduisant l’endomorphisme normal 

(p. 261), ici réel, quest tout élément de SO (n, R). $, 

L'image de F, par exp est donc SO (n, R), qui est le plus grand voisinage connexe de Id dans O (n, R). 

Finalement la dim. de l’espace tangent en Id à O (n, IR) est celle de F, et cet espace tangent est F,. 


C 


Étude d’un exemple illustrant le premier théorème de Lie supposé connu 


Introduction 

Les groupes de Lie sont des ensembles munis de deux 
types de structures : une structure algébrique (celle de 
groupe), et une structure géométrique (celle de variété) ; 
la structure résultante est suffisamment riche pour 
permettre une classification (partielle) des objets 
étudiés ; par ailleurs elle conduit à des résultats 
inattendus : par exemple toute application mul- 
tiplicative et continue entre deux groupes de LIE est 


automatiquement indéfiniment différentiable ; mais elle 
est d'un maniement difficile, utilisant des techniques 
aussi bien analytiques qu’algébriques ; pour remédier à 
cet inconvénient, on associe à chaque groupe de Lie un 
objet purement algébrique, son algèbre de Lie, qui 
reflète assez bien les propriétés du groupe de Lis. 

On examinera d’abord les groupes de Li linéaires, 
dont l’étude est plus élémentaire que celle des 
groupes de LIE généraux. 


Groupes de Lir linéaires 
Notations : on notera K le corps des récls ou celui des 
complexes et, pour tout entier n > 0, M (n, K) 
(resp. GL (n, K)) l’espace vectoriel des matrices à 
n lignes et n colonnes à coefficients dans IK (resp. 
le groupe multiplicatif des matrices inversibles). 
Par ailleurs on désignera par exp l'application de 
M (n, K) dans GL (n, IK) définie par : 
+o yk 
X 
X—expX= TE 
P 2o k! 
Déf. : On appelle groupe de Lie linéaire tout sous- 
groupe fermé d’un groupe GL (n, IK). 
Ex. : Voir tab. A. 


Algèbre de Lir d’un groupe de LIE linéaire 

Déf. : Une algèbre de Lie est un espace vectoriel réel 
de dimension finie £ muni d’une application 
bilinéaire E x E > E, notée (X, Y) > [X, Y], 
vérifiant les deux conditions suivantes : 

(i) [X, Y] =-[Y, X] (antisymétrie) 
(ii) [[X, Y], Z] + [IZ, X], Y] + [[Y, Z], X] = 0 
(identité de JACOBI). 

Ex. : Toute algèbre associative devient une algèbre de 
LIE pour l'application [X, Y] =X Y- YX. 

Déf. : Soit G C GL (n, IK) un groupe de Lie linéaire. 
On note q l’espace tangent à G en Pélément neutre 
Id : c’est l'ensemble des éléments y’ (0) E M (n, K) 
où y est une application différentiable d’un 
intervalle ]- a, a[ dans G vérifiant y (0) = Id. 

Th. : (i) Q est une sous-algèbre de Lit de M (n, K) 
considéré comme espace vectoriel réel. 

(ii) On a g X g ' E Q pour tout X Eg et tout g EG. 
(iii) L'application exp envoie q dans G. 

(iv) L'application exp induit une bijection (et même 
un difféomorphisme) d'un voisinage de 0 dans 9 sur 
un voisinage de Id dans G. 

Dém. : on démontrera seulement (i) et (ii). 

Si X = y' (0) E g, pour tout réel k on a kX = ¢' (0) 
où & (À) = y (kt). 

Si X = y' (0) et Y = n' (0), on a X + Y = (yn) (0). 

Si X = y'(0)etg EG, onagXg'=¢' (0) 
oùt (A=gy (Ng. 

SiXE get Y= 7" (0), on a [X, Y] = ¢' (0) 
où (A =N (A X ny.. 

Cor. (de l’assertion (iv).) : Le groupe de Lit G est une 
sous-variété de M (n, K) et l'application exp en est 
une carte locale au voisinage de W. 

Pour obtenir une carte locale au voisinage d’un 

élément quelconque go, il suffit de faire la translation 

88 Lo 

Ex. : Voir tab. B. 


Groupes de Lik généraux 


Déf. : Un groupe de Lie est un groupe G muni d’une 
Structure de variété C” de façon que les applications 
(g, h) => g h et g > g ' soient C°. 

On notera A l'algèbre des fonctions réelles C” sur G. 
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Algèbre de Lir d’un groupe de Lir 

On note g l’espace vectoriel réel tangent à G en 
l'élément neutre Id ; c’est l’ensemble des formes 
linéaires X sur À vérifiant la relation : 

Va UEA (X, pu)= pd): (X, 4) + (Id) (X, o) 
Si y est une application différentiable d’un inter- 
valle ]- a, af dans G vérifiant y (0) = Id, on définit 
y’ (0) E g par (y (0), g) = (p y)’ (0). 

On définit une action, dite adjointe et notée Ad, de G 
dans A par : 

VoEA,g,hEG, (Adg:¢)(h)=p(g'hg), 

puis une action de G dans g par : 

(Ad g: X, g) = (X, Ad g- q); 

alors Ad g - y’ (0) = ¢' (0) où éE (0 = g y (Ng. 
Cette application Ad est une application C” de G dans 
l’espace vectoriel End g ; on note ad sa différentielle 
en Pélément Id, application linéaire de q dans End s 
enfin on munit q d’une structure d’algèbre de LIE en 
posant: VX,YEg [X,Y]=adX:y. 


Application exponentielle 
Th. : Pour tout X € Q, il existe une unique application 
différentiable yy: R — G telle que l'on ait y‘, (0)=x 
VS tER Y(s +0 = Y (s) Yy (À. 
Pour le démontrer, on remarque que y (s + 1) = 070) 
implique y” (9 = y’(0) : y (9 et on utilise la théorie 
des équations différentielles. 
On définit alors l'application exp : g —> G par exp X = 
Ye (D) ; c’est une application C” dont la différentielle en 
O est l'identité (cela résulte de ce que yyy (f) = x (AD). 
Groupes de Lir admettant une algèbre de Lir 
donnée 
On démontre (troisième théorème de LiE) que, pour 
toute algèbre de Lie Q, il existe des groupes de Lie G 
admettant g comme algèbre de Lie ; parmi eux, un et un 
seul est connexe et simplement connexe, soit Gi; les 
autres sont exactement les quotients de G, par les sous- 
groupes discrets du centre C (Gp) de Gy; si GT est un 
tel groupe, son groupe fondamental est isomorphe à F, 
Ex. ‘a)q=lR avec VX, YER [X, Y]=0. Alors Gy est 
le groupe additif IR; les autres sont tous isomorphes 
au tore T. 
uv 


b) g = ensemble des matrices k 0 


] où u et v sont 


réels. Alors G, est l’ensemble des matrices l ? ) où 


a >00, bE R ; C (G) est trivial, Gy est le seul 
groupe d’algèbre de LIE Q. 

c) g = šu (2, €) ; alors G, = SU (2, €) (qui est 
connexe et simplement connexe car homéomorphe à 
la sphère $°); C (Gp) est formé de Id et — Id ; 
l'unique autre groupe d’algèbre de Lie q est donc 
SU (2, Cy{Id, — Id} ; il est isomorphe à SO (3, R). 
Ces deux groupes jouent un rôle fondamental dans 
la théorie du spin en Mécanique quantique. 

d) g = sí (2, R); alors G, est difficile à décrire car ce 
n’est pas un groupe linéaire ; son centre est isomorphe 
à Z ; G/2Z n’est autre que SL (2, R); GZ est le 
groupe de LORENTZ restreint à trois dimensions 
d’espace-temps. 

e) g = SL (2, €) ; alors G, = SL (2, ©) ; C (Go) est formé 
de Id et — Id, SL (2, Cy/{Id, — Id} est le groupe de 
LORENTZ restreint à quatre dimensions d’espace-temps. 
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propriété archimédienne 
Va, Yb>0,3n,n'b>a 
n-b=b+...+b(ne N) 
(n termes) 


Définition d'un corps commutatif ordonné complet 


Quels que soient a, b, c € K : 
aSb»a+csb+c 
a+cSb+c>asb 
aSbAO<ce=a:cSb:ce 
aSbacSO=a-c2b:ce 
a:cSb-ca0<c s asb 
a:bSb-cac<0sazb 


aSbaAcSd=a+c<b+d 


OSasba0Scsdsa:csb-d 
a:b>0#a>0ab>0v 
B a<0ab<0 


a<b=a+tc<b+c 
atc<b+c= a<b 
a<ba0<c=ac<b'ce 
a<bac<0sa"c>b'e 
ac<b:cn0<c= a<b 
asc<b:cac<0 = a>b 


aSbaAc<d=a+c<b+d 
OSa<bA0Sc<d = a:c<b:d 


a-b<0&a>0ab<0v 
a<0ab>0 


Règles de calcul dans un corps ordonné 


0< lal 

a < lal 

- la| Sa 

l-al = lal 

lal?= a? 

la:b| = lal. Ibl 
aj_lal 
[blij 6*0 
laxb| < lal + Ibl 
la b| > lal - Ibl 
lal+1bl=0&a=04b=0 


A la base de l'analyse réelle, on trouve la structure 
multiple de l’ensemble des nombres réels (p. 37) (noté 
R pour R'). Sur R on peut en effet définir une 
structure algébrique, une structure d’ordre et une 
Structure topologique. La structure topologique permet 
d'introduire la notion de processus limite (convergence 
de suites et de séries, limites de fonctions etc.). 
L'introduction des deux autres structures permet de 
traiter ces processus limites par le calcul. 


Structure algébrique de IR 

La structure algébrique de IR est celle d’un corps 
commutatif (ill. A ; pp. 41, 59 sqq.). L'inversion des 
opérations d’addition et de multiplication permet de définir 
respectivement la soustraction et la division, On en déduit 
les règles de calcul habituelles sur les réels (p. 59 sqq.). 


Structure d’ordre de R 

R ordonné grâce à la relation d'ordre total « < » (soit 

(R;s)) est un ensemble totalement ordonné (ill. A ; pp. 

43, 59 sqq.). La relation d'ordre stricte « < » 

correspondant à « < », est définie par : a < b: & a < b 

ct a # b (p. 43). 

La structure d'ordre est compatible avec la structure 

algébrique car l'addition et la multiplication satisfont 

aux propriétés de monotonie (ill. A). Ainsi, (R;+,, s) 

a la structure d’un corps ordonné. 

Rem. : Quelques règles de calcul pour les inéquations 
sont données dans le tableau B. On rappelle la 


AS a pour a z 0 
définition de la valeur absolue : | a |: F 


a pour a < 0 


Par ailleurs, (R;+,, s) admet d’autres propriétés liées 
à son ordre total, Comme son sous-corps ordonné 
(Q:+,, <) (p. 57), (R;+,, <) est ordonné de façon 
archimédienne, car : 
Prop. 1 : Quels que soient a E R et b E€ R*, il existe 
nEN tel quen'b> a. 
Conséquences : 
(a) Quel que soit a E R il existe n E N tel que 
n>a. 
(b) Quel que soit b E R*, il existe n E N tel 


1 
e= <b. 
que > 


(c) Quels que soient a E R etb E R tels que a <b 
il existe q EQ tel que à <q <b. 
La véritable différence structurelle entre (Q;+,, <) ct 
(R;+,:, <) réside, grâce au processus de complétion 
(p. 59 sqq.), dans le fait que la prop. suivante sur la 
borne supérieure (inférieure) est valable dans 
(R;+,, <) mais non dans (Q;+,, <). 

Prop. 2 : Toute partie non vide de R majorée 
(minorée) admet une borne supérieure (inférieure). 
(R; +, +, <) satisfait ainsi à la déf. d’un corps complet 
et ordonné (ill. A). L'étude de ce type de structure 
montre que tout corps complet et ordonné se ramène à 
un isomorphisme près à (IR ;+,, <). Ce résultat est 
remarquable car il permet de pratiquer Panalyse réelle 
avec les axiomes d’un corps complet et ordonné, sans 
avoir à se référer constamment à la construction 

particulière des nombres réels. 
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Structure topologique de R 

On définit une métrique sur IR grâce à la distance 
dia, b) : = |a — b| (pp. 51 et 217). Ainsi (R, d,) est un 
espace métrique. La topologie À induite par cette 
métrique (appelée aussi topologie naturelle de R', 
p. 215) est à la base de l'analyse réelle. 

Un élément de M est un ouvert qui, lorsqu'il n’est pas 
vide, est un sous-ensemble © de IR ayant la propriété : 
quel que soit x €O, il existe € > 0 tel que la boule de 
rayon € et de centre x soit contenue dans O. Une boule 
ouverte de centre x et de rayon £ (e > 0) est ici 
l'intervalle ouvert ]x — £, x + ef, encore appelé £- 
voisinage. Comme l’ensemble des boules ouvertes est 
une base de I (p. 217), on peut représenter toute partie 
ouverte non vide comme une réunion de boules ouvertes. 
Toute partie de IR contenant un ouvert contenant 
l'élément x est un voisinage de x (p. 215). Il suffit 
cependant de considérer l’ensemble des boules 
ouvertes contenant x (ici les intervalles ouverts) pour 
constituer une base de voisinages de x. L'ensemble de 
ces intervalles dont les extrémités appartiennent à Q 
forme même une base dénombrable de voisinages 
de x. 

(IR, M) est un espace topologique connexe, localement 
compact (mais non compact) (pp. 223 et 227) et en 
particulier un espace de HAUSDOREF (p. 227), 
c.-à-d, que deux réels distincts possèdent des 
voisinages disjoints (et même des £-voisinages 
disjoints). Cette propriété de séparation garantit 
Punicité de la limite d’une suite convergente. 

Les définitions de concepts topologiques importants 
comme point adhérent, point extérieur, point intérieur, 
point isolé, point frontière, point d'accumulation, 
ensemble fermé, fermeture A d’un ensemble A, intérieur 
À, et frontière dA se trouvent pp. 211,213, 214, 

Si l’on opère sur des sous-ensembles de IR, comme par 
exemple des intervalles bornés, il faut utiliser la 
topologie induite (pp. 209 et 219). 

En ajoutant la structure algébrique, (IR ;+,, 9) 
satisfait à la déf. d’un corps topologique. Les deux 
structures algébrique et topologique sont compatibles 
car les opérations internes sont continues (la structure 
topologique sur IRxIR est alors la topologie produit, 
p. 221). 


Rem. : (R;+,, <, Ñ) est également complet dans le 
sens que toute suite de CAUCHY converge (p. 61 et 
p. 279, propriété 7). Cette notion de complétude 
est, accompagnée de l’axiome archimédien, 
équivalente à la déf, de la complétude précédem- 
ment introduite, 

Note des traducteurs : La terminologie « corps 
complet » (fin de première colonne) a été maintenue en 
hommage à DEDEKIND, mathématicien allemand qui 
introduisit la notion de coupure dans Q (p. 59). Dans le 
langage actuel il s'agit de corps commutatif 
totalement ordonné tel que toute partie majorée 
admette une borne supérieure. C’est une notion 
équivalente à celle du corps commutatif archimédien 
complet (fin de deuxième colonne) due au mathé- 
maticien français CAUCHY. 
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Les suites peuvent être illustrées par leurs graphes dans un système de coordonnées 


suites arithmétiques : a, = a, + (n-1)d(dER) 
d.4,,,-4,=dpourn EN \ {0}; 


55 (,,+4,,)pourn EN \ {0,1} (moyenne arithm.) 


Propriétés des suites 


suites gélmétiqhes mdhoton S 
suite 


géométrique 
alternée 


a 
suites géométriques : a, =a, q"*! (q E R \ {0}, a, # 0), c. à d. at =q pour EN \ {0}; 
n 


la,l = dan 1° apa1 Pour n ENA {0, 1} (moyenne géométrique) 


Suites 


1 
A 1 
D'après la proposition 1 (a) page 275, il existe n, E N tel que n, > g Alors: 


Preuve : Soit £ E R* Alors E = o| <en> 


n> MAM> 1 > | 1 -0| <edonc lim l=0, 
E n nee 06 


Preuve : On utilise: lim Le 0, lim a=a et les propositions 6 (a) à (c) (page 279) 
n= 


n+2n+l _ nè(l+2+k 
3m+1 Bt 


Jim a= 


Preuve de la convergence, détermination de la valeur limite (voir page 279) 


Suites 

Déf. 1 : Toute application de N\{0} ou d’un ensemble 
qui lui est équipotent (cf. p. 47) dans un ensemble £ 
est appelée suite. Au lieu d'écrire : f: IN \ {0} > E 
définie par n + f (n) = a, on note la suite plus 
simplement (a,, a;, ...) ou encore (a,). 

(i, a» …, a,) s'appelle une suite finie. 

Rem. : Au lieu de N\{0}, on peut donc choisir pour 
indicer la suite, par exemple IN, ou toute partie 
infinie de N ou encore Z. L'ensemble des images 
d'une suite est à distinguer de la suite elle-même. 
Par exemple, la suite (1, 2, 1, 2, ...) admet pour 
ensemble des images {1, 2}. 

Pour l’analyse réelle, ce sont les suites à valeurs réelles 

qui sont importantes, c.-à-d. les suites pour lesquelles 

E= R. A partir de maintenant, sauf indication 

particulière, les suites considérées seront toujours à 

valeurs réelles. 

Déf. 2 : (a,) est constante si Vn, (a, = a, ). 

(a,) est croissante si Vn, (a, < a, ;). 

(a,) est strictement croissante si Vn, (a, < a, , ÿ). 
(a,) est décroissante si Vn, (a,  a,, ;). 

(a,) est strictement décroissante si Vn, (a, > a, ). 
(a,) est monotone si elle est croissante resp. 
décroissante. k 

(a,) est majorée (minorée) lorsqu'il existe une borne 
supérieure (inférieure) à l’ensemble des images de la 
suite (p. 45). Une suite majorée et minorée est dite 
bornée. 

Exemples : ill, A. 


Suites convergentes 
Parmi les suites, il y en a certaines dont les éléments 
« tendent » vers un nombre réel bien défini, lorsque 


l'indice croît. Par exemple, a4 A , …) tend vers 0, 
1,2 4% 4 : dde . 
G PP? .….) tend vers 1. Ce comportement de 


certaines suites, nommé convergence, est défini grâce 

à la structure topologique de IR. 

Déf. 3 : Une suite (a,) est dite convergente (vers 
a E R) lorsqu'il existe a € IR tel que pour toute 
boule ouverte contenant a, il existe ny EN tel que 
tous les éléments a, de la suite appartiennent à cette 
boule pour # = no. a est la valeur limite de la suite 
(symboliquement, lim a, = à). 


Une suite non convergente est dite divergente., 
Comme l’espace topologique (R, R) est de 
HAUSDORFF (p. 227) on en déduit : 


Prop. 1 : Toute suite possède au plus une valeur limite. 

Rem. : Une suite converge aussi vers a si quel que 
soit l'intervalle ouvert contenant a, le nombre des 
valeurs de n tel que a, soit extérieur à cet intervalle 
est fini. 

En utilisant la structure algébrique et la structure 

d’ordre sur IR, on obtient : 

Prop. 2 : (a,) converge vers a€R si quel que soit €> 0, 
il existe n EN tel que |a, -a| < € pour tout n = n. 
On ne peut prouver la convergence d’une suite à 
l’aide de la prop. 2 que lorsque la valeur de la limite 
est déductible de la structure de la suite (ex. : 
tab. B;). Pour prouver la convergence d’une suite 
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sans connaissance de la valeur de la limite, on peut 
utiliser le critère de convergence de CAUCHY 
(p. 279). 

Les suites convergentes sont bornées. I] existe 
cependant des suites bornées non convergentes 
comme par exemple (1, -1, 1, -1, ...). Les suites non 
bornées sont divergentes. Parmi celles-ci on distingue 
en particulier celles qui satisfont à : quel que soit 
a E R il existe % E N tel que a, > a (respectivement 
a, < a) pour tout n = ny. Ces suites sont appelées 
suites fortement divergentes, et on écrit alors 
lim, a, = +% (respectivement lim a, =- %). D'ill. A 


en contient des exemples, comme les suites arith- 
métiques avec d # 0 ou les suites géométriques avec 
g> 


Rem. : Le comportement de convergence de la suite 
ne change pas lorsqu'on la modifie, pourvu que ces 
modifications n’affectent pas la suite à partir d’un 
indice fini (on peut enlever des termes, en rajouter, 
en modifier, ou en permuter). 


Sous-suite, valeur d’adhérence d’une suite 

Déf. 4 : (aip ai iy +.) est une sous-suite de la suite 
(a,) si les a;, appartiennent à la suite (a,) et si 
A A T 

Toute sous-suite d’une suite convergeant vers a 

converge également vers a. Par contre, une sous-suite 

d’une suite divergente peut converger. Pour une suite 
bornée, on montre d’ailleurs qu’il existe toujours une 
sous-suite convergente (voir ci-dessous). 

Déf. 5 : a E R est dit valeur d'adhérence de la suite 
(a,) si celle-ci contient une sous-suite convergeant 
vers a. 

Les suites convergentes possèdent ainsi une et une 

seule valeur d’adhérence (la limite). Les suites qui 

n’ont aucune valeur d’adhérence ou plus de deux sont 
divergentes. Il existe cependant des suites divergentes 
avec une scule valeur d’adhérence comme par 
exemple (2, 1 PA: 1 ,4, 1 Ve 
suite est due au fait qu’elle n’est pas bornée. 
En effet, 


). La divergence de cette 


Prop. 3 : Une suite est convergente si elle est bornée 
et si elle possède une seule valeur d'adhérence. La 
limite s'identifie alors à la valeur d'adhérence. 

Pour prouver cette propriété on utilise : 

Th. de BOLZANO-WEIERSTRASS : Toute suite bornée 
possède une valeur d'adhérence. 

Pour prouver ce th., on peut utiliser la prop. suivante : 


Prop. 4 : a E R est valeur d'adhérence de la suite 
(a,) si pour tout voisinage v de a, il existe une 
infinité d'indices i tels que a, E V. 


Rem. : On utilise souvent l'énoncé de la prop. 4 
comme déf. d’une valeur d’adhérence. Ce concept 
doit être distingué de celui de point d’accumulation 
d'un ensemble (p. 214). Bien que tout point 
d’accumulation de l’ensemble des images d’une 
suite soit valeur d’adhérence de la suite, l'inverse est 
faux, comme par ex. pour la suite (1, -1, 1, -1, oh 
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Preuve : comme pour tous a, b € R*, Lla +b) > vi ab , on en déduit c,,, > y Gi 


c s 
2 : s 1 n n 
tout z € N. Par récurrence, on montre par ailleurs que €, ,, < V r+ zn: Donc Mi EES 


pour tout # € N. En appliquant la proposition 6 (f) on en déduit que lim Cy= vr. 

n= 
Remarque : Grâce à la suite (c,) on peut approcher la valeur d’une racine carrée à l’aide d’une 
calculatrice. 


Approximation des racines carrées 


B 


Valeurs limites importantes 


P Fr 1)” 
1. La suite (a,) définie par 4, = (1 +) est convergente. 


Preuve : On montre qu'elle est majorée et croissante. 
Par la formule du binôme 


x Aiat n L(g i 
cia ERA E eaa EI PE e (n)a 


JR 
<l+l+ 5+ 
2 2 


Puis pour n > 2 

s n n R +. 

CESR (i = 5) ga p= zF 1, en utilisant l'iné- 

An n-li n n=l n° 
galité de Bernoulli (1 + x)“ > 1 + ax valable pour x > - 1, « > 1. 
La suite (a,) converge donc. Sa limite notée e est le nombre de NEPER. 
IL ([a,, b,)) avec a, = (1 +a) et est une suite de 
segments emboîtés contenant e. 
Preuve : D'après L, (a,) est croissante. De même on montre que (b,) est 
décroissante. La suite (b, - a,) des longueurs des intervalles tend vers 0, car : 


n 1 
H 


0<b,-a,= (1 Fe <7: L pour tout n E N \ {0}. 


Remarque : Ces intervalles emboîtés ne sont pas très adaptés au calcul numérique du nombre e, car ce procédé « ne 
converge que lentement ». Dans la pratique on utilise le développement en série entière de l’exponentielle (page 309). 


Nombre de NEPER € 


D 


Exemples de séries finies, règles de calcul 


Limite inférieure, limite supérieure d’une suite 

Dans le cas d’une suite convergente, on peut approcher 
la valeur limite avec autant de précision que l’on veut. 
Pour une suite bornée, on peut aussi approcher toutes 
les valeurs d’adhérence grâce à des sous-suites. Si H 
est l’ensemble des valeurs d’adhérence de (a,), il 
admet une borne supérieure et une borne inférieure 
appelées également limites supérieure et inférieure de 
la suite (notées lim a, et lim a,). Ces valeurs satisfont 
aux conditions suivantes : quel que soit £ > 0 il existe 
n EN tel que : 


(1) a, < lim a, + € pour tout» = np 


(2) lim a,- € < a, pour une infinité d’indices n, 

(3) lim a, — € < a, pour tout n = 26, 

(4) a, <lim a, + € pour une infinité d'indices n. 

Rem. : Dans le cas de suites convergentes, la limite 
supérieure, la limite inférieure et la valeur limite de 
la suite s’identifient. 


Critères de monotonie 

Les graphes de suites bornées et monotones semblent 

indiquer que ces suites convergent toujours. On 

montre effectivement : 

Prop. 5 : Une suite bornée, monotone croissante 
(monotone décroissante) converge vers la borne 
supérieure (inférieure) de l'ensemble des images de 
la suite. 

Pour le prouver, on utilise la «prop. de la borne 

supérieure (inférieure)» (prop. 2, p. 275). 

Application : ill, C, I. 


Propriétés des valeurs limit 

Souvent on parvient à trouver les limites de certaines 

suites à partir de suites déjà étudiées. Pour cela, on 

peut utiliser les prop. suivantes : 

Prop. 6 : Soient (a,) et (b,) deux suites convergentes. 
On a alors : 


(a) Jim. (a, + b,)= Jim, a, + Jim, bp 
(b) lim (a,:b,)= lim, a lim, b, , 


a lima, 
(©) lim, g = ES si b, #0 pour tout n et 
n=% ba lt b, 


si lin, brO, 
(d) dim yane À iM, a, sta, > 0 pour tout n, 
(e) dim lanl = pin, anl , 
(£) Si les deux suites (a,) et (b,) convergent toutes 


deux vers a, toute suite (c,) telle que a, < c, < b, 
Pour tout n = ng converge vers a. 


n 


(g) Si (a,) converge vers O et si (b,) est bornée, 
alors (a, * b,) converge vers 0. 
Comme on peut décrire la suite (a : a,) comme la suite 
produit de la suite constante (a, 4, …) et de la suite 
(a,), on obtient immédiatement pour tout a E€ R ct 
pour toute suite convergente (a,) : 


ALUN( a'a, >a: i ay. 


Ex. d'application : ill. A et B, p. 276. Quelques 


Ba 
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valeurs limites importantes sont données par le 
tab. B. 


Intervalles emboîtés 

Déf. 6 : Une suite ([a,, b,]) d’intervalles fermés 
s'appelle suite d’intervalles emboîtés si (a,) croît 
strictement, si (b,) décroît strictement, et si la suite 
des longueurs des intervalles (b, — a,) converge vers 0. 

Si l’on applique la prop. 5, on montre que (a,) et (b,) 

convergent. Comme (b, — a,) converge vers 0, leurs 

limites sont égales. La limite commune est le seul 
nombre réel qui appartienne à tous les intervalles. 

Toute suite d’intervalles emboîtés définit ainsi un 

nombre réel unique. 

Exemple : ill. C, II. 

Critère de convergence de CAUCHY 

La preuve de la convergence d’une suite sans que Pon 

connaisse la valeur de la limite est rendue possible par 

la prop. suivante : 

Prop. 7 (critère de convergence de CAUCHY) : Une 
suite (a,) est convergente si, et seulement si, pour 
tout £ > 0 il existe n EN tel que la, — a] < € pour 
tous m, n = ny. 

Rem. : On retrouve ici que (IR, À) est complet. 


Séries 

La somme d’une suite finie (a, …, a,), notée 
n 

S= a, =a, +... +a, s'appelle série finie. 


L'ill. D contient des exemples de séries et des règles 

de calcul utiles. 

Si l’on choisit une suite infinie (a,), alors la somme de 

la suite a, + a, + … n’est pas définie algébriquement, 

car le nombre de termes est infini. Pour obtenir une 
déf. correcte, on définit la suite des sommes partielles 

(s,), avec 

S1 = 4p 52 = 0, + ay ses Sy = An + Op + + Ayo 

Ainsi : 

Déf, 7 : La suite des sommes partielles (s,) associée à 
la suite (a,) se nomme série infinie (ou série). On 
peut noter à la place de (s,) a, + a, +... ou 
simplement X a,. Si la suite (s,) converge, alors sa 


limite est nommée 
w% 


somme de la série et est notée X, a, . On dit 
1 


v£ 
alors que la suite (a,) est sommable. 

Outre les séries convergentes, il existe évidemment 

des séries divergentes dont certaines divergeant 

fortement, 

Exemples : p. 280, ill. A. 

Comme la théorie des suites est également applicable 

aux séries, on peut écrire d’après la prop. 7 : 


Prop. 8 (critère principal de convergence) : X a, 
converge si, et seulement si, pour tout €> 0 il existe 
MEN tel que |a, + apy, +. + a, pg) < € pour 
tout n = n et pour tout k EN. 

Une conséquence directe de la prop. 8 est (k = 0) : 

Prop. 9 : Si la série X a, converge, (a,) converge vers 0. 

Cette prop. donne une condition nécessaire mais non 

suffisante pour la convergence des séries (comparer 

avec la série harmonique, p. 280, ill. A,). 
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Preuve : Sx = 1 + 3 d 


kler 

` 1 1 

sasit rl 
ENV 
+2 ee 


La sous-suite (Sk) diverge donc, par conséquent 
(5,) aussi. Comme ($,) est strictement croissante, 
la série diverge fortement vers + co. 


n 
Preuve : 5 ga 


val 
Comme lim q”=0 pour |gl < 1, il vient : 
n= 


La série | 
pour q > 


Preuve : la série diverge car (q") ne tend pas vers 
0 pour lql > 1. Elle diverge même vers + % pour 
q> 1, car ($,) est alors strictement croissante. 


Critère de D'ALEMBERT 
a, >0 


Critères de convergence pour séries à termes positifs 


La preuve de la convergence d’une série à l’aide de la 

prop. 8 est souvent complexe, d’où le développement 

de critères de convergence suffisants pour des séries 

particulières. 

Critères pour des séries à termes positifs 

Pour des séries à termes tous positifs, (s,) est 

strictement croissante, c.-à-d. que X a, est soit 

convergente, soit fortement divergente vers + ©, A 

l’aide de la prop. 5, on obtient : 

Prop. 10 : Une série à termes positifs converge si, et 
seulement si, (s,) est majorée. 


Application : 24 converge car 


(j' 
s,<1+ 1 + À - 2— <2 pour tout n EN*. 
gi" là 
2 


Une méthode importante pour montrer la convergence 
ou la divergence d’une série est la comparaison des 
séries, On utilise le critère de majoration ou de 
minoration (ill. B). 

Ainsi, par exemple, en comparant la série harmonique 


généralisée > 4 à la série harmonique DE qui 


est fortement divergente (ill. A,), on montre qu’elle 

diverge fortement pour r < 1. Par contre, elle converge 

pour r > 1 d’après : 

Prop. 11 (suites spéciales de CAUCHY) : Si (a,) est 
une suite strictement décroissante positive, alors 
È a, converge si, et seulement si, X "ay converge. 

De la comparaison d’une série avec la série 

géométrique on déduit le critère de la racine nième 

de CAUCHY et le critère du quotient de D'ALEMBERT 

(ill. B). On notera que le cas r = 1 n’est pas indiqué 

car il ne permet pas de conclure. 

De la comparaison d’une série avec la série 

harmonique généralisée on déduit le critère de 

RAABE (ill. B). 

Rem. : Le critère intégral de Cauchy est aussi très 
utile (p. 341). 


Séries alternées 

Si (a,) est une suite de termes alternativement positifs 

et négatifs, alors la série correspondante est dite 

alternée. 

Prop. 12 (critère de LEIBNIZ) : Une série alternée 
converge si (la,|) décroît et tend vers 0. 


Application : 3 (C1"*1 converge. 


Séries absolument convergentes 

Pour des séries plus générales (termes de signes 
quelconques), on cherche à se ramener aux 
propositions concernant les séries à termes positifs 
pour étudier la convergence. Cela revient donc à 
s'intéresser à la série X |a,|, car 

Prop. 13 : Si X |a,] converge, alors X a, aussi. 

Dans le cas où > [a,| converge, on dit que X a, est 
absolument convergente. Les séries absolument 
convergentes Sont aussi convergentes, mais l'inverse 


est faux, car la série X «Di converge alors que 


la Série harmonique ne converge pas (ill. A). 
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La prop. 13 permet d’étendre les critères de la racine 
nième et du quotient (ill. B), simplement en écrivant 
Vanl et fr à la place de V4, et de Syan 

ay n 
respectivement. Le résultat reste également valable 
dans le cas de la divergence. 


Règles de calcul pour les séries convergentes 
Si X a, et È b, convergent, alors : 


a) 5 (a, WS an Ÿ b, 


O $ (a ap=u $ a,(acR) 
(3) ÿ ave $ ay- (a, tut a) 


v= p+l 


(4) à Ce Cytat cpt D av si Yn, Cp” în 


(5) D c= Nay Sİ c= dytat a, 


C2= Apl tt Gus» Ce Let an, 


any ASY 

Rem. : D’après la règle (5), on peut à volonté 
regrouper des ensembles finis de termes d’une série 
convergente. Par contre, il faut faire très attention 
lorsqu'on enlève des parenthèses dans une série 
quelconque : ainsi, (1 — 1) + (1 — 1) +... avec 
a, = 1 — 1 converge alors que 1 - 1 + 1 — 1 + … 
avec a, = (— 1)" diverge. 


o, æ w 
(6) 2 a= 2 av si a, est une série 
va vz 1 


v 


w w 
issue de 2 a, par permutation des termes etsi $ a, 


v= val 
converge absolument, 


Rem. : Les séries absolument convergentes sont les 
seules pour lesquelles l’ordre des termes de la série 
n’a pas d'importance, Par contre, il est toujours 
possible de réordonner les termes des séries 
convergentes non absolument convergentes afin de 
faire converger la série finale vers n'importe quel 
réel fixé à l'avance (théorème de réarrangement de 
RIEMANN). 


(7) à LA -5 ay 2 ba Si (p,) est une 


suite de tous les produits a, + b, (y p E IN\ {0}) pris 
dans un ordre quelconque et si È a, et X b, convergent 
absolument (théorème du produit de CAUCHY). 


Produits infinis 
Si (a,) est une suite de termes strictement positifs, 
alors la suite (p,) des produits finis 


Pa fi ay s'appelle produit infini J| ay. 


Ce produit est dit convergent si la suite (p,) converge 

vers une limite non nulle. On a alors : 

Prop. 14 : T a, converge (vers fl ay) si, et 
seulement si, X In a, converge. i 
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Fonctions réelles particulières 


(f +g) (x)= 


g + +2x 


Æ-X3X2 Xi æ a- > a 

aD, (x) a,¢ D; aze D; a4 E Dy as E€ D; a ED, aED; 
la limite la limite la limite la limite la limite la limite la limite 
existe ; la existe existe et existe mais n'existe pas existe et n'est pas 
limite à coïncide ne coïncide car les coïncide définie 
gauche avec f (a) pas avec limites à avec f (ag) ; 
n'est pas fla) droite et à la limite à 
définie gauche sont droite n'est 


différentes pas définie 
(Xis Xz Xy...) est une sune bien choisie 
tendant vers 0 : 

U Œr f Go), ….) diverge, donc la limite 
de la fonction en O n'existe pas. Les 
limites à droite et à gauche n'existent 
pas non plus. 


Valeur limite d'une fonction 


Bases de l’analyse réelle / Fonctions réelles I 283 


Exemples de fonctions réelles 

Déf. 1 : Une fonction f : D, —> W définie par x + f(x) 
avec D, € R et W & R s'appelle fonction réelle. 
f Œ) est la valeur de la fonction au point x, D, est 
l’ensemble de définition, W l'ensemble d'arrivée, 
FD) = W,= {f()]| x E D} l'ensemble des images. 

Le graphe {(x, f (x) x E D} d’une fonction réelle f 

est en général représenté dans un système de 

coordonnées. 

JER —> R définie parx > f(x) -5 awx” (aqER,nEN) 


s'appelle fonction polynomiale d'ordre n si a, # 0. 
Comme cas particuliers on peut citer les fonctions 
constantes, linéaires, quadratiques et cubiques pour n 
variant de 0 à 3 et les fonctions puissances de degré n 
définies par f (x) = a x". La fonction linéaire f (x) = x 
est la fonction identité 1g. 

f:IR\B — R avec 


(a, b, E R, m, n E N) s'appelle fonction rationnelle 


vs Dp 


g f} 
(B est l’ensemble des solutions de > bx =0 ). 
160 


Si g et A sont des fonctions réelles avec D, N D, = Ø, 
alors f: D, U D, +R définie 

g(x) pour x ED, . 
par x — f(x) = | HO nourx E D, est une fonction 


définie par morceaux. 
Ex. : fig. A. 
On utilise souvent la restriction f y dune fonction fà 
un sous-ensemble M de D; (p. 33). 
Déf. 2 : f: D; > R est croissante si Y (x,, x), 
@i sa = fa) sf 0)). 
f: D, > R est strictement croissante si Y (x, x), 
Qu <x > f) <f 0). 
f: D; > R est décroissante si V (x, x), 
Gi sa = f(x) =f Go). 
f: D> R est strictement décroissante si V (x, x), 
Qi <a => fai) >f). 
f: D; —> R est monotone si elle est croissante resp. 
décroissante. 
f: D; R est majorée (minorée) si l'ensemble des 
images f (D) possède une borne supérieure 
(inférieure). Une fonction majorée et minorée est 
dite bornée. 
Opérations algébriques et composition 
On peut obtenir de nouvelles fonctions à partir 
d’autres fonctions grâce à l’utilisation d'opérations 
algébriques ou grâce aux règles de composition des 
fonctions. 
Déf. 3 : f: D,—> R et g : D, > R étant données, on définit 
leur somme ou leur différence f £+ g : Dj, p > R par 
x= f g (x) =f x) £ g (x) avec D,,,= D; N Dy On 
peut également définir leur produit 
fe, D, A D> R par 
xe fgos go). 


La fonction quotient r D, IR définie sur 


D, = D NADA HIS @)= 0) est donnée par 


Y f% 
nr à 

Enfin, on définit leur composée g ° f : D; — R par 
x g° f(x) =g (f(x), dans le cas où f(D) € Dy 
On écrit une fonction constante définie par f (x) = € 
(c E R) plus simplement c. 

Pour une fonction f : D; > R, on définit cf : D; — R 
par f — cf (x) = c > f (x), ce qui peut aussi être 
considéré comme le produit de f par la fonction 
constante c. Si c = — 1, on écrit simplement cette 
fonction produit — f. 

On note f" (n E N) la fonction produit f : … f (n 
facteurs), avec la convention f” = 1 (c.-à-d. la fonction 
constante égale à 1, et non la fonction identité 1%). 

On remarque alors que l’on peut noter les fonctions 
polynômiales et les fonctions rationnelles resp. sous 


J 
5 S la 
les formes ` ay(lm) 


Valeur limite d’une fonction 

Pour caractériser le comportement d’une fonction f au 
voisinage d’un point a E R (a est un point 
d’accumulation de D; \ {a}, cf. rem.), on peut 
introduire les suites (x,) avec x, € D, \{a} (nommées 
suites de base) qui convergent vers a, et étudier les 
suites correspondantes des valeurs de la fonction 
(f (x,)). Dans le cas où a € D}, le problème est de savoir 
comment f (a) est approché par les valeurs de la 
fonction au voisinage de a. On en déduit le concept de 
la limite d’une fonction (ill. C,). 


Déf. 4:1 E R est la valeur limite de la fonction 
f: D;—> R en a ER lorsque pour toute suite de 
base (x,) avec x, E D,\{a} et Jin, p= 4, On à 
in, S @,)= 1. On écrit alors simplement 
dim, f (1 (limite de f lorsque x tend vers a). 


Rem. : On a conservé la condition x, E D,\{a} dans 
la déf. pour ne définir la notion de valeur limite que 
lorsque a est point d’accumulation de D,\{a}, car on 
ne peut définir cette notion pour un point isolé de D}. 


Au lieu de lim (+), on peut s'intéresser à 
Jim /Ca+ h) avec hæ O et a + h E D, ce qui 
ag 

ne change pas la déf. On peut alors se limiter à 4 > 0 
(limite à droite) ou à h < 0 (limite à gauche). 
Quelquefois, seule une de ces deux limites existe alors 
que l’autre n'existe pas (fig. C,). 

Si la limite à gauche et la limite à droite existent et 


ont la même valeur, alors cette valeur est la valeur 
limite de la fonction. 

Afin de prouver que la limite de f n'existe pas en un 
point a, il suffit de trouver une suite de base 
particulière telle que la suite des valeurs de la fonction 
correspondante ne converge pas (fig. C;). 
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am s 
Hi 


lim f(0—h=-"0 dim (= 00 lim f()= +00 


D UE e 
dim f(9=0 lim fQ) 


a en 


lim f(x) = + 00 


dim, f@L0 


lim J (0 + h) = + 00 


À lim f(x) n'existe pas 


Limites infinies 


Exemple : soit f: IR \ {1} —> R définie par x — f (x) = AT 
AE x 
Alors lim f (x)= pour tout a € R\{-1}. 

x—a a+! 


Preuve : Soit £ e R*+ (fixé). Alors : 
f(x) -f(a)l = | 


TARN geal. 
x+1 a+1| |x+1[{a+1| 


On prend à = min (£ (a+ 1, Lja +1 I) : alors pour tout x E€ D,\ {a} 


tel que lx- al <ô, lx+11> 1 la +11 d'où 


|x-a] 5la+il 
a—Ô xa  a+ô Mallet TR 2 a 
Ex+1f{a+1l lasi? 


Application de la proposition 2 


He U; (a) == 


— qa — 


Jim x, = a - a a+ 


c V x) (lim x, = a= lim f(x) = f(a) V U, (f(a)) I U; (a) (S LU, (a)l € U, (S (0) 
l pour x € Q 
-I pour x E R \Q 


f n’est continue en aucun point, car pour tout 
a € R on peut construire une suite (x) avec 
Xy-1 € Qetx,, € IR \ Q convergeant vers a ; la 

AU, (f0) Y U, (a) (JEU; (a)] £ U,(J')) suite correspondante des valeurs de la fonction 
C3 C, diverge car c’est la suite (1,—1, 1,- 1, ...). 


Continuité, non continuité 
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Limites infinies 

Si pour toutes les suites de base de D;\ {a} 
convergeant vers a E R, les valeurs correspondantes 
de la fonction f divergent fortement vers + % 
(respectivement — œ), on écrit symboliquement 


dim f @)=+% (respectivement lim, f (x) = -0). 


Si D, n’est pas borné à droite (à gauche), alors on peut 
étudier le comportement de la fonction « à l'infini » 
en prenant des suites d’éléments de D, divergeant 
fortement vers + % (— %), et en regardant les valeurs de 
la fonction correspondantes. Si pour toutes ces suites 
(x,), (f (x,)) tend toujours vers la même valeur Z, alors 
on écrit im, SO) 1 (lim, fe 1). 


Si par contre, pour toutes ces suites (x,), (f (x,)) tend 
fortement vers +% (respectivement — %), on écrit 
lin, f@)=+% (lim, f @)= +) 


resp. lim, f (x)=-0 (o lim, f œ) =-% ). Ex. : ill. A. 


Propriétés des valeurs limites 

Les propriétés suivantes sont utiles pour déterminer 

des valeurs limites. 

Prop. 1 : Soient f : D; > R et g : D, > R deux 
fonctions telles que lim f (= r et lim g(@= s. 
‘Alors : xa X+ 4 

(a) Jim, (+ 8) 0) lim (Se go) re s 

(b) Jim, (8) 0) = dim (S Og) =r s 

A s n X, r 

Osig()#0es#0 lim, Ho- in, (26) =$ 

(d) lim I/10) = lim |f Ier 

(e) si f (x) < g (x) ou f (x) < g (x) dans un voisinage de 

a, alors r s s. 

Pour prouver ce qui précède, on utilise la prop. 6 de la 

p. 279. 

Dans la pratique, on montre l'existence de la valeur 

limite d’une fonction grâce à la prop. suivante : 

Prop. 2 : Soit f : D; —> IR une fonction et a E R un 
point d'accumulation de D\ {a}. Alors LE R est 
valeur limite de f en a si, quel que soit € > 0, il existe 
à > 0 tel que pour tout x E D,\ {a} satisfaisant à 
|x- al< 6, on ait | f (x) -L| < e . (ill. B). 


Continuité, fonctions continues 

On définit ici la notion fondamentale de continuité 

d’une fonction : 

Déf. 5 : Soit f: D,— IR une fonction, et soit a E D;tel 
que a soit point d’accumulation de D, \ {a}. Alors f 
est continue en a si la valeur limite de f en a existe 
et vaut f (a), c.-à-d. si din, S&S (a). 


Notons que cela permet d'approcher f (a) grâce aux 
suites de base convergeant vers a (fig. C;). 
Au lieu de considérer lim f(x), on peut aussi 


étudier Jim (ah) avec h#Octa+hED, 
{à 
Si la limite à droite (à gauche) Ji Car h) 


avec h > O (Jim f(a-A) avec h > 0) existe ct 


vaut f (a), f est dite continue à droite (continue à 

gauche). Une fonction f continue à droite et à gauche 

en un point a est continue en a. 

La notion de continuité n’a été définie que pour des 

points d’accumulation a de D; \ {a}. Reste à traiter le 

cas des points isolés de D,. On utilise la déf. suivante : 

Déf. 6 : f : D; —> R est dite continue en tout point 
isolé de D,. 

Déf. 7 : f: D; —> R est dite fonction continue si elle 
est continue en tout point de D,. 

Grâce à la prop. 2, nous pouvons maintenant énoncer 

une caractérisation pratique de la continuité. 

Prop. 3 : f: D;—> R est continue en a E D, si, quel que 
soit € > 0, il existe ô> 0 tel que pour tout x E D, 
satisfaisant à |x- a| < 6, on ait | f (Œ) - f (a)|< £. 


Rem. : Noter l’utilisation de x E D, qui permet de 
traiter les points isolés. 

Si l’on utilise le concept de voisinage pour la 

topologie induite sur D, (p. 219), alors la prop. 

précédente peut être reformulée : 

Prop. 3° : f: D, — R est continue en a E D} si pour 
tout voisinage W (f (a)) de f (a), il existe un 
voisinage V (a) de a (pour la topologie induite sur 
D) tel que f [V (a) € W (f (a)). 

Cette déf. est équivalente à la déf. topologique de 

continuité formulée p. 219. Souvent, on décrit les 

fonctions continues comme « conservant les limites », 

c.-à-d. que pour toute suite (x,) d'éléments de D, 

tendant vers a, on a : 


din, S 6D O= (Jim): 


Si cette propriété est vérifiće, alors on peut en déduire 

la continuité de f en a. Comme le montre la prop. 

suivante, on peut même se passer de la connaissance 
de la valeur à la limite : 

Prop. 4 : f: D, —> R est continue en a E D, si pour 
toutes les suites (x,) d'éléments de D, tendant vers 
a, les suites f (x„) convergent. 

Rem. : La valeur limite des suites f (x,) est forcément 
f (a) puisque la suite (a...a...) est autorisée, et 
puisque la limite de ces suites est un réel unique 
(raisonner en mélangeant deux suites distinctes (x,) 
et (y,) pour obtenir (Xy, Yi X» Yo Xs Vas ve). 


Non-continuité 

De la prop. 4 on déduit que f : D, - R n’est pas 

continue en a s’il existe une suite (x,) d'éléments de 

Dy tendant vers a telle que f(x,) ne converge pas. 

Rem. : Si f (x,) converge vers une limite différente 
de f (a), il suffit de considérer la suite (x,, 4, x, a, 
Xy 4, ...) pour pouvoir appliquer ce qui précède : f 
n’est pas continue en a. 

Si en a E D}, admet une limite à droite et une limite à 

gauche différentes, f n’est pas continue en a. Si l’une 

de ces deux limites coïncide avec f (a), on parle d’un 

saut de la fonction fen a (fig. C;, p. 282, point as). 

De même, on déduit de la prop. 3° que f n’est pas 

continue en a s’il existe un voisinage W (f (a)) de f (a) 

tel que, pour tout voisinage V (a) de a, 

SIVO £ W Ea) (fig. C). 

Rem. : Il existe des fonctions f : IR — R qui ne sont 
continues en aucun point (fig. C4). 
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g œ fexiste car W, € D, 


f:[-1,11-R continue g: R*+ — R continue 


glu) = yu 


IO) 


Composition de fonctions continues 


max (f (la, bl)) 


min (f ([a, b])) 
B | 


(1) L'ensemble image MEN est un segment (pouvant être réduit à un point, cf. illustration B,), qui 
contient le segment d’extrémités f (a), f (b). 


(2) max (f ([a, b})) et min (f ([a, b])) existent et f ([a, b]) = [min (f ([a, b])), max (f (La, b1))] 


Propriétés des fonctions continues 


f:Q — R définie par 
x f(x) =l est 
continue 


y: D> R continue f: D, R continue 


Vo o 
D;=Q D,= [a,b] N {x} D= la. b] N {xo} 


La fonction représentée page fest prolongeable continû- f west pas prolongeable conti- 
284, illustration C4, en est un ment au point x, et la valeur nûment en xo, puisque r # s$. 
prolongement qui n'est du prolongement g (x) est 


G; continu en aucun point. C; obligatoirement F C; 


Prolongement continu 
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Exemples de fonctions continues 

Dans les ex. de Pill. A, p. 282, les fonctions représentées 
en À, et A, sont continues, alors que celles en A, et 
en À, ont un point de discontinuité unique. La fonction 
représentée sur la figure A; admet même une infinité de 
points de discontinuité. 

Grâce à la prop. 4, on montre facilement que toute 
fonction constante et que la fonction identité 1% sont 
continues. Grâce à ces fonctions, on peut engendrer une 
classe importante de fonctions continues, celle des 
fonctions rationnelles (voir plus haut). Par ailleurs, la 
fonction racine f: [0, + œ| —> R définie par Jx) = Vx et 
les fonctions trigonométriques sont aussi continues. 


Opérations rationnelles sur les fonctions et 
composition de fonctions continues 
Toute fonction rationnelle est engendrée par les 
fonctions constantes et par la fonction identité 14 (cf. 
p. 283). Ces fonctions étant continues, cela implique la 
continuité des fonctions rationnelles car la continuité 
est conservée lors de l’utilisation d'opérations 
rationnelles sur les fonctions, comme le montre : 
Prop. 5 : Si f et g sont continues en un point 
a E D; N Dy alors f + g, f- 8, f > g sont aussi 
continues en a, et si a E D, N D xig (x) = 0}, 
f. l'est également. 


Rem. : Cette prop. peut être prouvée à Paide de la 
prop. 1L. 

On en déduit immédiatement l’énoncé suivant : 

Prop. 6 : Toute fonction rationnelle est continue. 

Souvent, on peut considérer une fonction 4 comme 

une composée de deux fonctions continues f et g : 

h = g ° f (ex. : fig. A). Alors 4 est aussi continue, 

d’après la prop. suivante : 

Prop. 7 : Si f (D) S D, et si f est continue en a E D, 
et g est continue en f (a) E D, alors g ° f est 
continue en a. 

Voici des corollaires de cet énoncé : 

(1) Pour toute fonction f continue en a € D}, alors la 

fonction | f| : D; — R définie par x — | f(x) | est 

continue. En effet | f | est la composée de f et de la 
fonction valeur absolue, qui est une fonction continue 

(p. 282, figure A). 

(2) Pour toute fonction f continue en a € D, et tout 

sous-ensemble M de D, tel que a E M, la restriction 

de f à M, notée fy est continue puisqu'elle peut 
s'écrire comme composée f ° i de deux fonctions 

continues, į étant l'injection į : M —> D; (p. 33). 


Propriétés des fonctions continues 
Les prop. des fonctions continues définies sur un 
segment [a, b] ont une grande importance. En effet les 
prop. topologiques des segments de IR sont très fortes : 
ce sont les seuls sous-ensembles non vides, connexes, 
fermés et bornés de IR, c.-à-d. en fait les seuls sous- 
ensembles de IR à la fois compacts et connexes. 

On obtient alors (voir ill. B) : 

Prop. 8 (th. du transport des intervalles) : Si f est 
une fonction définie sur un segment [a, b] et 
continue sur cet intervalle, alors l'ensemble image 
f({a,b]) est un segment. 


Cet énoncé contient en fait deux prop. différentes qui 

sont souvent utilisées séparément : 

Prop. 9 (th. de la valeur intermédiaire) : Si 
f: D; —> W est une fonction continue et si D, 
contient un segment [a, b], alors pour tout réel r 
compris entre f (a) et f (b) supposés distincts 
(F(a) < r < f (b) ou f (b) < r < f (a)), il existe un réel 
c E Ja, b| tel que f (c) = r. r est dit valeur 
intermédiaire. 

Prop. 10 : Soit f une fonction continue définie sur un 
segment [a, b]. Alors max (f [a, b]) et min (f [a, b]) 
existent. 

Rem. 1 : On peut étendre la prop. 8. Si l’on remplace 
le segment par un intervalle quelconque, l’ensemble 
image est encore un intervalle. Cela vient du 
transport des propriétés de connexité par les 
applications continues (cf. p. 223) et du fait que les 
seuls sous-ensembles de IR connexes et non vides 
sont ses intervalles (cf. p. 213). 

Rem. 2 : Si dans la prop. 9, on a de plus 
f(a) < 0 < f(b) ou f(b) < 0 < f (a), on obtient 
l'existence de c € [a, b] tel que f (c) = 0 (fig. B;). 
Une conséquence de cette propriété est qu’une 
fonction polynomiale de degré impair s’annule en 
au moins un point, c.-à-d. que son graphe coupe 
l'axe des abs š en au moins un point. 

Rem. 3 : Le maximum, resp. le minimum de 
l’ensemble image peut être atteint en l’une des 
bornes du segment (fig. B;). Remarquons que 
l'hypothèse de segment est fondamentale car la 
prop. 10 n’est plus valable dans le cas d’intervalles 
quelconques. Par exemple, la fonction 
trigonométrique tangente (tan) est continue sur 

x 3n 


=] et mest pas bornée. 
22 Pi 


Prolongement continu d’une fonction 

D’après la seconde conséquence de la prop. 7, la 

continuité est conservée lors d’une restriction d’une 

fonction continue, mais il n’en est plus de même en 
général lors d’un prolongement d’une fonction 

continue (cf, p. 33). 

Déf. 8 : f: D, — R est dite prolongeable continâment 
en a ® D; s’il existe g : D, > R avec D, C Dy 
a E Dy, 8D; =f, g continue en a. On notera que si 
g est continue sur D,, f est également continue sur 
D, f est la restriction de g à Dj, g est un 
prolongement continu de fà D,. 

Si a n'appartient pas à l’adhérence de D,, f est 

prolongeable continûment en a d'une infinité de 

façons. Si a est un point d’accumulation de D; sans lui 

appartenir, on ne peut prolonger f continûment en a 

que si dim, f(x) existe et est choisie comme valeur 

ED; 

pour le prolongement continu de f en a. 

Prop. 11 : Si x, E [a, b], si f : [a, b]\{xo} > R est 
continue, on pourra prolonger f en fonction 
continue sur |a, b] à la seule condition que 
L= lim fa) existe. 

X> Xp 
x€{a, b|\ (xo) 


Alors le prolongement est unique : f (xo) = L. 
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Ai f bijective A,  f:D, Y D, > [0, 1] définie par 


a xpour xe D, 
xt ft, REP D, 


D; = R40; 4[ wW, =x R* U [- $; 0] 
—— - 
0ł1 x -i Ofl iț----------------- 


fest 
bijective et 
continue 

saufen 1. 


ses fr l'existe mais f~! 
n’est continue en 
aucun point 


Le graphe de f-! s'obtient par symétrie par 
rapport à la droite y = x si le repère est 
orthonormé. 


Raisonnement par l'absurde : 

On suppose que pour tout € > 0) fixé, il existe ô (£) tel que 
V x; et x, dans D, vérifiant Ix, - x,l < ô (e) 
on ait (f(x) -S 0) < E 

f:10, 1] — R définie par On prend £= l et ò(1)= 8< 1. 


xe f(x = Pour x, = vs ct x, = 1LVs-1 ð, on n'a pas 
I&)-/&)l<1. 


exil ten nu 
Fire ea 


Jola) H) avec f, (x) = x" 


x (EN) 
Ji (a) fo =1 
hla) ian 


LO = x? 
R PQ = x 


continu T 
D,= [0,1] x Pour toute bande de largeur 2e autour du 
suite de fonctions continues O pour 0 < x<1 graphe de la fonction limite, il existe s € N 
Comme lim / (x)= tel que tous les graphes des fonctions f, pour 
HEA il grap n P! 


l pour x= 1 ï 
pe n > n soient dans la bande, 


© la fonction limite n`est pas continue en 1 


Suite de fonctions continues Convergence uniforme 
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Inversibilité et continuité 

A une fonction f bijective on peut associer une fonction 

inverse, notée f~! (cf. p. 33). Ex. : fig. A}. 

Si f est bijective et continue en a € D,, f- ' existe bien 

mais rien ne garantit que f-! soit continue en f (a) 

(fig. A,). Par contre, les résultats suivants sont vérifiés : 

Prop. 12 : Si f est une fonction définie sur un 
intervalle, bijective et continue, alors la fonction 
inverse [est continue. 

Prop. 13 : Si f est une fonction définie et continue sur 
un intervalle, strictement monotone, alors la 
fonction inverse f- ' existe et est continue. 

Pour prouver cette propriété, on utilise le fait qu’une 

fonction strictement monotone est continue lorsque 

l’ensemble des images est un intervalle. 


Continuité uniforme 

Pour une fonction continue f, on peut approcher sa 

valeur en un point a € D; en se plaçant suffisamment 

près de a, comme l’exprime la prop. 3. En effet, la 

continuité implique pour n'importe quel € > 0 

l'existence d’un ô > 0 (dépendant de a et de €) tel que 

Vx E D, |x - al < ô = |f{x) - f(a)| < €. Il 

faut cependant noter que la qualité de l’approximation 

(c.-à-d. la relation entre ô et €) dépend du point a 

considéré. Il est donc intéressant d'étudier si une 

approximation indépendante de a peut être étendue à 

tout D,, c.-à-d. si à peut n’être fonction que de £. 

Cette propriété n’étant pas valable pour toutes les 

fonctions continues, il faut donc définir des fonctions 

continues particulières. 

Déf. 9 : Une fonction f : D, > W est dite 
uniformément continue, si pour tout € > 0, il existe 
à > O tel que pour tous a E D, et x E D,, 
|x- a| < 8 = |x) -f{a)| < €. 

On en déduit immédiatement : 

Prop. 14 : Toute fonction uniformément continue est 
continue. 

L'inverse étant faux en général, on a cependant sous 

certaines hypothèses un énoncé réciproque : 

Prop. 15 : Une fonction continue définie sur un 
segment |a, b] est uniformément continue. 

Rem. : La propriété décisive utilisée dans la justification 
de cette propriété est la compacité de [a, b]. 


Suites de fonctions, convergence uniforme 
A tout x E R on peut associer une suite de nombres 


Dans le cas où ces suites convergent, l’ensemble des 
limites permet de définir une appl. de IR dans R. 
Cependant on peut aussi considérer que l’on 
s'intéresse à une suite de fonctions (f, (x), f (x), ….). 


réels, comme par ex. la suite |x, x - 


à 
. X` 
Dans notre ex., on aurait f, (x) =x, f,(x)= x - zp etc. 
On appelle alors la fonction obtenue comme ensemble 
des limites fonction limite. Dans l’ex., la fonction limite 
est sin (x) (p. 308, ill. D). On dit alors que la suite de 
fonctions donnée converge vers la fonction sinus. 


Déf. 10 : Une suite (f,) de fonctions f, : D, >R 
(avec n E IN) est dite convergente en a E D avec 
D= A D; si (f, (a)) est une suite convergente. 

v0 Ay 


(f) est dite convergente sur D vers f: D —> R si en 
tout point a de D, f(a)= lim, f,(@) existe. On 


appelle alors f la fonction limite de la suite (f,). 


Rem. : Dans le cas où (f,) ne converge pas en un point 
a E D, on dit que la suite de fonctions est 
divergente sur D. 

On peut maintenant se demander si une limite de 

fonctions continues est continue. En général, cette 

propriété n’est pas vérifiée (ill. C). Pour obtenir un 
résultat positif, on introduit : 


Déf. 11 : (f,) est dite uniformément convergente vers f 
sur D, si pour tout € > 0, il existe n E N tel que pour 
tout x € D et tout n = ny, (f(x) - A)| < € (ill. D). 

Prop. 16 : Une suite de fonctions continues 
uniformément convergente sur D converge vers une 
fonction continue sur D. 

Rem. : Il existe cependant des suites de fonctions 
continues convergeant vers une fonction continue 
sans pour autant converger uniformément. 


Séries de fonctions, séries entières 
Le concept de série de fonctions est construit par 
analogie avec les séries de réels (p. 279). 


Déf. 12 : La suite (s,) que l’on associe à une suite (f,) 
par Vans ft à f s'appelle série de 
fonctions. Quand la série converge, on note sa 
fonction limite D fv . On peut donc représenter la 


fonction sin par 


2v+1 D. oy 
jen -1)”x%+1 


vlr a e a N EE 
$c 1) NEST , C.-à-d, sin x à Can} 


Il s’agit donc d’une « fonction polynomiale infinie », 
ou série entière. 


Déf, 13 : p = È a, (lg)', soit p (x) = È a, x est dite 
série entière, 

Une série entière ne converge pas en général sur tout R. 

Prop. 17 : Si une série entière converge ailleurs 
qu'en À mais ne converge pas sur tout R, alors il 
existe un réel r > 0 tel que la série converge pour 
tout |x| < r et diverge pour tout |x| > r . On peut 


eur 
lim / 


r s'appelle rayon de convergence de la série, et ]- r, r| 

l'intervalle de convergence. 

On ne donne dans cette prop. aucun détail sur la 

situation en x = + r. Il existe des séries qui convergent 

ou qui divergent en ces points. 

Rem. : Si la série ne converge que pour x = 0 on écrit 
par extension r = 0, 

Applications : p. 299 et suivantes. 


prouver que: r =R: 
a n | 
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Problème de la tangente 

À quelle condition suffisante doit satisfaire la 
fonction f pour qu'une sécante passant par 
(x, f(x) et (x + h, f (x + h)) admette une 
position limite appelée Jigen] lorsque 4 tend 
vers 0 ? 

On peut énoncer : si f est dérivable en x, la 
tangente existe. Sa pente est f” (x). 


Sth- Sf) 
| 


L'accroissement relatif de f à partir du point x 
correspond approximativement à f' (x), soit : 


pour À suffisamment petit. 


A 


Lien entre les problèmes de tangente et d’aire 


Classification des fonctions réelles de la variable réelle 


Problème de l'aire 

À quelle condition suffisante doit satisfaire la 
fonction positive f pour que la partie limitée par 
la courbe y = f (x), l’axe des x, les parallèles à 
Oy d’abscisses resp. a et y admette une Date ? 
On peut énoncer : si f est RIEMANN-intégrable, 


x 
cette aire existe et vaut | f@dt 
Ja 


hst- 
Il 


L’accroissement relatif de 1, à partir du point x 
correspond approximativement à f (x), soit : 


pour h suffisamment petit. 


Introduction 

L'analyse et ses différents domaines constituent l’une 
des plus vastes disciplines mathématiques. L'objet 
fondamental de l'analyse est l'obtention de valeurs 
limites à partir de fonctions au moyen de procédés 
infinitésimaux, dont les plus importants sont la 
différentiation et l'intégration des fonctions. 

Les domaines de l’analyse qui traitent de ces 
problèmes fondamentaux sont le calcul différentiel et 
le calcul intégral, que l’on réunit aussi sous le nom 
de calcul infinitésimal. Les autres domaines auxquels 
touche l'analyse, présupposant la connaissance du 
calcul infinitésimal, sont l'analyse fonctionnelle, la 
théorie des équations différentielles, la géométrie 
différentielle et la théorie des fonctions. 

Dans la suite on traitera le calcul différentiel avant le 
calcul intégral, mais il serait possible de faire l'inverse. 
On examinera d’abord le cas particulier des fonctions 
f réelles de la variable réelle pour lesquelles d’une 
part les deux notions de dérivabilité et de différen- 
tiabilité sont équivalentes, et d'autre part les deux 
opérations de différentiation et d'intégration ont un 
lien remarquable. Les finalités de ces deux opérations 
sont pourtant bien différentes au premier abord : le 
calcul différentiel recherche la pente d’une tangente à 
une courbe d’équation y = f (x), le calcul intégral vise 
à évaluer l'aire d’une surface limitée par cette même 
courbe. 

Le calcul infinitésimal doit d’abord préciser les 
notions de pente et d’aire ; on en tire alors les notions 
respectives de différentiabilité et d'intégrabilité de f 
(fig. A). 

Il y a entre celles-ci un lien très important. La pente 
f'(x) du graphe d’une fonction différentiable 
f: a, b] — R* en un point d’abscisse x et Paire Z, (x) 
de la surface située sous la courbe mais au-dessus de 
laxe des x, entre les abscisses a fixée et x variable, 
peuvent être interprétées comme les valeurs en x de 
deux fonctions f’ et Z,. Le rôle joué par f vis-à-vis de 
f’ est semblable à celui que joue Z, vis-à-vis de f : la 
variation de la valeur de la première fonction pour 
une variation 4 de son argument à partir de x est 
approximativement donnée par la valeur de la seconde 
fonction en x multipliée par 4, et ce avec d’autant plus 
de précision que A est petit (fig. A). 

Les fonctions différentiables f sont toutes intégrables, 
la réciproque est fausse. L'ensemble des fonctions 
intégrables contient donc celui des fonctions 
différentiables. Entre les notions de différentiabilité et 
d’intégrabilité se place celle de continuité, qui peut 
d’ailleurs être introduite directement par la notion de 
valeur limite (p. 285). Avec d’autres notions structu- 
relles introduites par le calcul infinitésimal, apparaît 
ainsi la possibilité d’une classification des fonctions 
(tab. B). 

La construction du calcul différentiel dans les pages 
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suivantes part du problème de la tangente (p. 293) ; le 
prolongement par continuité de la fonction « taux 
d’accroissement au voisinage d’un point » introduit la 
notion de différentiabilité en un point puis sur un 
sous-ensemble du domaine de définition, et 
finalement celle de dérivée. Suivent des règles de 
dérivation et des th. fondamentaux liant une fonction 
à sa ou ses dérivées (accroissements finis, monotonie, 
p. 297, développements de TAYLOR, p. 299). L'appro- 
ximation des fonctions différentiables par des 
fonctions affines conduit à la notion de différentielle 
(p. 297). Plus loin sont établis des critères importants 
pour le traitement des problèmes de recherche 
d’extremums et des études de courbes (p. 303). 

Les résultats obtenus sont ensuite appliqués à l'étude de 
classes de fonctions particulières. Après les fonctions 
rationnelles (p. 303 sqq.) et algébriques (p. 307), on 
considère la fonction exponentielle, les fonctions trigo- 
nométriques hyperboliques et circulaires ainsi que 
leurs fonctions réciproques, mais aussi la fonction T et 
la fonction & de RIEMANN (p. 309 sqq.) qui sont 
indispensables pour la théorie des nombres. 

Les études suivantes concernent l’approximation de 
fonctions par des fonctions de classes particulières 
(p. 313), l’interpolation d'un ensemble de couples de 
valeurs numériques par des fonctions appropriées 
(p. 315) ou encore la résolution numérique d'équa- 
tions (p. 317). 

Après l'étude des fonctions différentiables d’une 
variable réelle, on passe aux fonctions de plusieurs 
variables. On dit de telles fonctions qu’elles sont 
différentiables si l’on peut les approcher affinement ; 
les analogies sont alors nombreuses avec le cas des 
fonctions d’une seule variable. Si l’on considère un 
n-uplets de réels comme un point de R”, m fonctions 
de n variables s’interprètent comme une application 
d’un ensemble de points de IR" dans un ensemble de 
points de R” (fonctions de R” dans R”, p. 319 sqq.). 
De nombreux problèmes physiques, qui font 
intervenir de tels espaces vectoriels réels, peuvent 
ainsi être traités par l'analyse. Autre problème 
important, l'inversion d'un système de fonctions (ou 
d'une fonction de R” dans R”) : elle implique 
l'inversion de son système d’approximations 
linéaires, et cette condition s’avère suffisante, du 
moins pour l'inversion locale. Dans ce contexte 
se placent aussi les fonctions implicites et leurs 
problèmes de recherche d'extremums locaux (p. 325). 
Lors du passage des fonctions d’une variable aux 
fonctions de plusieurs variables, des généralisations 
ultérieures sont annoncées. Ainsi l'analyse fonc- 
tionnelle tente de transposer les résultats du calcul 
infinitésimal à des espaces vectoriels plus généraux, 
tandis que la théorie des fonctions pose des problèmes 
semblables pour des fonctions définies sur — et à 
valeur dans — des espaces vectoriels complexes. 
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Passage de la sécante dr (4, B) 
à la tangente en A : 


SR) f (a) 
x-a ’ 
pente de la tangente mi, (a) = tang, = lim m(x). 


pente de la sécante m, (x) = tang, = 


FRR dél. par x- f(x) = x? 
Na + da 

mx) = l =x+a pour x +a 
S= 

m, est prolongeable par continuité 


en a. Ona 


JfiR>R déf. par x= f(x) = |x| 


m, (a) = lim m(x) = 2a 


a Ixl- lal 
mes La dérivée f’ de f'est définie 
Pour a # 0 (par ex. a = 1) m, est par f'(x)=2x. 
prolongeable par continuité en a. À, 


Le graphe de couleur verte est celui de la 
E 
Az dérivée f". 


Problème de la tangente (A;), fonction « taux d’accroissement » et dérivée (A;, A3) 


Soit g : D, R la fonction définie par récurrence sur l’ensemble D, de tous les nombres rationnels x ER 
m r 
de la forme x ==, avec m EZ, n EN par: 


a) a(z) ai 1 ( m b m+i )) Sa (5) Ha (=) 

m ("tt (3m+2\ [7 (y) o( Co) a E a E a 

( o| EE a 2 0 m) | p m\ f[m+i 
JU E r> San) 59| z) 


Le dessin représente les valeurs prises par la 
fonction pour n E {0, 1, 2, 3}. g est uniformément 
continue sur D,, car 


Yn EN, Wx’, x" E€ D, /|x'- x" < 7 
= [8 BOSA) 


Donc g est continue sur D, mais Va ED,, m, (x) n'est 
pas borné sur D,. Donc g n’est dérivable en aucun 
point de D,. Comme D, est dense dans R et que g est 
uniformément continue sur D, g est prolongeable en 
une fonction f uniformément continue sur R, donc 
continue sur IR, mais f n’est dérivable en aucun point 
fa) fe) 
x" 


x" 


on étudie 


„X <a<x",x"-x — o} 
B 


Exemple d’une fonction continue ct nulle part différentiable 
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Problème de la tangente 

Le problème géométrique de la construction de la 
tangente en un point à une courbe donnée débouche 
sur le calcul différentiel (LeIBntz). Pour obtenir la 
tangente en un point A d’une courbe y = f (x), on 
prend sur cette courbe un point B distinct de À, on 
trace la droite dr (4, B) (appelée sécante), puis on 
déplace le point B sur la courbe en direction de A. S’il 
existe pour la sécante une position limite qui ne 
dépend pas du côté par lequel on s’approche du point À, 
on définit la tangente par cette position limite (fig. A,). 
Différentiabilité et dérivabilité 

Comme la courbe est le graphe d’une fonction 
f: D; —> R, ce problème peut se poser dans les termes 
suivants : on cherche à savoir si la pente de la sécante 
a une valeur limite ou diverge fortement (tangente 
parallèle à l’axe des y), la pente d’une droite étant, 
dans ro.n, la tangente de son angle d'inclinaison a 
par rapport à l'axe des abscisses (fig. A;). 

Pour A (a, f(a)) et B(x, 10) avec aED; et 
xED,\ {a}, la pente de la sécante est 


mo- OO 


tion de D, ci est bien le cas si D, est un intervalle), 


. Si a est un point d’accumula- 


l'existence de lim m, (x) équivaut à celle d’un 
xa 


prolongement par continuité en a de la fonction 
« taux d’accroissement en a » m, : D; \{a} > R 
définie par x 1> m, (x) (fig. A», A3) : si m, : D; > R 
est ce prolongement continu en 4, on a : 
m,/D;Ma}=m, et m, (a) = lim, m(x). 


On note souvent 4 ou Ax la différence x — a, le taux 
d’accroissement s’écrivant alors 
f@+h)=f@ Afo 
h “TA 
rappelle qu’il s’agit de la différence entre les valeurs 
d’une même coordonnée (abscisse au dénominateur, 
ordonnée au numérateur) au point À et au point B. 
Déf. 1 : La fonction f: D, R est dite différentia- 
ble en a ED, (au point aED)) si a est un point 
d’accumulation de D, et s’il existe p,EIR tel que 
LR) -S0 - (x a) pu = (x a) €, (A) où €, (a) = 0 
et €, (x) est continue en a. 
Si p, existe, on montre facilement qu’il est unique. 
Déf. 2 : La fonction f : D, — R est dite dérivable en 
a E D, si a est un point d’accumulation de D, et si 
la fonction « taux d’accroissement en a », m, est 
prolongeable par continuité en a ; m, (a) est alors 
appelé dérivée de f au point a. 
Pour une fonction réelle de la variable réelle, les 
notions de différentiabilité et de dérivabilité sont 
équivalentes (si p, existe, m, (a) existe et vaut p, et 
réciproquement). 
Si Dp est l’ensemble des «ED, où f est dérivable, la 
fonction f’ : Dp — IR définie par : 


m, (a + h) = ; la lettre A 


at f'(a)= lim m (x) est appelée dérivée de f. 


En pratique on écrit la dérivée f’ comme une fonction 
de x, en remplaçant a par x. Au lieu de f’ (x) on utilise 


Sew) 


aussi la notation de LEIBNIZ — = représentant sym- 


2e ) . Les diffé- 
rentielles 4f(x) et dx ne sont n: en i revanehe les 
limites de A f(x) et Ax, qui sont toutes deux nulles (voir 
plus loin p. 297). Si Pon pose y = f (x), on trouve 


boliquement la limite du quotient - 


aussi pour la dérivée de f Pécriture y' = f’ (x) = z $ 

Rem. : Si D, est un intervalle, il suffit que f soit 
différentiable en a ED, pour que la courbe y = f (x) 
admette une tangente en À (a, f (a)). Mais ce n’est 
pas nécessaire : ainsi la courbe y = Yx (D; = R) 
admet une tangente en (0, 0) mais n’est pas diffé- 
rentiable en x = 0. 

Différentiabilité et continuité 

Th. 1 : Toute fonction f : D, R différentiable en 
a E D} est continue en ce point. 

D’après la déf. de m, (x), pour toute fonction f 

différentiable en a ED}, on a : 

VxED,, fœ) =f (a) + (x-a) m, (x). 

De la continuité de m, (x) en a on déduit d’après le th. 5 

p. 287 la continuité de fen a. 

La réciproque du th, 1 est fausse : par ex. la fonction 

« valeur absolue » définie sur R par x > |x| est 

continue mais non différentiable en x = 0 (fig. A). I 

existe même des fonctions partout continues mais 

nulle part différentiables (fig. B). 

Règles de dérivation 

Les dérivées des fonctions simples se calculent 

facilement d’après la déf. 1. 

Th. 2 : Pour la fonction constante f : R — {c} on a 
VxER, f'(» =0. 

Th. 3 : Pour la fonction identité f : R — IR définie 
par xt x on a VxER, f'(x) = 1. 

En effet, Va ER, VxER, m, (x) = 0 pour le th. 2 et 

m, (x) = 1 pour le th. 3 

La dérivation d’une fonction construite à partir 

d'opérations rationnelles (p. 283) sur des fonctions 

différentiables est l’objet du th. 5 ; elle nécessite 
l'usage de la règle de restriction suivante : 

Th. 4 : Si la fonction f : D; > R est restreinte à 
EC D; et si a est un point d'accumulation de E 
appartenant à D; alors on a (fg) (a) = f'(a). 

fx peut être dérivable en un point sans que f le soit ; 

par ex., les restrictions de la fonction « valeur 

absolue » à R+, resp. IR- sont dérivables en x = 0 mais 
la fonction « valeur absolue » ne l’est pas (on parle 
de dérivabilité à gauche ou à droite), 

Th. 5 : Si f et g sont deux fonctions dérivables, on a 
dans l'intersection des domaines de déf. des 
fonctions considérées : 

- la règle d'addition : (f + g) =f' = g', 
- la règle du produit : (f gY =f'"g+f"g, 
-la règle du quotient : 


(a) -AE ewo. 


Conséquences : 
(1) La règle des puissances : Vn EZ la dérivée 
de la fonction puissance x> f(x)=x" est 
f' (Œ) = nx" "(démonstration par récurrence). 
(2) Un facteur constant n'est pas affecté par la 


différentiation : (c: fY (x) = ef" (x). 
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Soit f: R — R déf. par 


fx? sin} pour x e IR\{0}, 
raSo | 0 pour x =0. 
fest différentiable. On a 


F= | 


On étudie maintenant la suite (x,) des 
zéros positifs de f, telle que 

X, = 1, n EN\(O}. 
Ona lim x,=0, mais 


aD =, 1,1, — 1,1 E Y 
de sorte que lim f'(x) n'existe pas. 
nr 


2x sint — cos! pour x EIR\{0}, 
0 pour x = 0. 


f' n’est donc pas continue au point 0. 
(G(x) = x?, g(x) = — x?) 


SONEA Ex a th 


f(x) =0 pour n > 4 


Différentiation graphique 
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Composition de fonctions différentiables 

On peut obtenir de nombreuses fonctions par 
composition de fonctions plus simples. Par ex., si 
fiR —> R etg: IR — R sont définies resp. par 

x f(x)=3x+5x-7 etu g (u) = u’, la 
composée A = g ° f: R —> R est définie par 

x> A (x) =g (fœ) = BX + 5x- 7)”. f g, h sont 
différentiables ; on peut calculer A’ en développant 
d’abord A puis en dérivant terme à terme le polynôme 
obtenu, mais au prix d’un fastidieux travail que 
l'application du th. suivant permet d’éviter. 


Th. 6 (règle de composition) : Si f et g sont diffé- 
rentiables resp. en a ED, et f (a)ED,, alors g ° f est 
aussi différentiable en a et 
(of) (a)= 8" (F) F 0, soit (g0 fY = 8f) S". 

Pour montrer ce résultat on considère les pro- 

longements continus resp. m, et n,4 des fonctions 

« taux d’accroissement » de fet de g. De 

eNe NOAA- SAO) iA) 

= (g° f) (0) + (x-a) (m (sc P)O 

il résulte que m, * (7 fa) ° f) est un prolongement de la 

fonction « taux d’accroissement » de g ° f ; produit de 

fonctions continues, ce prolongement est continu en a, 

donc g ° f est différentiable en a et possède en ce 

point la dérivée annoncée. 

En appliquant la règle de composition à l'ex. intro- 

ductif, de f'(x) = 6 x + 5 et g' (u) = 12 u" on déduit 

h =g (FA) A= 12B + 5x7)" (6x + 5). 

Rem. : En adoptant la notation de LEIBNIZ, avec 


y = g (u) ct u = f (x) d'où y = g (f (x), la règle de 
composition prend une formulation très simple dont la 


Antenne tes dy dy du 

trivialité n’est qu'apparente : FY = Fy dy 

Différentiation des fonctions réciproques 

On sait que certaines fonctions sont inversibles, 

c.-à-d. admettent une fonction réciproque ou inverse 

(p. 289) ; dans le cas d’une fonction inversible f, on 

peut se demander si les propriétés éventuelles de 

continuité ou de différentiabilité de f restent valables 

pour f =". Dans le cas général ce n’est vrai ni pour 

la continuité, ni pour la différentiabilité (voir lex. 

fig. A, p. 288) ; pour la différentiabilité de f =! on 

dispose du th. suivant : 

Th. 7 : Soit f inversible, différentiable en a, soit f~' 
sa réciproque. Si f'(a) # 0 et si f~? est continue en 
f (a), alors f =" est aussi différentiable en f (a) et 

-1y aab e s 21 

EYU Fg VE pre 

L'ex. rappelé plus haut montre que la continuité de f~’ 

en f (a), qui est nécessaire, ne découle pas forcément 

de la différentiabilité de fen a ; le th. 12 p. 289 assure 

que f~’ est continue en f (a) si f est continue sur un 

intervalle ouvert contenant a. 

Avec la notation de LEIBNIZ, la règle de différentiation 


du th. 7 s’écrit : dx _ 1 à 
dy dy 
dx 
On considère par ex. la fonction réciproque de 
f: R, — R;, définie par xt x. Alors f~! (y) = yy et 
Hoe Lel. ios bles cu lesquelles 
(C0) 2x7 2jy (les variables sur lesquelles 
portent f et f~! sont notées différemment dans un seul 
souci de clarté). 
Dérivées successives 
La dérivée f’ d’une fonction f peut elle-même être 
différentiable, mais elle ne l’est pas toujours. Par ex. 
la fonction f : R —> R définie par x > x > |x| est 
différentiable en tout point alors que sa dérivée 
f'(x) = 2: |x| ne l’est pas en x = 0. Si Dp est 
l’ensemble des points x E Dp où f’ est différentiable, 
la dérivée f” : Dp — R de f’ est appelée dérivée 
seconde de f ; de même on définit de façon plus 
générale la dérivée ni" de f. On appelle ainsi f’ 
dérivée première de f et par convention la dérivée à 
Pordre zéro de f est f. L'ordre de la dérivée est 
représenté, en exposant, par des traits obliques ou par 
un entier placé entre parenthèses : f ® symbolise la 
dérivée nt" de f, et par déf. f = ( fÜ-0) si n > 0. 
n 

La notation de LEIBNIZ pour la dérivée n°" est 2 y 5 
Déf. 3 : Pour n E N, la fonction f : D, — R est dite 

n-fois différentiable en a (sur E) si a E Djw (E S Djo). 

Si Djo = D}, f est dite n-fois différentiable. 
Dans de nombreux cas la propriété suivante s'avère 
également utile : 


Déf. 4 : Pour n E N, la fonction f : D, R est dite 
n-fois continâment différentiable en a (sur E, sur 
D) si d’une part elle est n-fois différentiable en a 
(sur E, sur D)), et si d'autre part f © est continue en a 
(sur £, sur D). 

L'ex. de la fig. A montre qu’une fonction différen- 

tiable n’est pas toujours continûment différentiable. 

Les fonctions n-fois différentiables pour tout n EN 

sont dites indéfiniment différentiables. C’est le cas par 

ex. de toutes les fonctions rationnelles sur leur 

domaine de déf. (fig. B). 


Différentiation graphique 

En pratique on a souvent à étudier des graphes, 
relevés sur feuilles, de fonctions différentiables dont 
on ne connaît aucune autre propriété ; il est alors 
impossible de calculer leurs dérivées. Mais si le relevé 
est soigné, on peut tracer des tangentes à vue d’œil 
avec une bonne précision, et construire ainsi gra- 
phiquement, point par point, les dérivées désirées. La 
fig. C montre le procédé utilisé : on mène par le point 
- 1, 0) la parallèle à la tangente à la courbe en 
x, f(x), qui coupe laxe des ordonnées en (0, f'{x). 
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La fonction différentiable f est monotone 
strictement croissante pour x < a, avec f'(x) > 0 ; 
elle est monotone strictement décroissante pour 
a < x < b, avec f'(x) < 0 ; elle est monotone 
croissante pour x > b, avec f'(x) > 0. 

Pour x = a, f admet un maximum local ; 

pour x = b, f admet un minimum local. 


On a: f'(a)=/f'(b)=0. 


Propriétés de monotonie et dérivée 


fa) = fb) 


f continue sur [a, b], f différentiable 
sur Ja, b[ et f (a) = f (b) => 3c E]Ja, b|, 


c n’est pas nécessairement unique. 


aeQ 
b e R\Q 


JR IR déf. par 
sa | x pourxeQ 

IE 3 + x? pour x e€ R\Q 
fest différentiable en x = 0. On a f' (0) = 1. 
f mest monotone sur aucun voisinage 
Ua (0) = ]- a, a [, 0 < a< 1, bien que l’on ait 
fŒ) <f(0) pour tout xE]- 1, 0[, 
fœ) >f (0) pour tout x> 0. 


Fonction différentielle en 0 mais non monotone 


f continue sur [a, b] et f différentiable 


+ ke, gi CORREA 


c n'est pas nécessairement unique. 


Théorème de ROLLE 


Soit f différentiable sur un voisinage U, (a) de a. 
Soit g, la fonction affine ayant pour graphe la 
tangente en (a, f (a) au graphe de f. 

Alors fest approchée par g,. De 


c.-à-d. que l'approximation est d'autant 
meilleure que x — a et f'(c,)- f’ (a) sont petits. 


Approximation 


Théorème des accroissements finis 


df (x — 4) 


Sous les hypothèses de la fig. E on a 
D) — gula) = (x — a) f'(a). 
On écrit 


Alors on à 
df, = f'(a) dx et dx, = dx. 


Différentielle 
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Extremums locaux, théorème de ROLLE 

La différentiabilité d’une fonction f est une propriété 

locale, cependant il existe un lien étroit entre la 

dérivée d’une fonction en un point a et ses variations 
au voisinage de a (fig. A). Dans certaines conditions 
on peut même exprimer la valeur d’une fonction sur 
l’ensemble de son domaine de déf. à l’aide de ses 

dérivées successives en un seul point (p. 301). 

Th. 1 : Soit f: D, — R une fonction différentiable 
ena; 
si f est monotone croissante sur un voisinage U, (a) 
alors f' (a) = 0, 
si f est monotone décroissante sur un voisinage 
U, (a) alors f' (a) s 0. 

Par contre, si f'(a) # O on ne peut pas en déduire la 

monotonie de f sur un voisinage de a, comme le 

montre l’ex. fig. B. On dispose cependant du th. 
suivant : 

Th. 2 : Soit f : D, —> R une fonction différentiable en 
a ; si f’ (a) > 0, il existe un voisinage U, (a) tel que 
Vx EU, (a), (x <a = f(x) < f (0) 
et (x >a=f(x > f (a). 

On déduit facilement un th. analogue pour une valeur 

négative de la dérivée. Pour conclure sur une éven- 

tuelle monotonie, il faut des conditions plus restric- 

tives (cf. th. 7). 

Déf. : f: D; —> IR admet en c ED, un extremum local 
s’il existe un voisinage U, (c) tel que : 

f(c) = max (sU, ©) ou 
f(c) = min | FU, ()}. Si Vx EU, (© \ {ch 
fŒ) # f (c) Pextremum est dit strict. 

Th. 3 : Si f: D; — R admet en c E Dp un extremum 
local, alors f’ (c) = 0. 

La réciproque de ce th. est fausse, comme le montre 

lex. de la fonction f: IR — R définie par x > x", 

considérée au point x = 0 : on a bien f'(0) = 0 mais il 

n’y a pas d’extremum local. Par ailleurs, le fait qu’une 

fonction définie et continue sur un segment atteigne son 

maximum ct son minimum permet d'aller plus loin : 

Th. 4 (th. de ROLLE) : Si f: [a, b] > R est continue, 
différentiable sur Ja, b| et si f (a) = f (b), alors il 
existe c E Ja, b| tel que f'(c) = 0. 

Rem. : En pratique un cas particulier est très 

important : 
En prenant f (a) = f (b) = 0, le th. de ROLLE montre 
qu'entre deux zéros d’une fonction remplissant 
les conditions requises, il existe toujours un point 
d'annulation de sa dérivée. 


Th. des accroissements finis 
Le th. de ROLLE amène d'importantes généralisations. 
Th. 5 (th. des accroissements finis) : Si f: [a, b] — IR 
est continue et si elle est différentiable sur Ja, b|, 
alors il existe c € Ja, b| tel que : 
JO)-f(@) _ 
b-a =f. 
Sur le graphe de la fonction, il existe donc un point C 
situé entre A (a, f (a)) et B (b, f (b)) tel que la tangente 
à la courbe en C soit parallèle à la droite dr (A, B) 
(fig. D). 
Th. 6 (th. des accroissements finis généralisé) : Si 
f: la, b] > R etg : [a, b] > R sont continues, si 


elles sont différentiables sur Ja, b|, si g (a) # g (b) 
et si Yx Ela, b|, g'(x) # 0, alors il existe c E]a, b| 
tel que ———— =. 
8E)-8(@) 80 
Pour démontrer le premier (resp. second) de ces th., 
on considère la fonction auxiliaire 4, : [a, b] — R 


définie par x > h, (x) = f (x) - 10-1@ y 


-a 


(resp. h: [a, b] > R définie par 


remse- ELO g 
g(b)- g(a) 
applique le th. de RoLLE. Le th. 5 donne un critère de 
monotonie pour une fonction : 

Th. 7 : Si f : [a, b] > R est continue, si elle est 
différentiable sur Ja, b| et si VxE]a, b|, f'( z 0 
(resp. f'(x) > 0), alors f est monotone croissante 
(resp. strictement croissante). 

On déduit facilement un th. analogue pour la décrois- 

sance (ou décroissance stricte) d’une fonction, 

Le th. suivant constitue un important cas particulier : 

Th. 8: Si f : [a, b] > R est continue, si elle est 
différentiable sur Ja, b| et si Yx E]a, b|, f'(x) = 0, 
alors f est constante. 


(x) à laquelle on 


Différentielle 

Si la fonction f : D, > R est différentiable en a ED;, 
on peut écrire 

Sœ) -f (0) = Œ- a) m, x) = Œ- a) If (a) + €, I] 

où €, (x) = m, (x) — f' (a) est continue et nulle en a. 
Cette écriture incite à considérer comme appro- 
ximation affine de f sur un voisinage de a la fonction 
ga: R > R définie par g, (x) = f (a) + (x - a) f ' (a). 
Si f est différentiable sur un intervalle ouvert 
contenant 4, on peut écrire 

f(x) =f (a) + (x - a) f'(e,) (th. des acc. finis), 
d'où (A) 809 = (a) 1") 0). 

Tant que x — a et f'(x) - f'(a) restent petits, 
f(x) - g (x) Pest aussi (fig. E). Dans le cas d’une 
fonction deux fois différentiable, quand la différence 
f'() -— f'(a) devient trop grande, pour obtenir une 
meilleure approximation de la fonction, on peut 
utiliser la dérivée seconde qui décrit la variation de la 
dérivée première (p. 299). 

Dans beaucoup de problèmes pratiques d’approxi- 
mation, on ne recherche qu’une évaluation grossière 
de la différence f (x) - f (a) et on peut utiliser 
l'expression g, (x) — f (a) = (x — a) f'(a). Le membre 
de droite définit ici une application linéaire df,, 
appelée différentielle de fen a, telle que 

df, (x — a) = (x - a) f ' (a) (fig. F). La valeur en x - a 
de la différentielle en a de la fonction identité est 
x a ; on note cette différentielle dx. En remplaçant, 
on obtient alors df, = f'(a) dx . 

Rem. : La formule df (x) = f'(x) dx semble pouvoir 
être déduite de l'écriture en notation de LEIBNIZ de la 


ne df(x 
dérivée f'(x) = Le (p. 293) ; on a vu plus haut 
que cette notation était en fait purement symbolique : 
l'écriture de la dérivée sous forme de quotient de 
différentielles n’était due qu’à des raisons historiques. 
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Soit f: R — R déf. par x +> f(x) = ma 
Alors on a : 


SO) = tis 
J'R)=ix Ext J'(O)=-1 
f'H=x-} S") = -} 
fs" =1 S"(0)= 1 


f(x) =0 pour n = 4 


Polynômes de TAYLOR au point 0. 


1 


4 


f"(0)=0 pour n > 4 


x2-x+1+ 5 (cf. p. 294, fig. B). 


S=- 
f'(2)=0 
O=} 
f"O)=1 


f®(2)=0 pour n = 4 


AL AE 
DATANT EX 


P0@= 
Po œ) =D o= Sf Œ) pour n = 4 


Polynômes de TAYLOR au point 2 : 


Da = 
e = = + (x — 2) 


p=- ti- #4 0x2) 
M2 = Pa,2(X) = f (xX) pour n 4 


Polynômes de TAYLOR d’une fonction polynomiale 


Soit f: IR — R déf. par x+ f(x) = sinx (cf p. 179). 


Alors on a : SO= 0 
J'(x)= cosx J'O)= 1! 
f')=-sinx J'(O)— 0 
f" (x)=— cosx J"(0)= —1 

fY(N)= sinx f(0)= 0 


femo) = 10 
FEAN 


polep- 


Pons1,0(X) = Pan 2,0(X) = > 


Polynômes de TAYLOR au point 0 : 


Pi,0 0) = P2,0(X) = x 


a (=x 
vso (2v+1)! 


| 
| 


Polynômes de TAYLOR de la fonction sinus 
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Polynômes et restes de TAYLOR 
Pour approcher une fonction f différentiable au 
voisinage d’un point a, on peut comme en p. 297 
utiliser l’expression f (a) + (x — a) f ' (a). L'ex. des 
fonctions polynomiales montre qu’on peut améliorer 
la précision de l’approximation si l’on connaît les 
valeurs des dérivées d’ordre supérieur en a. Si une 
n 
telle fonction est définie par x > f (x) = 2a” 
v= 


alors f (0) = ap f'(0) = an f" (0) = 2! an …, 
f (0) =n! a, et Pon peut écrire 
n PAU 0) 
fQ: Ÿ f_0 x", Plus généralement, pour un 
v=0 $ 
point a quelconque on prouve que : 
n f” (a) 
x)= —— (aF: 
sœ À, vi 
L'erreur commise lors de l'approximation peut ici être 
annulée : la fonction est entièrement déterminée par 
les valeurs de ses dérivées en un seul point a. 
Les valeurs des dérivées au point a d’une fonction 
quelconque étant connues jusqu’à l’ordre n, on peut se 
demander si la somme définie ci-dessus est une 
approximation convenable de la fonction au voisinage 
de a. 


Déf. 1 : Si f: D, R est n-fois différentiable au point 
aED; (n EN), on appelle : 
u fa 
no $ 20 e-a 
nie polynôme de TAYLOR de f développée au point 
a, et Tp, a (X) © =f) - Pr, a X) n°" reste de TAYLOR 
de f développée au point a. 
Le polynôme d'approximation f (a) + (x — a) f'(a) 
introduit plus haut est ainsi le premier polynôme de 
TAYLOR de f. La fig. À donne un ex. de polynômes 
de TAYLOR d’une fonction polynomiale. Le n“" reste 
de TAYLOR définit une fonction s’annulant en a et 
continue en a. 
En fait il possède une propriété plus forte : 


Th. 1 : Si f: D, R est n-fois différentiable au point 
a ED; (nE N°), si a est un point intérieur à D, et si f 
est (n-1)-fois différentiable sur un voisinage 


(x) 


A na 
de a, alors lim — 


x—>a (x-a) 
On dit alors aussi que le n°" reste de TAYLOR est un 
infiniment petit d'ordre strictement supérieur à n en a, 
ou encore que p, , (x) est une approximation de f (x) 
d'ordre strictement supérieur à n en a. 
Le né" polynôme de TAYLOR est donc en général une 
approximation d'autant meilleure que n est grand 
(ex. fig. B). Pour obtenir des énoncés d’approxi- 
mation plus précis, il faut étudier le nr" reste de 
TAYLOR. Dans le cas des fonctions (n + 1)-fois 
différentiables, cette étude est facilitée grâce aux 
résultats suivants issus de l'application du th. des 
accroissements finis : 


Th. 2 : Si f: D; R est (n + 1)-fois différentiable sur 
un intervalle ouvert contenant a (nEN), alors pour 
tout x de cet intervalle : 

(n+1) 
a+Ÿ(x-a 
ne CPE) (1 _ gp ap 

(écriture de CAUCHY du reste de TAYLOR), 

[+ (a+ 9 (x-a)) 


@-a)"! 


(écriture de LAGRANGE du reste de TAYLOR), 
où 0, VE ]0, I. 

Rem. : Si a = 0, on obtient les cas particuliers sui- 
vants : 


ro) = 


no QE — 


Le th. suivant montre que le x" polynôme de 

TAYLOR associé à une fonction (satisfaisant aux 

conditions précisées ci-dessous) peut être caractérisé 

comme l’unique polynôme de degré n approchant 

cette fonction à un ordre > n : 

Th. 3 : Si f: D; > R est n-fois différentiable au 
voisinage du point a E D, (nEN') et s’il existe un 


x)- p(x) 
polynôme de degré n, p(x), tel que rE = . 
définisse une fonction continue vérifiant 
en 
lim 10) BO =0, alors p (X) = Pn a (). 


x>a (x-a)" 
Par contre, si l’on se donne d’autres critères 
d’approximation (par ex. convergence uniforme d’une 
suite de polynômes vers la fonction sur un intervalle), 
on obtient des polynômes différents (cf. p. 313). 


Application aux extremums locaux 

On a trouvé plus haut (p. 297) une condition néces- 

saire pour qu'une fonction différentiable f admette 

un extremum au point ¢ : f’ (c) = 0. 

Si l’on connaît de plus les dérivées d'ordre supérieur 

au point c, on peut formuler des conditions suffisantes 

qui garantissent que f” (x) change de signe au point c. 

Th, 4 : Soit f : D; > R n-fois continûment diffé- 
rentiable sur un voisinage du point c, telle que 
VkE{1, 2, ..., n — 1}, f® (c) = 0 et fc) # 0. 
Si n est pair et f®(c) > 0 alors f admet en c un 
minimum local strict. Si n est pair et fc) < 0 
alors f admet en c un maximum local strict. Si n est 
impair, f n'admet pas d'extremum local en c. 

Pour montrer ce résultat, on considère le polynôme de 

TAYLOR P,- i,e (x) = f (c) et le reste de TAYLOR 


(4, 1 6 K 
Ra ee, 


n! 

et l’on remarque que sur un voisinage de c 
S O(c + O (x - 0) est du signe de f” (c) tandis que 
(x- c)" ne change de signe en c que si n est impair. 
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A 


4 
EL 


La différentiation donne : f'(x) = _ LG), f") = ( — £) s 


fois P,(1) + f (x) pour x # 0, où P,(1) est un polynôme de degré 3 ven 1, 


f% (0) = 0 pour tout v E N. 


x 


La fonction est indéfiniment différen- 
tiable au point 0, mais n’admet pas de dé- 
veloppement en série entière en ce point. 
La série de TAYLOR développée en 0 est 
Po (¥) = 0. En dehors du point 0, sa valeur 
ne coïncide pas avec celle de la fonction. En 
prolongeant la fonction sur les complexes, 
on obtient une fonction non holomorphe en 
x=0. 


r—v us 
) . FE reR, veN on déduit pour v + 0: 


10)  10-9-8:7 75 -6,5 195 
=a, (D-r =o | )= VOT 


O Er O I O fn) < neN, f-2\_ (-2:(-3:(-4:(-59:(-6) 
p (6) = asan O (5) = 0 pour v>n (5)- T paie ne 


Exemples : )- = 


$- 
1 
) 


OE , 


Coefficients binomiaux 


Série binomiale généralisée 


Exemples pour r EN (convergence sur tout IR) : 
(+ x) 


(+ x)! 


il 


(+x? 
(1+x) 


(+ x) =: xl x dt xt 


ll 


Triangle de PASCAL 


Exemples pour rE R\N: (1+x) ! = 7 L ={-x+xX -xxt 
EEN R re AE R E LORS E qe te 
(1+x) Vi+x (x g“ t-Te * De * t 


Application aux calculs numériques approchés 
1,003° = 1 -+ 6 -0,003 + 15 - 0,003? + 20 :0,003* -+ -+ & 1,018 
1 


mar = _ me 2 3. rs 
0,96 (1 — 0,04) 1 + 0,04 + 0,042 + 0,04? +. + 1,042 


ans 3 F 2 3 
3/0=?/842=2 UENEN -rG JS H ENR 
n 3/10 =3/8+2 afis: ohi ro) Fac e aa a 


Séries binomiales 
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Séries de TAYLOR 

Toute fonction au moins une fois différentiable peut 
être approchée par un de ses polynômes de TAYLOR ; 
on peut se demander si, dans le cas d’une fonction 
indéfiniment différentiable, l’approximation par p, « (x) 
peut être améliorée à volonté, c.-à-d. si pour tout € EIR}, 
et tout intervalle Z de D, contenant a, on peut trouver 
n EN tel que Vx Er, LA z w| < £. On verra que cette 
propriété, non vérifiée en général, caractérise une 
classe particulièrement importante de fonctions. 

Déf. 2 : Si f : D, — R est indéfiniment différentiable 

au point a ED}, on appelle 
a PW 


m@:= Ÿ CR a)" série de TAYLOR 
v=0 ‘ 


de f développée au point a. 
Le polynôme de TAYLOR p, a (x) représente pour tout 
n EN la somme partielle de la série de TAYLOR. 
La série de TAYLOR converge évidemment vers f (a) 
en x = a, mais elle n’est pas nécessairement 
convergente ailleurs. D'autre part, si elle converge en x, 
ce n’est pas toujours vers f (x) comme le montre 
l'ex. suivant : 
soit f: IR —> R définie par : 


ei pour x#0 (fig. A). 


x> f(x)= 
1 ; pour x=0 


fest indéfiniment différentiable sur IR avec f (0) = 0 
pour tout v EN. La série de TAYLOR développée au 
point a = 0 converge pour tout x ER vers la valeur 0, 
donc p, (x) # f (x) pour tout x # 0. r,, o (x) coïncide ici 
avec f (x) pour tout x et ne converge donc pas vers 0 
quand n croît indéfiniment. 


Fonctions analytiques 

Pour caractériser les fonctions qui n’ont pas un tel 

comportement singulier, il faut d’abord remarquer que 

les séries de TAYLOR sont des séries entières (déf. 13, 

p. 289). 

Déf. 3 : En rappelant que D4 désigne l’intérieur de D}, 
f: D, > R est dite analytique en aED$ si f est 
développable en série entière autour du point a, 


co 
c.-à-d, s’il existe une série entière X, Cy (x-a) 
v=0 


convergeant vers f (x) sur un voisinage de a. f 
est dite analytique sur D si f est analytique en tout 
point a ED$. 
Si f est analytique en a, la série entière en (x — a) qui 
développe f autour de a a une somme qui coïncide 
avec f sur un intervalle ouvert J contenant a, J étant 
inclus à la fois dans D° et dans l'intervalle de 
convergence de la série. On peut montrer qu’en tout 
point de J, fest analytique. re 
Th. 5 : Une série entière f (x) = À c,(x-a)" 
dont le rayon de convergence n’est pas nul définit 
une fonction différentiable f, telle que : 


o= 5 ve, @-a)""!. 


Les deux séries ont le même rayon de convergence. 


Une fonction analytique est donc différentiable, sa 
dérivée s'obtient en dérivant terme à terme sa série 
entière, et c’est encore une fonction analytique. 

Finalement, toute fonction analytique est indéfiniment 

différentiable, et on peut donc lui associer sa série de 

TAYLOR en tout point aED$ . On à le théorème 

d’unicité suivant : 

Th. 6 : Le développement en série entière d’une 
fonction analytique f autour d'un point aED? 
coïncide avec son développement en série de 
TAYLOR au point a. 

Pour une fonction analytique, un comportement 

singulier analogue à celui de lex. de la fig. A est ainsi 

exclu. Cette dernière fonction n’est sûrement pas 
analytique au point x = 0 bien qu’elle y soit 
indéfiniment différentiable. Elle est pourtant 
analytique en tout autre point a ER, mais le rayon de 
convergence de la série entière correspondante est |a| 
de sorte que le point x = O se trouve à la frontière de 
l'intervalle de convergence. Ce comportement ne peut 
être expliqué de façon satisfaisante que par l'étude des 

fonctions complexes (théorie des fonctions, p. 437). 

L'analyse réelle fournit cependant des conditions 

suffisantes d’analyticité d’une fonction, par ex. : 


Th. 7 : Si les dérivées successives d’une fonction f 
indéfiniment différentiable sur un intervalle |a, b] 
sont uniformément minorées, c.-à-d. s'il existe m EIR 
tel que f ™ (x) > m pour tout n EN et tout x Efa, b}, 
alors f est analytique sur Ja, b|. 

Les hypothèses sont en particulier vérifiées si toutes 

les dérivées sont positives. On énonce un th. analogue 

dans le cas d’une majoration uniforme. 


Séries binomiales 
La fonction f : IR —> R définie par x > (1 + x)" se 
développe facilement en série entière autour de 0 pour 


% (v) 0 o 
nEN. On a (1 +x)"= 0. D (Her š 
v=0 Y: v=0 


Les coefficients binomiaux (/!} sont définis induc- 
v 


REA TN N E n Wahii 
tivement par (#):=1, |," ]:=(#) F , VEN. 


Comme ($)= 0 pour v > n, seuls les n + 1 premiers 
termes de la série sont non nuls et le rayon de 
convergence est infini. Un calcul simple établit la 


ropriété [*|+{ "  \=(2+ 1), illustrée par le 
prop vj*iv+1]5 (v+ P 


triangle de PASCAL (tab. C). 
Quand on étend la définition des coefficients bino- 
miaux à tout nombre réel r (tab. B), on constate que 


pour r ER\IN on a toujours M ) #0. 

D’après la définition de la fonction puissance 

pour un exposant réel quelconque, on peut montrer 
w 

qu'on a encore (1 + x) = > ( ja pour |x| < 1 
va 


(série binomiale). Le rayon de convergence est 
d’ailleurs 1 pour r ER\N. 
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f est convexe au sens large sur [a, b] car pour 
tous c, d E [a, b] on a 


La concavité du graphe de f est tournée 
vers le bas sur [a, c], vers le haut sur 
[c, b]; 

c est un point d'inflexion de f, 

W (c, f t) est un point d’inflexion du 


graphe de f. 


La concavité du grap 


he de f est tournée vers le 
haut sur [a å d 3 


Ai 


Convexité, point d’inflexions 


B, 

LEUR — R (i E{1, 2}) déf. par 
AOSE 
Reese A] 


fi est strictement convexe car le coefficient 


Les graphes de ces fonctions ont resp. zéro, un 


et deux points à danger pa à l’axe des 
x, et possèdent chacun un point d’inflexion . 


de x? est positif. 
fa est strictement concave car le coefficient 
de x est négatif. 


et deux points d’inflexion. 


Graphes de fonctions polynomiales 


Fonctions polynomiales 
Parmi les fonctions élémentaires on trouve les 
fonctions polynomiales définies sur IR par 


n 
f= 2 a, (1) (p. 283). Si a, # 0, n est appelé 
v=0 


degré de la fonction. Les fonctions constantes 
non nulles sont donc de degré 0, le degré de la 
fonction 0 (fonction nulle) étant indéfini. 

Le graphe d’une fonction polynomiale du n°" degré 
est appelé parabole du n°" ordre. 

Une fonction polynomiale est différentiable : de 


n n 
f= a,GR)”,ontire f'= Ÿ va, (LR)! 
v=0 v=l 


si n EN’, f' = 0 si n = 0, On remarque que la dérivée 
est elle-même une fonction polynomiale, de sorte 
qu’une fonction polynomiale est indéfiniment 
différentiable, 

Zéros et extremums locaux 


n 
L'écriture explicite f (x) = X a,x” relative à une 
v=0 


fonction polynomiale justifie la qualification de celle- 
ci et permet de faire appel aux propriétés des 
polynômes de R{x]. Si l’on définit les zéros de f 
comme les solutions de l'équation f (x) = 0, le th. 7 
p. 96 assure alors qu’une fonction polynomiale du 
nine degré admet au plus # zéros. Plus précisément, si 
Pon a n > 0, le second membre se décompose en un 
produit de facteurs affines ou quadratiques 
irréductibles, et si n est impair f admet au moins un 
zéro (p. 67). 

La dérivée d’une fonction polynomiale f du n°" degré 
(n > 0) est de degré n — 1. Ses zéros sont les abscisses 
des points à tangente horizontale du graphe de f, 
parmi lesquels figurent les extremums locaux de f; f 
possède donc au plus z — 1 extremums locaux. Si n est 
pair, on montre aisément qu'il existe au moins un 
extremum local. 


Points d’inflexion 

La dérivée seconde fournit également des 

renseignements importants sur les graphes des 

fonctions. 

Déf, 1 : f: D, R est dite convexe sur linter- 
valle [a, b] ED; si f est continue sur Ja, b| et si 


Ve, d Efa, b], I($ d) PL Ot f (fig. A). 


Si l’on remplace l'inégalité large par une inégalité 
stricte pour c # d, on exclut le cas des fonctions 
affines ; on dit que la fonction est strictement convexe 
et que la concavité de son graphe est tournée vers le 
haut, Si Von change le sens de l'inégalité, la fonction 
est dite concave (resp. strictement concave, concavité 
tournée vers le bas). 

Th. 1 : Si une fonction f est continue sur [a, b] et deux 
fois différentiable sur Ja, b|, alors les trois énoncés 
suivants sont équivalents : 

(1) f est convexe sur [a, b] 
(2) f’ est croissante sur Ja, b| 
(3) f" est positive sur Ja, b|. 

On déduit facilement un th. analogue pour la 

concavité. 
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Si une fonction est strictement convexe (concavité du 

graphe tournée vers le haut) d’un côté d’un point c de 

son ensemble de définition et strictement concave 

(concavité du graphe tournée vers le bas) de l’autre 

côté, c (resp. cf ©) est appelé point d'inflexion 

de la fonction (resp. du graphe de la fonction) 

(fig. A5). 

Th. 2 : Une condition nécessaire pour que c ED} soit 
un point d'inflexion d'une fonction f deux fois 
différentiable est que ['(c) = 0. Si f est trois fois 
différentiable, une condition suffisante est que 
S" =0 et f" (c) # 0. 

Une fonction polynomiale du n°" degré (n > 1) 

possède au plus » — 2 points d'inflexion. Une fonction 

quadratique définie par f (x) = ao + a, x + a, x? ne 
possède pas de point d'inflexion, elle est strictement 

convexe si a, > 0, strictement concave si a, < 0 

(fig. B,). 


Comportement pour x grand 

Pour x # 0, on peut écrire f (x) = ag + 4, X +... + a, X" 

sous la forme f (x) = x" g (x) 

a a 

avec g(x)=— +-+.. +a, , de sorte que 
x 


Jim, g (x) =a,. En utilisant la fonction sgn(x) 

(voir fig. A, p. 282), on obtient ainsi le th. suivant : 

Th. 3 : Pour une fonction polynomiale f du n°" 
degré, on a : 


Jim fQ) = Jim f (x) = sgn (a,)* (+ ©) 
PAN pair, di 

Jim f (x) =- lim, f (Œ) = sgn (a,)* (+ ©) 
Dour n impair. i 


Fonctions rationnelles 
Les fonctions rationnelles sont définies comme 
quotients de fonctions polynomiales (p. 283). Une 
fonction rationnelle f s'écrit donc : 

m 


OAE (Sna et son do- 


maine de définition est D; = R\B où B est l'ensem- 
ble des zéros du dénominateur. D’après la règle du 
quotient (p. 293), f est différentiable sur D, et sa 
dérivée est encore une fonction rationnelle. 

Si A est l’ensemble des zéros du numérateur, A\B est 
l'ensemble des zéros de f. Si c est un zéro d'ordre p 
(pEN') du dénominateur qui n’annule pas le 
numérateur ou qui est un zéro d’ordre au plus p — 1 
(p # 1) du numérateur, alors on a : 


lim |f ()|=+ 0 et c est appelé pôle de f. Si C est 
x ce 


l’ensemble des pôles de f, alors C & B. 

Suivant que les valeurs de f gardent ou non le même 
signe sur un voisinage épointé de c suffisamment 
petit, on distingue les pôles sans changement de signe 
et les pôles avec changement de signe (fig. A, p. 304). 
fest continûment prolongeable en tout point de B\ C, 
comme le montre une décomposition en facteurs 
irréductibles du numérateur et du dénominateur suivie 
d’une simplification de la fraction. 
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2 A 
(1) lim * Ne lim 2x =2 
xl X—{ x-i Í 
omga US 
(3) lim SX = jim COSX | 
x+0 y x+0 
Mn ee a 
x*0 SInx x=0 COSX 
r x — 3x? +4 ’ 
SUR \{0, 2, 4} — R déf. par Or © ln 
(x 1 (x-4) (x — 6) i 
FA = lim 
ki S SE s 
3x(x—2P © lim 
A={-1,1,4,6}, B—4{0,2,4} C={0,2} k 
F . Inlx-5l . cos? x 
A\B={-1,1,6}, B\C= {4} (7) lim ET i SX 
lim f) = — 1} SE TA 
4" s sin — 2cosx sinx 


Graphe d’une fonction rationnelle avec ses asymptotes Applications de la règle DE L'HOSPITAL 


Pour f (x)= E EN on écrit la décomposition 
o= a 4 b Y a(x- 1)+b(x+3) _ (a+b)x +(—a+3b) 
dti x+3 x-i (+3) (x-1) (x+ 3) (x-1) 
Le système d'équations a + b = 1 À -a +3 b = 15 admet le couple (- 3, 4) pour solution, de sorte que 
ES E EE TOE.. 
T= zea xl" 


Par des décompositions analogues conformes au th. 6, on obtient par ex. : 


2x+1 _ 2 3 
C- xr = 
(x-1P (x+) (x-6 1. 1 19 2 R 
3x2 SLR" 6&-2 -J (cf. fig. A) 
15x — 26 2 7-2x 


(x—4)(x?+1) x-4 j3 X +1 


fonction fonction exemple le plus 
en en simple d'une 
numérateur | dénominateur | telle fonction 
puissance impaire 
constante | d'une fonction poly- 
nomiale du 1“ degré 


constante 


nomiale du 1“ degré 


puissance 
d'une fonction 
polynomiale 
du 2° degré 
sans zéro réel 


constante 


fonction 
polynomiale 
D degré 


Types de fonctions rationnelles obtenues dans la décomposition en éléments simples 
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Asymptotes : 
Le comportement d’une fonction rationnelle au 
voisinage d’un pôle c se caractérise par le fait qu’un 
point de son graphe dont l’abscisse tend vers c se 
rapproche indéfiniment de la perpendiculaire en (c, 0) 
à l'axe des abscisses tout en s’éloignant indéfiniment 
de celui-ci. Plus généralement, on peut observer un tel 
comportement de graphe de fonction vis-à-vis de 
droites non perpendiculaires à l’axe des abscisses. 
Déf. 2 : Une droite est appelée asymptote du graphe 

d’une fonction f si elle remplit l’une des deux 

conditions suivantes : 

(1) elle est perpendiculaire à l'axe, des abscisses 


au point (a, O) et lim |f (x)|=+% (asymptote 
verticale). NS 
(2) elle est le graphe d’une fonction affine / 
telle que : 

lim (f-D()=0 ou lim (f-D(x)=0 
x +00 n a iiad 
(asymptote oblique, ou horizontale si l est 
constante). 

Rem. : D’un point de vue projectif, une asymptote 
peut être considérée comme une tangente au graphe 
en un point à l'infini du graphe. 

Le graphe d’une fonction rationnelle f peut comporter, 

outre les asymptotes verticales en chaque pôle, une 

asymptote oblique ou horizontale (fig. A). En étudiant 
le comportement de f pour x grand comme on l’a fait 
précédemment avec les fonctions polynomiales 

(p. 303), on obtient : 

si n<m, lim f(x)=0 ; 


xeo 

: p an 

si nzm lim f@=—; 
peio b 


m 
si n>m, lim |f@)|=+%. 
xto 


Dans le premier cas, l’axe des abscisses est une 

asymptote horizontale ; dans le deuxième cas la 

parallèle à Paxe des abscisses passant par le point 
a 

(o, i à est une asymptote horizontale ; dans le der- 
2, 


m 
nier cas on effectue la division euclidienne polyno- 


n m1 
> 
À a, x PA 
miale ~; =r) o où r(x) 
bgt bg" 
À 4 Žo g 


définit une fonction polynomiale de degré n — m. 
Sin =m + 1, le graphe de r est une asymptote oblique 
du graphe de f puisque le dernier terme de Péquation 
précédente tend vers O quand |x| croît indéfiniment. 
Sin > m + 1, le graphe de r est une courbe 
d’approximation parabolique du graphe de f. 

Règles de DE L'HOSPITAL 

On a vu p. 303 dans quelle mesure on pouvait 
prolonger continûment un quotient de fonctions 
polynomiales en un zéro commun au numérateur 
et au dénominateur, en utilisant les décompositions 
en facteurs irréductibles des polynômes. Dans 
le cas d’un quotient de fonctions quelconques on 
dispose des deux règles suivantes en général 
très efficaces : 


Th. 4 : Soient f et g deux fonctions continues sur 
Ja, c] et différentiables sur ]a, c|. On suppose 
que f (c) = g (c) = 0 et que g' (x) # O sur Ja, cl. 

À 1 
Alors lim Ls lim Le si cette seconde 
x—c 8 x*—c£ 


limite existe. 
Si f et g sont continâment différentiables en c avec 


4 e 


DA r ; li À is a f 5; 
g' (c) # 0, alors Jma eige evant © 


(tab. B (1) à (4)). Pour trouver A (c) on peut appli- 
8 


quer de nouveau le même procédé si les fonctions 
s’y prêtent (tab. B (5)). 
Par ailleurs, on peut généraliser ce th. : par ex., 
si lim f (x)= lim g(x)=0 et si g' (x) # 0 pour x 
x—>o x—> 00 
El ne 
assez grand, alors lim = (x)= lim — (x) si cette 
X —» 00 & x— o g 
seconde limite existe. 
Th. 5: Soient f et g deux fonctions continues sur 
Ja, c] et différentiables sur la, c[. On suppose que 
lim f (x)= lim g (x)=% et que g' (x) # 0 sur 
Er se 
f 
g 
seconde limite existe (tab. B (5), (6). 


Ja, c[. Alors lim L= lim ~= (x) si cette 
C nd 2 xc 


Décomposition en éléments simples 

Le graphe d’une fonction rationnelle est un cas 
particulier de courbe algébrique (p. 307). Pour en 
simplifier Pétude, on peut procéder à une 
décomposition en éléments simples de la fonction. 
Par ex., la fonction f définie par : 

3x-5 

FO DED 


peut s'écrire sous la forme 


TO= +1 pour tout xED, si l’on prend 
a=2et b = 1, Une telle écriture est toujours possible 
si le dénominateur est décomposable en produit de 
fonctions affines indépendantes deux à deux ; sinon 
des dénominateurs de degré supérieur à un vont 
intervenir dans la décomposition en éléments simples 
(tab. C). 


Th. 6 : Si le dénominateur d'une fonction rationnelle 
f irréductible s'écrit : 


m t s 
D b,x"= N 1p)? I qo) où les 
u=0 p=1 o=1 
fonctions non constantes l, affines et qa quadrati- 
ques R-irréductibles sont indépendantes deux à 
deux, alors il existe une fonction polynomiale r 
et des réels Apy Bon Con avec PEL, oi 1}, 
VE{L, e 08, SAE dah 
tels que : 
1 aa. LO s dB 4C 
HOETO DD ES) OAL 
PEVA 1%) AS q(x) 
Les termes de cette somme, dits éléments simples, ont 
des graphes faciles à étudier (fig. D). 
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Les fonctions g, : R, > R, déf. par x Vx 


et g: R, — IR déf. par x> — yx sont deux 


branches de la relation algébrique 


gı ct g, sont algébriques, analytiques pour x > 0. 
Elles ne sont pas différentiables en 0. 


f: R, —> R déf. par x> x, p EQ est algébrique. 


n ,m EZ, n EZŸ, f fait partie de 


la relation déf. par P (x, y) = y" - x" = 0. 
Pour p= m , m EZ*, n E Z}, f fait partie de 
B la relation déf. par P (x, y) = y" x" -1=0. 


Pour p= 


Relations algébriques et fonctions 


Folium de DESCARTES 
x +y"-3xy=0 
nœud en (0, 0) 


| 


Astroïde 
@+y-1) +27x2y=0 
points de rebroussement (1, 0), (- 1, 0); 
(0, 1)et (0,- 1) 


Courbes algébriques 


Fonctions puissances rationnelles 


Lemniscate de GERONO 
x'-4x+4ÿ=0 
nœud en (0, 0) 


Courbe avec point isolé 
x +(2-y)-x-1=0 
point isolé en (- 1, 0). 


Relations et fonctions algébriques 

Outre les fonctions rationnelles, de nombreuses 
fonctions non rationnelles jouent un rôle dans les 
mathématiques pures et leurs applications. Les plus 
simples sont les fonctions réciproques de fonctions 
rationnelles. 

Ainsi la fonction f : R} — Rẹ, définie par x > x? 
admet pour réciproque la fonction g; : R, => R; 
définie par x Vx . Tout couple (x, y) vérifiant 
y = g (x) satisfait à l'équation y? - x = 0, qui définit 
une relation sur R contenant en particulier la fonction 
g, mais aussi d’autres fonctions, par ex. g, : R}, —> IR° 
telle que g, (x) =- x ou A: IR} — R telle que : 


fx pour xE QÍ 
|-vx pour xER; N Q$’ 


Alors que A est discontinue en tout point et donc d’un 
intérêt limité, g, et g, sont différentiables en tout 
point, avec, d’après le th. 7 p. 295 : 

DT ER ER TS CE ES 
giw) 2x 8x) 2% 
Au-delà de cet exemple relativement simple, il 
convient de remarquer qu’une fonction réciproque de 
fonction rationnelle ne peut pas toujours être 
explicitée à l’aide des quatre opérations usuelles 
complétées par les exponentiations rationnelles. En 
fait, on est amené à définir une nouvelle classe de 
fonctions plus générale. 

Déf. 1 : Si P (x, y) est un polynôme de R [x, y], alors 
l'ensemble {(x, y)|(x, y) ER?4 P (x, y) = 0} est 
appelé relation algébrique sur IR. Une fonction 
analytique (p. 301) qui est un sous-ensemble d’une 
relation algébrique est appelée fonction algébrique. 

Les fonctions g, et g, introduites plus haut sont 

algébriques, mais 4 ne l’est pas. La fonction valeur 

absolue, non différentiable en x = 0 (p. 293), n’est pas 
non plus algébrique bien qu’elle soit contenue dans la 

relation algébrique y? - x? = 0. 

Une relation algébrique peut être vide comme le 

montre l'ex. : {(x, y)|(x, y) EIR? a x? + y? + 1 = 0}. 

Toutes les fonctions rationnelles sont algébriques. 

En effet, si la fonction f : D; > R est rationnelle 

p(x) 

q(x) 

que l’on prendra premiers entre eux, alors 

P (x, y) = yq (x) - p (x) = 0 pour tout couple (x, f (x) 

tel que xED,. P (x, y) est ici du premier degré en y ; 

en général, si P (x, y) est du ni" degré (n EIN') en y, 

la relation algébrique peut contenir jusqu’à # 

fonctions algébriques différentes définies sur un 
même intervalle. On les appelle branches de la 
relation algébrique, et l'on dit qu’elles sont définies 

implicitement par P (x, y) = 0. 

Différentiation implicite 

Si f est définie implicitement par P (x, y) = 0, alors 

x> P (x, f (x)) définit une fonction nulle sur D,, dont 

la dérivée est donc également nulle sur Dy. La 
différentiation de cette fonction à l’aide de la règle de 
composition fournit ainsi une équation en x, f(x) et 

f'(x), qui est linéaire en f'(x) et peut en général être 

résolue en f'(x). Par ce procédé appelé différentiation 

implicite, on peut évaluer f’ en un point x sans 

connaître explicitement f en fonction de x. 


h (x) = 


avec f (x)= où p et q sont des polynômes 
r q 
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Ex, : L'équation x? + y? — 3 xy = 0 définit une relation 
algébrique. Son graphe est appelé folium de 
DESCARTES (fig. C,). Par différentiation implicite, 
on a 3x2+3 [OR S (x) -3xf" (0) -3/ (4) = 0, 

2 
d’où, f(x) = PSE. si [/ GP - x # 0. 
LOT x 
Cette formule est valable pour les trois fonctions 
algébriques f,, f et f définies implicitement par 
cette relation algébrique, et permet donc le calcul de 
Fi (œ), VELL, 2, 3} pour tout couple (x, f, (x))Ef.. 


Par ex., pour 6 $ (V5 - )Jef, 3, 3jes, 
et (2 Z5 = DES, on trouve : 


f PERETE = 2,065 , fi B)- =, 


ANA Je 
(3-6 5 = -1065. 
Fonctions puissances à exposants rationnels 
La relation algébrique définie par y" - x" = 0 (nEZ', 
mEN) définit implicitement une fonction algébrique 
f: R, — R; telle que x> f (x)=x" . La différentia- 
tion implicite donne f” (x)= m ga, 
La règle des puissances de la p. 293 est donc encore 
valable pour des exposants rationnels quelconques. La 
fig. B montre des ex. de graphes de telles fonctions. 
Rem. : En différenciant la série binomiale, on montre 
que la règle des puissances est en fait valable pour 
tout exposant réel, 
Courbes algébriques 
Déf. 2 : Le graphe d’une relation algébrique est 
appelé courbe algébrique. Si le polynôme définis- 
sant la relation s'écrit : 
(HET: 


PENE 2 2 mx" y", 


LATE 

n =max({v+ula vu *0}) est appelé ordre ou 

degré de la courbe algébrique. 
Pour l’étude des courbes algébriques, on peut se 
limiter aux courbes irréductibles pour lesquelles le 
polynôme P (x, y) est indécomposable. 
La fig. C montre quelques courbes algébriques 
intéressantes. On remarque en particulier les différents 
points singuliers qui interviennent, que l’on peut 
définir et classer à laide des dérivées partielles de la 
fonction P : IR? — IR définie par (x, y) > P (x, y). 
Déf. 3 : (a, b) est appelé point singulier de la courbe 

algébrique définie par P (x, y) = 0 si P (a, b) = 0 et 
ðP ðP foro i a 
— (a,b)= = (a,b)=0 . Un point singulier pour 
ox dy 
lequel les dérivées secondes ne sont pas toutes 
nulles est appelé : 


f næud (fig. C1, C2) 
point de rebroussement (fig. C4) si 
en isolé (fig. C4) 
2p 32p [}32p}\? <0 
[? kno rè a jan z0. 
ox? dy? \0x dy >0 


Rem. : La généralisation aux nombres complexes des 
fonctions et courbes algébriques (p. 453) permet 
une meilleure compréhension de leurs propriétés. 
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rccotan 


exp: R —> R déf. par ý s k 
xep = tt = t ar to 


s\n 
On a aussi expx =è" = lim (i na j]; 
n=>o n 


In: RẸ — R est la fonction réciproque de exp. 
e2 p3 + 
mnie= À + À À 


ca jii aa (< 
2 3 4 + TLE 


(p. 336, tig. C) 

xai N x= 1/x—1\ 

AT TN LE xri +] E> 
E 


Fonctions exponentielle et logarithme naturel 


Graphes des fonctions circulaires 


Les nombres de BERNOULLI B, (n E N) sont déf. par récurrence par 


1 Z 4 
Bo:= 1, B,41:= — f B,, (neN). 
On a en particulier : a n+2 2 ( v ( ) 
l | 
B, =- -B ee : 
; a 2 Hormis B;,, tous les 
“ei í nombres de BERNOULLI 
B= 3 (Bo+3B,) Fu d'indice impair sont nuls. 
1 Valeurs suivantes : 
B, = — 4 (Bo +4B, +6B;) z0 i i 
B; = - SEN 
! f ea Ti e 30? 
B4 = — (Bo+SB, + 10B; + 10 B3) =- 
i 30 ES = 
g= , sind sn à 
o = 6 (Bo + 6B+15B;+20B, + 1584) 0 166 Ho" 2730 


Nombres de BERNOULLI 


Se A ven 


sin x = = PA Orr * à XEIR 
cosx = = 2 nt RS, xeR 
tanx=x = 2 a N SUB 1 im PAP E 5 
cotan x = . - ; 3 -= 1 + p E aa Ba, gi O<[x|<x 
| f M3 (2v1) x2 
Arcsin x =x + z` =x + à ee xis! 
Arctan x = x - ; i 3 ET RURAL MER 
La dernière série permet le calcul numérique de x. Le 
De Arctan 1 =? il vient 4= 1- 1 +l -4 +=... (LEIBNIZ). 


On obtient des séries bien plus rapidement convergentes en développant Arctan 1 à l’aide du th. d’addition 
valable modulo x : 


Arctan x, + Arctan x, = Arctan a ; par ex. on a X 24 Arctan 1 Arctan a (MACHIN), 
s 1-x1 %3 4 S 239 i 
A 8 Arctan-L 4 Arctan -L- - Arctan -L- (Mrsse 
D 4 8 Arctan 10 4 Arctan 315 Arctan 330 (MEISSEL). 


Développements en série entière des fonctions circulaires et de leurs réciproques, calcul de x. 
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Fonctions exponentielle et logarithme 

Si l’on exige d’une fonction f: IR — R qu’elle coïncide 
en tout point avec sa dérivée f’, elle doit alors coïncider 
avec toutes ses dérivées successives f ©, n EN’. Sa 
série de TAYLOR développée en 0 est convergente pour 
tout xER vers f (x) car le ni" reste de TAYLOR tend 


vers 0) avec 1 : en effet, f ( = f est bornée sur tout 


segment S par sup {|f (x)| |xES} du fait de la continuité 
C2 i 


de f. On a donc: f (x)= f (0): 2 à 


Si l’on choisit f (0) = 1, la fonction f est appelée 
exponentielle naturelle. On la note exp : R —> R 
co 

définie par x> expx= X, ST Le réel : 
+ v=0 
e:=expl= X < = 2718 281 828 459 045 … 
v=0 V: 
est appelé nombre d'EULER. Il est transcendant. 
D’après le tab. 3, p. 278, on a aussi : 
n 
e= lim (1 + 5 . La fonction exp est non algébri- 
no 
que et possède la propriété suivante : 
exp (x; +X2) = EXP x; * EXP x, pour tous x 1, XER. 
Pour cette dernière propriété, on montre que la fonction 
g: R — R définie par x + exp (x, + X, = x) ' exp x 
est constante car de dérivée nulle ; g (0) = g (x) fournit 
alors légalité recherchée. En conséquence, pour tout 
entier naturel # on a exp n = (exp 1)" = e", et on montre 
facilement que cette relation est encore vraie pour tous 
les rationnels. De la continuité de la fonction exp et 
d’après la déf. 4, p. 63, des puissances avec un 
exposant réel quelconque, on déduit finalement que 
exp x = €" pour tout xEIR. 
L’exponentielle naturelle est strictement monotone 
(croissante) et son ensemble image est IR}. En vertu du 
th. 13, p. 289, exp possède donc une fonction 
réciproque continue appelée logarithme naturel, 
notée In : R, — R. D’après le th. 7, p. 295, on a 
In" (x) =1 . Les graphes et développements en séries 
des fonctions exp et In sont présentés dans le tab. A. 
Généralisant l’exponentielle naturelle, on appelle 
exponentielle toute fonction f : IR —> IR définie par 
xt a", a ER; La propriété évidente a = ¢"” conduit à 
la formule a* = e*!"* dont on déduit pour l’exponentielle 
des propriétés comparables à celles de l’exponentielle 
naturelle, en particulier f' = In a + f ; si a > 1 (resp. 
a=1,0 <a < 1), alors In a > 0 (resp. In a = 0, In a < 0) 
donc f est strictement croissante (resp. constante, 
strictement décroissante) (th. 7 et 8, p. 297). La 
fonction réciproque de l’exponentielle, qui existe si 
a # 1, est appelée logarithme, notée log, et vérifie 
' 1 1 
log; (x) = Rate 
Fonctions circulaires 
Les développements en séries des fonctions 
circulaires sinus et cosinus (p. 179) peuvent être 
obtenus en considérant simplement quelques-unes de 
leurs propriétés. Si un couple (f, g) de fonctions 
continues définies sur IR vérifie les trois propriétés 
suivantes, également vérifiées par le couple (sin, cos) : 
(P1) fix) =f) g Go) - 8 Gi) fo), 
(P2) g (ui Ta E) g Go) + Cu) FC), 
x 


(P3) lim 5 "=1, alors de (P3) on déduit immé- 
x—0 


diatement que f n’est pas nulle, mais que f (0) = 0. En 
donnant à x, la valeur O dans (P1), on obtient 
g (0) = 1. En écrivant les fonctions taux d’accroisse- 
ment de f et de g, on montre d’abord que g est 
dérivable en 0 (g' (0) = 0), puis que fet g sont partout 
différentiables avec f' = g et g' = - f. Ceci prouve 
également l'existence des dérivées d'ordre 
quelconque et l’analyticité des deux fonctions (th. 7, 
p. 301) puisque f et g, continues, sont bornées sur tout 
segment. fet g sont alors parfaitement déterminées sur 
R grâce à leurs développements en série de TAYLOR 
en 0 (tab. D), qui sont de rayons infinis, d’où l’on 
déduit que f = sin et g = cos. 

Beaucoup de propriétés connues des fonctions cir- 
culaires se déduisent uniquement de leurs déve- 
loppements en séries. Par ex., on montre que 
g (0) > 0, mais que g (2) < 0. g admet donc au moins 
un zéro sur ]0, 2[. Par ailleurs, f=- g’ ne s’annule pas 
sur ]0, 2[, donc d’après le th. de ROLLE g possède 
exactement un zéro sur ]0, 2[. En utilisant les pro- 
priétés (P1) et (P2), on montre que le quadruple de ce 
zéro est la période des fonctions f et g. De (P2), on 
déduit que f’ (x) + g (x) = 1 pour tout xER, de sorte 
que 4(f (x), g IX ER} est le cercle unité de R? Par 
le calcul intégral, on peut enfin prouver que la période 
de ces fonctions est le périmètre 2 x du cercle unité. 
On définit deux autres fonctions circulaires, tangente 


si cos 
et cotangente, par tan : = M et cotan : = © 
cos sin 


(p. 179). Ces fonctions sont définies et analytiques sur 
R privé de l’ensemble des zéros de leur dénomina- 
teur. On a : 
tan' = 1 z €t cotan'=- 1 =. 
cos sin“ 
À Paide de la règle du quotient, on peut calculer leurs 
dérivées successives à un ordre arbitrairement grand. 
La série de TAYLOR développée en 0 de la fonction 
tangente (tab. D) est plus compliquée que pour sin et 
cos. Dans le calcul des coefficients interviennent les 
nombres de BERNOULLI (tab. C). 
Pour la fonction cotangente, un tel développement 
en 0 est impossible puisque 0 n'appartient pas à 
l’ensemble de définition (pôle de la fonction). Mais 


la fonction cotan x — l , définie pour x # km, k EZ, est 


prolongeable par continuité en 0, et son développe- 
ment en série entière autour de 0 conduit à un 
développement en série de cotan (tab. D) qui n’est pas 
un développement en série de TAYLOR. 

Fonctions circulaires réciproques 

Les fonctions circulaires ne sont pas inversibles du 
fait de leur périodicité, mais leurs restrictions à des 
intervalles convenables peuvent l'être. Si l’on 


restreint sin à i F > | cos à [0, x], tan à | 5» A 


et cotan à ]0, x, ces fonctions sont inversibles et leurs 
fonctions réciproques, désignées en faisant précéder le 
nom de la fonction circulaire par le mot « Arc », sont 
appelées fonctions circulaires réciproques, ou plus 
précisément fonctions circulaires réciproques 
principales pour les distinguer des fonctions 
réciproques obtenues par restriction des fonctions 
circulaires à des intervalles différents. La fig. B 
montre leurs graphes. 
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" -3 5 7 w 
a ak a a A E a xeR 
chx=1+ x + | m 4 pe = È a x2v, XER 
hrer- at at sms À ee LE xt, h< 5 
cothx = i + Te 5 L+ zis x — += 1 + 2 res nr, O<x|<r 
part 8 +R ee E RnNOr es 
3 5 " Co 
Argth x = x + = + = + x +e = pA zri agew Ixļ< 1 


A 


(B, , : nombres de BERNOULLI, p. 308, tab. C) 


Fonctions hyperboliques et eurs réciproques 


B; 


Ft liy 


sfere tdi 


(Gauss) 


x(x +1)... (x+n) 


g c? 


T a M] a (WEIERSTRASS) 
i v 


(EULER) 
La fonction gamma et la fonction sinus sont reliées par 


Fœ r- x) = . ce qui pour x = -5 


sinx 2 


B, 


graphe de la fonction gamma N 


m x rl) a 
conduit à T (3) = yr 


Fonction gamma 


G: RM1} > R est déf. pour x > 1 par x> (x) = $ 


harmonique, p. 280, tab. A). &@œ)- u 
x- 


va 


i peut en tout po 


gei a aa eeo 
(x) = PET L i (x-1) 
E, eaii "o (ink) (Inn) !! 
avec C,:= lim à k si j). 


(C est la Constante d'EULER C) 


%0 =- 


22071 m?” Ba, 


1 : : ds 
See Pour x = 1 la série est divergente (série 
1 


int être développé en série entière, ce qui 


permet de définir la fonction sur tout son domaine de définition. 


E(2n) = — En! 2 1,64493 

7 ve 3 1,20206 
C(—2n)=0 4 1,08232 

B £ 

E ER NO 5 | 103693 
a E 6 | 10174 
(B, : nombres de BERNOULL, p. 308, tab. C) 7 1,00835 


Fonction zéta de RIEMANN 
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Les fonctions circulaires réciproques sont analytiques 
en tous les points intérieurs à leurs intervalles de 
définition. En utilisant le th. 7, p. 295, on obtient pour 
leurs dérivées : 


- et Arccos' (x) =- AL 


Arcsin’ (x) = — = 
resin’ (x) IE a hr 
1 


Arctan' (x) = + z, Arccotan' (x) =- ——. 
1+x* 1+x* 
Les développements en séries entières de Arcsin et 
Arctan figurent dans le tab. D, p. 308. La série Arctan 
permet un calcul numérique rapidement convergent 
du nombre x (tab. D, p. 308). 
Fonctions hyperboliques 
Si l’on remplace la propriété (P2) de la p. 309 par : 
(P2*) gx) = 8 (1) 8 Ge) -S 0) PC), 
(P1), (P2*) et (P3) caractérisent un nouveau couple de 
fonctions appelées sinus hyperbolique et cosinus 
hyperbolique et notées sh et ch (p. 185). Du fait 
de la relation g? (x) — f? (x) = 1, ces fonctions jouent 
vis-à-vis de l’hyperbole le même rôle que les 
fonctions circulaires vis-à-vis du cercle. On a sh' = ch 
et ch’ = sh, d’où l’on déduit les développements en 
séries de TAYLOR donnés dans le tab. A qui 
convergent sur tout IR mais ne représentent pas des 
fonctions périodiques à la différence des fonctions 
circulaires. On définit ensuite les fonctions tangente 
hyperbolique et, pour x # 0, cotangente hyperbolique 
et coth x : = chg ‘ 
sh x 
1 et coth' =- 
chr sh 
On obtient les développements en séries des tangente 
et cotangente hyperboliques par les mêmes méthodes 
que pour leurs homologues circulaires (tab. A). 
Fonctions hyperboliques réciproqu 
Alors que sh, th et coth sont inversibles, il faut 
restreindre ch pour en définir une réciproque : par 
convention cette restriction s'effectue sur IR. Leurs 
fonctions réciproques, désignées en faisant précéder le 
nom de la fonction hyperbolique par le mot 
« argument », sont appelées fonctions hyperboliques 
réciproques et notées Argsh, Argch, Argth et Argcoth. 
Elles sont également analytiques en tous les points 
intérieurs à leurs intervalles de définition, et on 
obtient pour leurs dérivées : 


= D 
Va?+1 


l - 
, 


pour|x|< 1, 


sh x 


ch x 


On à alors th' = 


par thx:= 


, Argch' (x) = - LA 


Vx2-1 


Argcoth' (x) = i L e 
-x 


Argsh' (x) = 


pour x > 1, 
Argth' (x)= i 


Les deux dernières expressions paraissent identiques, 
mais leurs domaines de définition, resp. |- 1, 1[ et 
R\[- 1, 1], sont disjoints. Les développements en 
séries entières de Argsh et Argth figurent dans le tab. A. 
Fonction gamma 

Une autre fonction non algébrique importante apparaît 
lorsqu'on essaie de prolonger sur IR la fonction 
factorielle n |> n! définie sur N (p. 21). 

Si l’on exige d’une fonction f : R, — R qu’elle 
vérifie les propriétés : 


(QDS + 1) = xf (x) et (02) f (1) = 1, 
alors /(2) = 1, f(3) = 2!, f(4) = 3! et plus généralement 
f(n + 1) = n! pour n EN’, La généralisation recherchée 
de la factorielle serait done x! : = f(x + 1) pour 
xER\ ; mais les conditions (Q1) et (Q2) ne suffisent 
pas à définir de façon univoque une fonction. Pour 
formuler une condition supplémentaire qui achèverait 
la déf. de f, on considère (Ino f) (x + 1) pour n EN’ : 
(nof) (n+1)=In1+In2+In3 +... +n n. 
Le graphe de Ino f pour les entiers naturels (fig. B,) 
incite à exiger comme troisième propriété pour f : 
(Q3) Ino f est convexe sur R'. (L'existence de Ino f 
suppose donc que fest à valeurs dans R°.) 
Les conditions (Q1), (Q2) et (Q3) définissent une 
fonction unique, la fonction gamma T. 
On obtient ainsi la formule d'EULER : 
rœ@= li nn! 

Ge De Du GT 
Cette formule est valable pour tout xEIR;. La limite 
existe en fait pour tout xER\ Z_, ce qui permet de 
définir un prolongement de la fonction gamma sur 
xER \Z. (fig. B,) qui vérifie encore (Q1) et (Q2) ; 
par contre (Ino F) (x) n’est défini que sur certains 
intervalles puisque l’on peut avoir F (x) < 0. 
En remplaçant n° par e*!"", on trouve : 


Mans 7 
x (x+1)... (x+n) 


C’est EULER qui, le premier, a montré que 


lim | 3-in) existe, et la limite 
er 
C = 0,577 215 664 901 533 … est appelée constante 
d'EULER (on ne sait pas si C est rationnel ou irra- 
tionnel). On en déduit la formule de WEIERSTRASS : 


rotet ir. 


Cette formule permet de montrer que Ino T, quand 
cette fonction existe, puis T, sont indéfiniment 
différentiables. On a, pour 0 < x < 1, 
E x 
InoT) (}=-C-2+ UT 
(noT): 0) # À v(x+v) 
CL, NX $x 
-C-%+ A 
X À v? P 4 
On a le droit ici de regrouper les termes de la série 
double (absolument convergente) : 


(mer) @=-C-À- $ C-2"E (+0, 


v= 


soit par intégration terme à terme, 


ieta -Ca SE D EM 3 


v=2 4 


où À est la constante d'intégration. 

En faisant tendre x vers 0, on constate que À = 0. Ce 
développement en série entière de Ino T est en fait 
valable pour xE]- 1, 1[. On peut en déduire 
l'analyticité de Ino F et T partout où ces fonctions 
sont définies. Les expressions & (v) qui figurent dans 
les coefficients de la série sont des valeurs 
particulières d’une autre fonction non algébrique 
importante, la fonction & de RIEMANN (fig. C). 


312 Calcul différentiel / Approximation 


Étant donné une fonction f : [a, b] — R 
et un réel positif £, il s’agit d’approcher f 
par une fonction p d’un ensemble de 
fonctions particulier, en général celui des 


fonctions polynomiales, de telle sorte que 
l'on ait : 
[f@)-p (x)| <e pour tout xEla, b]. 


Approximation 


Polynômes de TCHEBYCHEV Polynômes de LEGENDRE 


Les m points (x, y,), 4 E{1, …, m} doivent être approchés du mieux Exemple : Étant donné les 


possible (p. 313) par le graphe d’une fonction 6 points 
n 1,4), (2, 6), (3, 7), (5, 8), (7,7 
J= } æg, (a elR, g, fonctions linéairement indépendantes) e 2 Ga D, ), (7,7) 


RL 5. == 27 
: à SET anai "s A = 86; U2=16: 
Dans le cas le plus simple de l'approximation par une fonction affine 
(n =2cete =1;2(0)= x), la condition 
TO = +x 


conduit à la solution 


m m m m 
2,5 Se 
DE > Var 2 Xy L XuYu 
_ el le pui  p=l _, 


= m m 3 ` 
m Y #-[È x) 


ns us 
m m m 
m y Xa Ya T Yy Xy iy > Yu 
TODE ET a 
"= m m 2 
m: È x? ( > x) 
D si al 


Méthode des moindres carrés 


But de la théorie des approximations 
La valeur en x d’une fonction f n-fois continûment 
différentiable sur Z = [a — à, a + a] peut être 
approchée par p, a (x) (p. 299). On a : 

n 


Vx El, | F0) pu CO] 52 S M5m, 
où M, = sup| fP @ s | 
1 


L'erreur commise en remplaçant f par p, a sur F est 

uniformément majorée par p. 

La théorie des approximations s'occupe du problème 

très général de l’approximation (avec ses différents 

sens) d’une fonction sur un intervalle. 

Déf. 1 : On dit que f: [a, b] — R est uniformément 
approchable par des fonctions d’un ensemble F si 
pour tout £ER, il existe pEF tel que 
EKES) -p w| < € pour tout x Efa, b]. 

On dit alors que p est une approximation uniforme de 

f sur [a, b]. On s'intéresse particulièrement à 

approximation par des fonctions polynomiales. 

Th. 1 (th. d’approximation de WEIERSTRASS) : Toute 
fonction continue f : |a, b] > R est uniformément 
approchable par des fonctions polynomiales. 

On commence par montrer ce résultat pour les 

fonctions f définies sur le segment [0, 1] en intro- 

duisant des fonctions d’approximation particulières 

b, (f) définies par : 

à G pv n / nv 

ba NWE È ff) a-a) 

(polynômes de BERNSTEIN), qui sont polynomiales et 

convergent uniformément vers f sur [0, 1]. 

Si f est maintenant définie sur le segment [a, b], et si l’on 

définit p : [0, 1] — [a, b] par t> ọ (f) = t (b — a) + a, 

alors fo est approchable par les fonctions b, (f° p), 

donc f est approchable par les fonctions b, (f° g)° g ! 


qui vérifient b, (f° œ)° g 1 (x)= leM O a ol 


b-a 


et sont donc polynomia 

Meilleures approximations 

La convergence de la suite b, (f) vers f est assez 

lente ; on peut donc se demander s’il existe d’autres 

suites de fonctions polynomiales constituant de 
meilleures approximations de f. Pour comparer la 
précision des différentes approximations, il est 
préférable de placer le problème dans le cadre général 

d’un espace vectoriel normé (p. 365). 

Déf. 2 : Soit (V, || ||) un espace vectoriel normé et 
UC V. fEU est appelée meilleure approximation de 
JEV relativement à U et || || sill- fI < If- gl 
pour tout gEU. 

L'existence d’une meilleure approximation et son 

expression le cas échéant dépendent donc du choix du 

sous-ensemble U et de la norme || ||. Le th. suivant 
donne une condition d'existence. 

Th. 2 : Si U est un sous-espace vectoriel de dimension 
finie de (V, || ||), alors pour tout fEV il existe une 
meilleure approximation f de f relativement à U et || ||. 

a) Polynômes de TCHEBYCHEV 

Soit C” [a, b] l'espace vectoriel réel des fonctions 

continues réelles définies sur [0, 1], sur lequel on 

lepar lfle:= sup (Fœ) 


xE[a,b] 


définit la norme 


(norme de TCHEBYCHEV). 
Les fonctions polynomiales de degré au plus (x — 1) 
constituant un sous-espace vectoriel G, de C” [a, b] de 
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dimension n, on peut se demander quelle est la meilleure 
approximation de la fonction puissance f, (x) = x" 
relativement à G,_, et|||.. Si f, est cette meil- 
leure approximation de f,, alors, de manière équivalente, 
ta: = fa — fa est, parmi toutes les fonctions g, 
polynomiales de degré n dont le coefficient du monôme 
de degré n vaut 1, celle pour laquelle le maximum de 
|g, @| sur [a, b] est le plus petit. Les expressions 4, (x) 
sont appelées polynômes de TCHEBYCHEV, et l’on a : 


Se ED oaio Arccos(-2X-- b+a 
1,@)= PEL cos[n Arccos| ea pza), 
: b-a)" 
Le maximum de leur valeur absolue est Vai à n 
P 


En particulier, pour l'intervalle [- 1, 1] on a 

1, (X) = 2!" cos (n + Arccos x) (ex. fig. B). 

Les t, atteignent le maximum de leur valeur absolue 
aux extrémités de l'intervalle et en (n — 1) points 
intérieurs. Leurs Zéros jouent un rôle important dans 
la théorie des interpolations (p. 315). 

b) Polynômes de LEGENDRE 

Si l’on utilise sur l’ensemble C° [a, b] non plus la 
norme de TCHEBYCHEV, mais la norme euclidienne 


cb 
définie par ||/ l|; : = | [f @ dx , la méthode 
Ja 
précédente conduit à la définition des polynômes de 
LEGENDRE /, (x). l, est, parmi toutes les fonctions g, 


polynomiales de degré n dont le coefficient du monôme 


eb j 
de degré n vaut 1, celle pour laquelle | [g, ©] dx 
Ja 


est le plus petit. En particulier, pour l'intervalle [- 1, 1] 
n 

onal, (x)= EDENE (x?-— 1)" (ex. fig. ©). 

Les normes resp. || ||a et || || ne donnent donc pas le 
même résultat. 

Méthode des moindres carrés 
On considère un ensemble fini de points (x, y,), 
HE{1, ..., m}, représentant par ex. les résultats 
de m mesures. Une des tâches de la théorie des 
approximations est d'approcher au mieux le graphe de 
ces points dans un système de coordonnées cartésien par 
le graphe d’une fonction f, où f doit être une 
combinaison linéaire de n fonctions linéairement 


n 
indépendantes g, : f = D Ay8y, QER. 
val 
Si l'on considère les m-uplets (y,, …, Yn) et 
n 


n 
(Se PEAT PX 8), il est judicieux 


d’exiger de la meilleure approximation que ses coeffi- 
cients œ, minimisent la valeur de : 


(sed) 


D'après la p. 325, il est nécessaire pour cela que les 
p m n 2 
dérivées partielles 2 Ÿ | Y'a,g,(x)-y | 
CCE AU ES I / 

soient nulles pour soient nulles pour tout iE{1, …, m}. 
On obtient alors un système de » équations linéaires à 7 
inconnues @, …, Œ, qui admet en général une solution. 
Cette méthode est appelée méthode des moindres carrés 
(Gauss), car elle fait appel à la minimisation d’une 
somme de carrés. La droite ainsi construite en fig. D est 
appelée droite de régression (p. 477). 
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Étant donné n + 1 points Pa Qu y), 
u E{0, ..., n}, il s’agit de déterminer une 


fonction polynomiale p, de degré au plus # dont 
le graphe passe par ces z + 1 points. 


Interpolation polynomiale 


Points donnés: Pa(1, 3). P, 52), PES) P, (6,10). 


OT ga _ x-3 x- SN 40 
pid= Else = 
uty ei 
+ + Ey 
14 31 i 
5 x L figo 


Méthode de LAGRANGE 


Points donnés Pa(1, 3), P, 8-2) Pi (4,5), P, (6,10). 


Xa EXuXy-1] Xy CXpXy-1 Xp-2] 


{x — xo) Hëz(x — Xo) (X — x1) He(x = Xo)(X— Xi) (x — x2) 
=3-5j(x-1)+ (x 1)(x 3) —4$(x- 1)(x—3)(x—4) 
=- 440 + x 3x4 1 (cf tab. B) 


Méthode de NEWTON-GREGORY (abscisses des points d’interpolation quelconques) 


Points donnés: P,CL2) (3) PGS) P6, D. 


H NYu = Yu A Yy Lan Ayy 


écart entre les abscisses : h= 2 


ps (x) =E HEY — Xo) HEX — xo) (X — x1) 
HEF(X — Xo) (x — x) (x — x2) 
=2+4(x+1)+4(x+10) (x 1) 
— ax +1)(x—1) (x —3) 
2 


$ 3 9 31 31 
=— gg X +rex + 4g Xt T6 


Méthode de NEWTON-GREGORY (abscisses des points d’interpolation équidistantes) 


But de la théorie des interpolations 

Étant donné (n + 1) points P, (x, y,), (UE{0, …, n}, 
abscisses x, deux à deux distinctes), il s’agit de 
trouver une fonction polynomiale p, de degré au plus 
n qui prenne la valeur y, en chaque point x,. Il faut 


donc déterminer les coefficients æ, de l'expression 
n 


n 

P= X a,x” pour que l'on ait X axy =Y 
v=0 v=0 

pour tout uE{0, …, n}. 


Ce système d'équations linéaires aux inconnues 
y + Q, admet une solution unique. Soit en effet le 
système homogène associé : 

1 


À, rx = 0 (UE, .…, n}), 


qui correspond à p, (x,) = 0 (HE{0, ..., n}). Si ce 
système admettait une solution 

(a, -> à) # (0, …, 0), le polynôme p, posséderait 
(n + 1) racines tout en n'étant pas identiquement nul, 
ce qui est impossible puisqu'il est de degré au plus n. 
Le système homogène n’admet donc que la solution 
triviale (0, ..., 0), ce qui prouve que le déterminant de 
la matrice associée est non nul et démontre le résultat 
précédemment annoncé d’après le th. 1, p. 93. 

Il existe plusieurs méthodes permettant de construire 
simplement des polynômes interpolateurs. 


Méthode de LAGRANGE 
Selon LAGRANGE, le polynôme d’interpolation associé 
aux points P, (x, Yu) peut s’écrire sous la forme : 


m@= > I y, (ex tab. B), 


, 


ce que l’on vérifie aisément. 
En pratique, cette méthode est souvent assez longue 
à mettre en œuvre. Par ailleurs, si l’on rajoute de 
nouveaux points à l’ensemble à interpoler, il est 
nécessaire de reprendre entièrement tous les calculs, 
inconvénient que la méthode suivante évite. 
Méthode de NEWTON-GREGORY 
Si l’on adopte l’écriture suivante : 
Pa (X) = Co + Ci (X=) + … 

+ C, Œ= x0) (6x5) (xx, 5), 
alors les coefficients c, se calculent aisément à partir 
des équations P, (x,) = y, HE{0, …, n}. 
En effet, p, (Xo) = Yo entraîne co = Yo, et en résolvant 
successivement les équations après avoir remplacé les 
inconnues déjà déterminées par leurs valeurs, on 
trouve : 


ÿ ai Yo 
4 ad _M7%X 
i XX : 


Formellement, si l’on définit par récurrence pour tous 

Lu, VEN, v su: 

[x]: = y, (accroissement d'ordre 0), 
Nom, 


(accroissement d'ordre v, v > 0), alors on obtient 
Cu = [Xy Xv- 2, Xo] pour tout vE{0, …, n}. 
On peut donc évaluer tous les coefficients à partir 
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d’un schéma de calcul relativement simple (tab. C). Si 
l’on rajoute de nouveaux points à l’ensemble à 
interpoler, il suffit seulement de calculer les nouveaux 
coefficients. L'ordre des abs s des points à 
interpoler ne joue aucun rôle. La méthode est 
particulièrement commode lorsque ces abscisses sont 
équidistantes. Si x, est la plus petite al e, et si 
XX, = h pour tout HE{0, …, n — 1}, on écrit à la 
place des accroissements d'ordre v les différences 
d'ordre v définies par : 
A Yai =Yy 
A" Yai =A"! Yri A Yo V> 0. 
1 À 
Alors c, = [ry xyi; 0 Xl = —"—+ 
vE{0, ..., n} (tab. D). v! h 
Rem. : On obtient une formule d’interpolation 
analogue si, toujours dans le cas d’abscisses 
équidistantes, x, n’est non pas la plus petite ma 
plus grande abscisse ou encore l’abscisse médiane. 


Yo 


pour tout 


Approximation par des polynômes 
d’interpolation 
Pour approcher une fonction continue f, on peut 
choisir sur son graphe n + 1 points d’interpolation 
distincts deux à deux (xs <... < x, < … < x,) et 
construire le polynôme interpolateur p, correspon- 
dant. En chaque abscisse d’interpolation x,, on a 
alors f (x,) = p, (x,). Si de plus f est (n + 1)-fois 
différentiable, on peut estimer la précision de 
Papproximation pour une abscisse quelconque x. En 
effet, l’erreur commise lors de l’interpolation, soit 
L@)-p, (x), s'écrit : 

fe + DE) 
Sœ) -p 0) = ‘ 


(n + 1)! (x-0), arig E-k) 


où & est une valeur appropriée appartenant à un 
intervalle contenant [x,, x,] et {x}. Les polynômes de 
TAYLOR apparaissent ainsi comme des cas limites de 
polynômes interpolateurs, lorsque tous les points 
d’interpolation sont confondus. 

On peut généraliser le principe de l’approximation par 
interpolation qui vient d’être exposé à des ensembles 
de points non nécessairement distincts deux à deux. Si 
k points sont confondus (k > 1), pour définir un 
unique polynôme d’interpolation il faut se donner k 
conditions indépendantes qui seront obtenues en 
écrivant l'égalité des dérivées successives de la 
fonction à approcher et du polynôme interpolateur 
jusqu’à l’ordre k- 1. 

Enfin, on peut se demander comment choisir 
judicieusement les abscisses d’interpolation sur un 
segment [a, b] pour que l’approximation polynomiale 
d’une fonction donnée suffisamment différentiable 
soit la plus précise possible. La réponse dépend de la 
norme de l’espace de fonctions considérée. 

Si l’on s'intéresse à la norme de TCHEBYCHEV, 
l’interpolation qui conduit à la meilleure 
approximation est celle qui utilise les abscisses des 
Zéros du polynôme de TCHEBYCHEV t, , , (x) (p. 313). 
De même, pour la norme euclidienne, il faut utiliser 
les abscisses des zéros des polynômes de LEGENDRE 
Lasi Œ) (p.313). 
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Pour calculer le zéro £ € ]1, 2[ de la fonction f 
définie par f (x) = x? — 6 x + 7, on construit par ex. 
la fonction 
gx = x +4 09) =4 (02 —2x +7). 

Le critère de convergence du th. de la p. 317 est 
alors vérifié. 

En partant de x, = 2, on obtient par itération 

Xi = go) = 1,75, X2 = (x) = 1,641, 

X, = g(x) = 1,603, 


(xs, f(x) 


I 
La valeur approchée x, du zéro Ë de f peut être 
améliorée en considérant l’abscisse du point 
d’intersection de la tangente en (x f (x) et de 
l'axe des abscisses : 
Xv+1 = 


Exemple : f (x) = x 
Le critère de convergence est par ex. vérifié sur 
l'intervalle B 2| . En posant x, = 2, on obtient 
en trois itérations 

x, = 1,889, x, = 1,87945, x, = 1,879385245 
exact, à la 8° décimale près. 


L 
Méthode de NEWTON-RAPHSON 


Les valeurs approchées x,_, et x, encadrant le 
zéro Ë de f peuvent être améliorées en considérant 
l'abscisse du point d’intersection avec laxe des x 
de la sécante passant par (Xy f (x,- D) et 


(f(x): 


Xv41 = 


Xy— Nii , 

Xy— -s > F0); 
FT D 7 

Pour l'exemple de la fig. B, on obtient à partir 

de x, = 1,8 et x, = 1,9 les valeurs approchées 

suivantes x, = 1,878 et x, = 1,879 3. 


D 


Exemple : falx) = x*=3x-1 
(voir fig. B et C) 
f(x) = x — 6x* +9x2—1 
Pxt)= xt? — 18 xt + 69 xt — 1 
fat) = x2%— 186 x! 44725 x — 1 
fa) = x 48 25146 x?? + 22325253 x 16 — 1 


Interpolation linéaire 


Méthode de GRAE 


E Étant donné [TR — R déf. par 


on cherche la valeur de f (x,) 


L'itération de ce procédé permet de calculer les 
coefficients $ FU (x) du développement de 
TAYLOR de f au point x, (p. 299). 


E, Exemple : 
Etant donné 


| ıı [oj-+r'o 


on cherche 


0 3 i 

wo a m a 
0 3 
1 4 
0 3 
l 7 A f"() 
0 3 


Schéma de HORNER 
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Méthodes itératives simples 

Un des principaux objectifs du calcul numérique est la 

résolution de l'équation f (x) = 0, x Efa, b]. 

Si l’on pose g (x) = x + c (x) : f (x) où la fonction c (x) 

peut être choisie arbitrairement pourvu qu’elle ne 

s’annule pas sur [a, b], résoudre le problème précédent 

revient à résoudre l'équation g (x) = x, x Ela, b]. 

Pour approcher des solutions de ce type d’équation, 

on dispose d’une méthode itérative. On choisit une 

valeur initiale x, et l’on pose x,, , : = g (x,) pour tout 
vEN. Sous certaines conditions, la suite (x,) ainsi 
définie converge et sa limite £ est une solution de 

l'équation f (x) = 0. 

Th. : Si g : [a, b] — [a, b] définie par x g (x) est 
continâment différentiable sur [a, b], et si |g' (x)| < 1 
pour tout x Eļ|a, b] (critère de convergence), alors 
l'équation g (x) = x admet exactement une solution 
& et E= lim x, où la suite (x,) est définie par 

v=o 
XE(a, b] et x,,,: = 8g (x,) pour tout vEN 
(ex. fig. A). 
La rapidité de la convergence peut être évaluée dès la 
première itération grâce à l’inégalité : 
v 


L 
lE-xls ; 


2I Pix où L= sup [g'. 


xEla,b] 

Si f est continûment différentiable sur [a, b], pour 
appliquer cette méthode à f (x) = 0 on prendra 
g= Ir + f> c où c est choisi de façon que le critère de 
convergence soit vérifié. Par ex. si — 2 < f' (x) < 0 on 
prendra c = 1 ; si O < f' (x) < 2, c = — 1 convient. 
Méthode de NEWTON-RAPHSON 

On suppose que f'ne s’annule pas ; on veut choisir c 
de telle sorte que l’on ait g' (E) = 0. 

De g'(x) = 1 +e (x) : f(x) + € (x) : f'(x), on déduit 
c( =- 1 , et il paraît alors judicieux de choisir 


re 
O=- E 


Dans le cas d’une fonction deux fois continûment 
ntiable, le critère de convergence d’une suite 
isfaisant la relation de récurrence : 


fe) 2 lof 


s'écrit 5 
FACE 


+ s 
FR) 
Cette méthode admet une interprétation géométri- 


KES <i 


pour tout x Efa, b]. 


que simple : si l'on trace la tangente au graphe de f 


au point (xp f (x,)), x,,, est l’abscisse du point 
d’intersection de cette tangente avec l’axe des 
abscisses (fig. B). 

Méthode d’interpolation linéaire 

« regula falsi » 

Si Pon remplace, dans la méthode de NEWTON- 
RAPH$ON, la pente de la tangente f’ (x,) par la pente de 
la sécante passant par les points (x,, f (x,)) et 
(i TA E D} on obtient la relation de récurrence 

Xy-Xy1 


= TENE Ta pour vè 1. 


Xy Fy 


Xy, ı est l’abscisse du point d’intersection de la 
sécante considérée avec laxe des abscisses. Le 


coefficient devant f (x,) ne dépendant plus seulement 
de x, les critères de convergence de cette méthode 
sont plus compliqués (fig. C). 
Schéma de HORNER 
Pour évaluer numériquement les expressions f (x,) ou 
f'(x,) qui interviennent par ex. dans les méthodes 
précédentes, on peut dans le cas d’une fonction f 
polynomiale utiliser le schéma de HORNER. Il repose 
sur la relation : 
a, X"+ a, x" + +a X+ 

= (3 (a,x + a,i) X +... + a) X + a)x + pe 
Le tab. E, explicite la méthode de calcul de f (x,), qui 
fait intervenir des additions et seulement # multi- 
plications par xy. 
La répétition de cette méthode permet de calculer 
f'(x,). En effet, les n premiers nombres de la sixième 
ligne du tab. E, sont les coefficients du polynôme 
définissant le prolongement continu de la fonction taux 


d’accroissement m,, (x) = OENE (p. 293), 
v 


qui vérifie m,, (x,) = f(x). 
Rem. : L’itération de cette méthode permet plus 
généralement de calculer les coefficients 
l 
u! 
au point x, (p. 299). 
Ex. numérique : tab. E}. 
Méthode de GRAEFFE 
Si lon considère une fonction polynomiale f de degré 
n définie par x > a, X" + a., X"7} +... + ag comme 
une fonction sur €, le théorème fondamental de 
l'algèbre complexe (p. 67) assure que son expression se 
décompose en le produit d’une constante par n facteurs 
affines de la forme a, (x — &) (x - &) .… (x — &,). En 
développant ce produit et en identifiant les coefficients 
du polynôme obtenu avec ceux du polynôme de départ, 
on montre que, pour 1 sm sn: 


(Si )(-E ) (-E j= “nm 
oS 74 AISNE Vg Bo 


f(x.) du développement de TayLor de f 


Cette propriété des racines, appelée parfois th. de 
Viera, permet de les évaluer lorsque leurs valeurs 
absolues sont distinctes deux à deux. En effet, si par 
exemple [E] > |ë] > … > |E], les valeurs absolues 
des racines étant éloignées les unes des autres, on a 
&, = — — = pour tout vE{1, …, n}. Ce calcul 
anavet 
approximatif n’est possible que si tous les coefficients 
a, sont non nuls. Sinon, ou si l’on veut améliorer la 
précision des résultats, on construit par récurrence 


2 _ n à ok 1 
RENED ha 0) Aa a) 
k k. 
= Apa ARTE OD E e TT 
Pour les valeurs de k suffisamment grandes, les 


lim 
k-» 00 
pour tout vE{1, ..., n}, avec un choix convenable 
du signe (tab. D). 
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Sur les droites passant par O d’équation x, = 


Représentation du graphe en perspective 
A pour|*| < 2 


, tan ©, on a pour x # 0) : 


2%1% pour x # 6, 


Soit f: R? — R définie par X > f(x) =} x?+x2 à 


0 pourx= ô. 


f@= an = sin 2@ . Le graphe peut donc être engendré en faisant tourner autour de l’axe des x; 
l +tan°@ 


une droite rencontrant cet axe et parallèle au plan Ox, Xz, dont la cote croît et décroit périodiquement en 
fonction de l’angle de rotation ©. 


— 0,5 
0,5 


PR 
ne 


Xi 
a 0,5 
y 


— 0,5 


De du graphe 
par des lignes de niveau 


Exemple d’une fonction de IR? dans IR 


B; 


fw- HO 


x-a 


Une courbe dans l'espace est définie par une 
fonction de IR dans IR, par ex. 

-> 

F :lc d] - R*. . 
f(x) et par conséquent f s'expriment à 
laide de leurs composantes. 


; š AONA a ff 
fo TS LOR = 20]: f= |h 
Cu A) TA 


, 
Pour définir la dérivée de f en a on considère le 


Jra eaei 
i d’accroissement K DEI K —, qu'il faut lire 


s =a [Fw - f@)l (multiplication d’un vecteur 
par un scalaire). Si lorsque x — a, ce taux a une 
limite, celle-ci est la dérivée de f en a. La dérivée 
existe en tout point où fi, f, f sont simultanément 
dérivables. 
La fonction dérivée f' est définie par 
Pr fi 
S=} 
fi 
3 


Son domaine de définition est () D,. 
nel n 


Fonctions de IR dans IR? 
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On s'intéresse ici aux fonctions f : D, > R” où 
D, SR”. Il s’agit en particulier d’étudier les notions 
de continuité, de dérivabilité, de différentiabilité, et 
leurs applications. Certaines précautions s’imposent, 
comme on va le voir. 

Propriétés de R” 

L'espace R” (n EN‘) est d’abord l’ensemble des 
n-uplets réels (x, ..., x,). Ces n-uplets sont appelés 
points de R”. D’après les pp. 87 et 204, R” peut 
également être considéré comme un espace vectoriel 
sur R de dimension n, dont les éléments sont alors 
des vecteurs-colonnes à # composantes. Au début, 
toutes les variables vectorielles seront notées 
surmontées d’une flèche. Bien que la représentation 
en lignes soit plus commode à écrire, on lui préférera 
la représentation en colonne, en particulier pour 
effectuer des calculs sur des éléments de R”. Le 
vecteur nul, dont toutes les composantes sont nulles, 


3 
sera noté O . Une fonction à valeurs dans R” (m # 1) 
sera Sa notée surmontée d’une flèche. Une 


fonction Fi D; > R” où D j SR" sera appelée 


plus simplement fonction de R” dans R”, sans 
rappeler chaque fois qu’elle n’est pas nécessairement 
définie sur IR” tout entier (ultérieurement on substi- 
ie ES š 
tuera souvent à la notation z , la notation u, que Pon 
rencontre de plus en plus dans la littérature mathé- 
matique). On munit R” d’une topologie à Paide de la 
métrique euclidienne (p. 217). On définit ainsi la 


n 
, 2 ; 
norme de xX par |X |: = Ÿ X x2, et la distance 
val 


» , y + 

de ¥ à y par |X -9 |. 

On donne ainsi un sens aux notions de « suite conver- 

gente » et de « fonction continue ». En particulier, les 

théorèmes de BOLZANO-WEIERSTRASS s’énoncent de la 

manière suivante dans IR": 

Toute suite bornée dans IR" admet au moins une 

valeur d’adhérence (p. 277). 

Tout sous-ensemble infini borné de R” admet au 

moins un point d’accumulation (p. 229). 

Exemple d’une fonction de R? dans IR 

Pour comprendre les problèmes que peut poser la géné- 

ralisation dans R” des résultats du calcul différentiel 

dans R, on considère la fonction f: IR? —> IR définie par 
2x,x 

à — f(x)= x?+x2 

0 pour * = 0 

Comme pour toutes les fonctions de IR? dans R, le 

comportement de cette fonction peut être représenté 

par son graphe, un sous-ensemble de IR? défini par : 


(aeee) 


En tout point des axes des x, et des x,, la fonction prend 
la valeur 0. Pourtant, la fonction mest pas continue en 


pour Xa 0, 


» e X > e 
0 : en effet, en tout point k ') #0 de la droite x, = x, 
m2 
elle prend | la valeur 1, ce qui assure que dans tout voisi- 
nage de © il existe des points pour lesquels la fonc- 
tion vaut 1, alors que f (6)=0 (fig. A). Cette disconti- 


nuité peut paraître surprenante, car pour tout x, (resp. x) 
fixé la fonction de la seule variable x, (resp. x) 
correspondante est continue en tout point, y compris en 
0, et même différentiable. Cette différentiabilité partielle 
(p. 321) ne permet donc pas de conclure à la continuité 
de la fonction, encore moins d’approcher les valeurs 
prises par la fonction au voisinage d’un point à l’aide 
des valeurs de la fonction et de ses dérivées partielles en 
ce point. Les propriétés des fonctions réelles de deux 
variables réelles ne peuvent donc pas se déduire de 
celles des fonctions d’une seule variable qu’on peut leur 
associer en fixant l’une des deux variables. 

Fonctions de R dans R” 

Le cas le plus simple que l’on ait à envisager dans ce 
chapitre, et par lequel on commencera, est celui des 
fonctions définies sur IR ou sur un sous-ensemble de R, 
à valeurs dans l’espace IR” (fonctions de IR dans R”). 
Les représentations paramétriques de courbes dans le 
plan ou dans l’espace (cf. p. 393 sqq.) se rangent dans 
cette catégorie (fig. B,). 


Toute valeur Fw prise par une fonction f de R 


dans IR” se décompose de manière unique sous la 
m 


forme fG)= 2 a, 1e a (p. 204). Les a, dépen- 


dent Eee de x : 4, est la valeur f, (x) d’une 
-> 
fonction réelle f, (composante de f } On peut donc 


eu la représentation par composantes : 
m 
IOE > Sn x) e, (fig. B,). 

n=l 
Réciproquement, un m-uplet de fonctions de IR dans 
R définit sur Pintersection de leurs domaines de 
définition une fonction de IR dans IR". 
En se reportant à la notion de valeur limite d’une 
fonction introduite par la déf. 4 p. 283, on a : 


p 4 » . . . 
Jim f@)=g si et seulement si Jim fa) = 8u 


pour tout HE{1, ..., m}. On énonce un résultat simi- 
laire pour la continuité en un point a (cf. topologie- 
produit, p. 221). 
La construction de la fonction taux d’accroissement 
au voisinage d’un point ne pose aucun problème, si 
bien que l’on peut énoncer les définitions suivantes : 
> 

Déf, 1 : Une fonction f de R dans R” est dite diffé- 

rentiable au point a € D ; sia est un point d’accu- 

f@-f@ 
: on LOE Le 
mulation de D; etsi lim —pc7 existe 
x—>a 
(fig. B3). La fonction de IR dans IR" définie par : 
» 5 

10-10 


, 
ar y-a — st appelée dérivée f' 


; 
de f. 
» 
Th. 1: Une fonction f de R dans R" est différen- 
tiable au point a si, et seulement si, toutes les 
fonctions f, sont différentiables en ce point. On a : 


MOE ? AO 


n=l 
Ainsi, Pétude d’une fonction de R dans R” est 
ramenée à l’étude de fonctions de IR dans IR. 
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(& SG) rar, -à 
(8, (R) 


f: D, —> R, DJSR?, est différentiable en a 
intérieur à Dp s’il existe au voisinage de à 


une approximation linéaire de f (x) f (a). 
Le graphe de la fonction aff. 


X Mes }+df; (x à) est le plan tangent en 


À—0 


[la +Ah)- fla) 
y PAR 


s'appelle, pour un vecteur uni- 


: au mr selon x, : on à : Sin = 2, L est une courbe du plan 
taire donné A, la dérivée af 4 Ox x, proj. de la section de 
directionnelle de fen ä pourla ax, A Y a SG = f O) par le plan z = f (a). 
direction A . Elle vaut ici tan &. —— (a)=tan æ, 

3 B; ax; B; 


H 


; Re Si X ER” et X —> f(X)ER 
La dérivée directionnelle de f Ne Vs i) HA a E 
selon le vt”? vecteur de base est a P P oT (3) t lé)=0 
appelée dérivée partielle de f * MYPETSUTIACE fx)- f{a)= 


Dérivée directionnelle, dérivée partielle, gradient 


fi R? — R définie par X >x? x, + x} 


Dérivées partielles : 


Gradient : 


Matrice jacobienne : 


(p. 323): 
Différentielle : 


Équation 
du plan tangent : 
Dérivées partielles 
d'ordre 2 : 


Matrice jacobienne 
du 2° ordre : 


Différentielle 
du 2° ordre : 


C 


TE À 
Ex. numérique (4 ) -( p f(a)=3 

Of pr H > 

x, (a)=12, zla a 31 


Of 3 df À 2 2 
feux, (tri 4x 
x (X)=2x,x, ae (X)=xi +3 


ET IR a HI 
sraa sEV) h a) TR 
SERV A -@xix xt + 3x 
ax 


dfg (Ea) Ray aaler akat aaan) 
df} (di) 5 z (X): dx 2x, x2dx, +(x? + 3x2)dx3 
= f(a)+ df;(ž 8) x3= 12x, +31x,— 78 


dS > Of aa Of fn DS çà EA 
ox? (x)= 2x3, ox, 0x, ()= Ox0x, (= 2x, ox} (5-6 
of of 
df nn. aNs Ox? dx dx | Fa i 
agaa er ar O Ge s 
5 Ox;0x; ox? 
2 d°f > 17 df » 2 
d'f;(dx)- (dx) al dx dx (x) (dx) 
Ha 1 (did + dx DL (tax) 
1€ 


=2x,(4x,) +4x,dx, dx; + re 


Exemple de différentiation partielle 
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Fonctions de R” dans IR 

Après avoir étudié le cas des fonctions de IR dans R”, 

on s’intéresse maintenant à celui des fonctions de R” 

dans R, appelées également fonctions réelles 

de n variables réelles, ou encore champs scalaires en 

physique si n > 1. 

Ex. : Moyenne arithmétique de n nombres, champ des 
masses volumiques dans un solide, champ des 
températures dans un corps à un instant donné. 

Le concept de continuité se généralise aisément à de 

telles fonctions. Par contre, on ne peut pas définir un 

taux d’accroissement au sens habituel du terme, car 
l'opération de division d’un réel par un vecteur n’est 
pas définie. 

érentiabilité 

Si f est une fonction réelle de la variable réelle 

différentiable, on a par déf. : 


Jim (ESS Lo) -f' @))= 0, soit encore 
iim (2 O E 0 en utilisant 


l'application df, (différentielle de f en a, cf. p. 297). 
On peut généraliser cette dernière relation aux 
fonctions de R” dans R. 

Déf. 2 : Une fonction de R” dans R est dite différen- 
tiable au point aED, si & est un point intérieur 
à D, et s’il existe une forme linéaire (voir p. 89) 
df} : R">R, appelée différentielle de f 
en à , telle que Pon ait : 

f(x)- S(ä)-af; (x -2 


lim | — = 
X à RE =a 


=0 (fig. A). 


Si df; existe, elle est unique. 

Comme dans le cas des fonctions réelles de la variable 

réelle, une fonction de R” dans IR différentiable en & 

est toujours continue en & . 

Rem, : L’unicité de la différentielle en & ED, ne serait 
pas assurée si & était simplement un point d’accu- 
mulation de D, (seule condition imposée à a en 
dimension 1). Pour éviter toute discussion restrictive, 
on suppose dans la suite D, ouvert dans R”, 

Dérivées directionnelles 

On s'intéresse au comportement d’une fonction f de IR” 

dans IR au voisinage d’un point & en lequel elle est 

différentiable, dans une direction donnée par un vecteur 
unitaire A. Autrement dit, on se limite aux points 


ä+Ah (à ER). On a alors : 
ra (a +àh)- flä)- aflan) 


lan | 
_A tee ul 
"ANR a r)? 
d'où lim = sle +an)- (à) =df(h). 
A0 À 


La limite qui intervient dans le membre de gauche de 
cette relation peut encore exister pour certains vec- 


> 
teurs unitaires A lorsque la fonction f n’est pas diffé- 
rentiable. Elle est appelée dérivée directionnelle de f 


au point & dans la direction h (fig. B,). 

Dérivées partielles 

Les dérivées directionnelles dans les directions des vec- 

teurs de base è, sont particulièrement importantes. 

Déf. 3 : Une fonction f de R” dans R est dite partielle- 
ment différentiable par rapport à x, au point d si 


JG +2, 


A admet une limite finie quand À 


"EO 2 OF ya 
tend vers 0. Cette limite est alors notée iL (a), 
öx 
y 


et la fonction qui à & associe Lia ) est appelée 
0 v 
dérivée partielle de f par rapport à x, (fig. B,). 
Une fonction de R” dans R différentiable au point & 
est partiellement différentiable par rapport à toutes les 
variables x, en ce point. La réciproque n’est pas toujours 
vraie (cf. ex. p. 319), mais on dispose du th. suivant : 
Th. 2 : Si une fonction f de R" dans R est par- 
tiellement différentiable par rapport à toutes les 
variables x, sur un sous-ensemble ouvert E de D, et 
si toutes les dérivées partielles sont continues sur E, 
alors f est différentiable sur E. 
Gradient 
La différentielle d f; d’une fonction différentiable f 
peut être exprimée à l’aide des dérivées partielles de 
la fonction, On a : 


df; (x -à)= D a 1a): @,-a,). 


La différentielle de la fonction identité au point & est 


X —a , notée également dx. La somme précédente 
est alors le produit scalaire (IR" étant muni de sa struc- 
ture euclidienne canonique) : 


of ia 

< Lia) 

ax, dx, 
: ,dx }), où dx=| : 

NL {3 dx, 

ox 


On définit ensuite le gradient d’une fonction : 
Déf. 4 : Si une fonction f de IR” dans IR est différen- 


=a 
tiable, on note grad f la fonction de IR” dans R” 


o D 
ox, ax, 
: |, qui à Paide du symbole V:=| : 
af ð 
dx, ax, 


5 
(vecteur Nabla) s'écrit aussi sous la forme Vf 
(fig. B3). 

Les dérivées partielles d’une fonction se calculent 

selon les mêmes règles que pour les fonctions d’une 

seule variable, en traitant comme des constantes 

toutes les variables à l’exception de celle par rapport à 

laquelle on effectue la dérivation (ex. tab. C). 
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ARR Pi 


3 = = (a) 
Exemple : dx y CHE Vita 
2 e. ; 
tF: R 2 déf. par * XX 2p dé at d YiY2 
Soit f : IR? —> R? déf. par x > D | g :R?— R’ déf. par y > EA 
-l y? 
On a alors pour tout ¥ ER? : i j £ 
dfaa (2x dg j 
en 0, Eag ah 
dx 0 11 d cosy, 0 
0 e”? 
1 1 e: 
xata x+xel 2x 1 à $ alee f) o) 
cos(x? + x3) 0 Où «di À dx 
0 c*? ENS 
2x; 2 tì 
2xi(xa +x) x$ t2x +X, xi +X 
2x; cos(x} +x) cos(x} +x) 0 
A 0 e*2t Xa e*? +xs 


Composition des fonctions 


Une fonction f continûment différentiable de R” dans R” est localement inversible au voisinage de a si 


df > 
Je! +0. 
Exemple : eet dx (a) + 


admet pour matrice jabobienne 


» ps : Xj COS X 

f :R?> IR? déf. par x — [1.72 
S 1 sin Xa 

df 2) cos x, — xsin x 


. df ; 
-(x)=| 2) si bien que det = (¥) =x} pour tout * ER? 
dx sin X)  XjCOS X3 dx 


d à F Pr > a ‘ 
[est alors localement inversible au voisinage de a (9) si a, F0. 
2 


; 2e He a AUE is + > $ 
Il existe, pour a, + 0, un voisinage ouvert U de @ et un voisinage ouvert V de f (a) tels que f |U soit 
TETE | 
x + [er 
<a< -y ona f7 (y) = y, | (£=sgny-,). 
< Arc tan y 
» > + Cal] 
f n'est pas globalement inversible, L'antécédent f7 ; ni (U)| contient en plus du voisinage ouvert U 
de a tous les ouverts obtenus par translation de U dans la direction de l’axe des x, d’un multiple entier 
de 2x. 


bijective, avec f (U)= V. Side plus — 


wa 


On peut remarquer que l'exemple étudié dans ce tableau B est celui du passage coordonnées cartésiennes- 
B coordonnées polaires avec des notations non usuelles (cf. pp. 344, 345). 


Inversibilité, fonction réciproque 
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Le gradient est une notion euclidienne intrinsèque, 
indépendante du système orthonormé de référence, 
direct ou non (voir p. 327). 


Hyperplan tangent 
D’après la déf. 2, si x—a est suffisamment petit, 


on a f) = fB) GR- Y. Au voi- 


sinage de 4 , le graphe de f, sous-ensemble de 
R” x IR = R”*', est donc très voisin de l’ensemble de 
points (X, x,, ) défini par l’équation : 


XF flè) (Vra), X*-a y qui est un hyperplan 
(sous-espace de dimension n) de R”*' passant par le 
point (a, f (&)). Cet hyperplan constitue une généra- 
lisation de la notion de droite tangente introduite pour 
les fonctions réelles d’une variable réelle. Dans le cas 
n = 2, il s’agit d'un plan tangent au graphe de f 
en (4, f (a)) (fig. A) ; de façon générale on parle 
d'hyperplan tangent. 


Dérivées partielles d’ordre supérieur 

Les dérivées partielles d’une fonction différen- 

tiable peuvent elles-mêmes être partiellement 

différentiables. Ainsi, pour une fonction de deux 

variables, quatre dérivées partielles d’ordre deux 

peuvent exister : 
a a) d 


ox, (ox, 


ox, (ox, ox, 0x,” 0x, lx) à 


Si ces dérivées partielles d'ordre deux existent et sont 
continues sur un ouvert non vide, on a alors 
TA 2 
Ci d° 
0x, OX, OX, ðX 
continues permettent de définir les différentielles 

d'ordre 2 (tab. C). 


Fonctions de IR" dans R” 

Après avoir étudié successivement les cas particuliers 
des fonctions de IR dans R” et des fonctions de R” 
dans IR, on est en mesure de généraliser les résultats 
obtenus aux fonctions de IR” dans R”, c.-à-d. aux 
fonctions vectorielles de »# variables, appelées égale- 
ment champs vectoriels en physique si m > 1 etn > 1. 
Ex. : Champ de force, champ des vitesses dans l’écou- 

lement d’un fluide à un instant donné. 

La différentiabilité est introduite de manière analogue 
à la déf. 2 : ; 

Déf. 5 : Une fonction f de R” dans R” est dite 


w$“ 


sur cet ouvert. Ces dérivées 


différentiable au point à E D j si a est un point 
intérieur à D; et s’il existe une application 
» 
linéaire (voir p. 89) df} : IR" —> R”, appelée 
Suis 
différentielle de f en à , telle que l’on ait 
ÿ = 
(fa), 


lim = ———— = 0 
ta [x Z 


FDF a fa 


Comme en p. 319, on peut associer à toute fonction 
f de R” dans R” une représentation par compo- 
santes constituée de m fonctions f, de R” dans R, 
et Pona: 


> 

Th. 3 : Une fonction f de R" dans R" est différen- 

tiable si, et seulement si, toutes les composantes f, 
> 


sont différentiables. Si f est différentiable, ón a 


> 
(af), = 

On notera que si la différentielle existe, elle est unique. 

Comme en rem. p. 321, on suppose dans la suite 

D y ouvert. 

D'après la p. 321, on a : 


aff); @-8)=(Y pla) ax) 


y 

de sorte que l'application linéaire df, est détermi- 
ä 

née par la matrice (m, n) des dérivées partielles 


of, 


—— , appelée matrice jacobienne. 
dx 
Si l’on désigne cette dernière par le quotient symboli- 
A Ai, 


df a a OU es 
que —, ct sa valeur au point & par —> (a), alors 
dx dx 


5 


f (*-a)= à a): dx, où le produit qui 
a dx i 

apparaît dans le membre de droite est à prendre au 
sens matriciel (p. 88). 

La matrice jacobienne est ainsi pour les fonctions de 
R” dans IR” l’analogue de la dérivée pour les 
fonctions de IR dans IR. C’est une fonction de IR” dans 
IR”, pour laquelle l’écriture vectorielle est remplacée 
par Pécriture matricielle. La matrice jacobienne d’une 
fonction de IR” dans IR se réduit à une ligne qui est la 
transposée du gradient de f, en repère orthonormé. 

La matrice jacobienne permet de formuler simplement 
les règles de différentiation, par ex. pour la généra- 
lisation de la règle de composition (voir th. 6, p. 295) : 


Th. 4 : Si la fonction Fi de R" dans R" est différen- 
tiable en à ED į et si la fonction g de R” dans 
R’ est différentiable en f (@)E€D g Pg ouvert, 
alors la fonction 8 o f de R" dans R' est différen- 
tiableen & etl'ona: 


; » 
digofl,, der, d nere ; 
l À] a c (F (a J è f GE où l'on dé- 
dx dy dx 
signe par Ÿ = (Yo -++ Ym) un vecteur de R". 
La matrice jacobienne de £ o f est donc le produit 


des matrices jacobiennes de g et de f (fig. A). 
Dans le cas n = l = 1, le premier facteur du produit se 
réduit à une ligne, le second à une colonne, et l’on 
obtient le cas particulier : 


ko > OAO 
u21 Yp 
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x? +x- 21? 
4 


3 ic avec ER, À ER? est différentiable. On a 
xi + 2x5 + E* — 


f | R? — R? déf. par (4, X) > | 


1 {2 

à = \-1 ses 

af , 4 Of + 2x, 2x, 4 of -> Fa 2x; 
—(1,x)= , — (1, À de matrice inverse |——| (4x) = 

ee 3 Een ax se O à 

3 2x 2x2 


Pour 4 = 1 et % A on a Flt %= Ò et det Se l o X5)#0. On peut donc définir une fonction 
ox 


implicite t > g © dans les conditions du th. 6, sur un voisinage ouvert U de 1, à valeurs dans IR? : 
f(g 0)=0, g “s a g continûment dérivable. 


-> 
ð ð 
o (4, g( DF 2 Et -= Ling g O)= Ò on tire en multipliant par (2 
ax ax 


ve 


1 
De (48 ©) 


7 i MT 
dg (= gin «Pour 1€ [E 5,2 V3] ona £ (ù= | s J 
] Va-3r 


Fonction implicite 


Xi 


f: R? => R déf. par f: R? —> R déf. par f: R? — R déf. par 


cs e À a2 + (er 3) X oat 

Maximum au point Minimum au point , i 

Ò » [2 Point-selle en 0 =() 
A ) B, f =() B, 


Extremum local, point-selle 


fi R?—>R déf.par x- x? -2x x= x3 + 3x) x x2. Étudier les extremums locaux. 
—3x?-2x m) 2 


Ona VX) =| —2x,-2x - 
3x1=—2x3 dy? 


(matrice jacobienne 
d'ordre 2, 
p. 320). 


A, (xX) = et A, (x) sont r mineurs hessiens 
du hessien A. (= der" La 


Une condition suffisante pour que l’on ait un Hess (resp. un minimum) local strict au point a est: 
Vf(a)= 0 à Aild)<0(>0)a A,(4)>0 à A;(a)<0(>0). 


13 0 
E rd > 5 > 
Vf(a)=0 a pour solution 4, = - “) et 4, = (o) 


13 o 


Comme on à A (a ,)=- 13, A,(d ,)=22, A,(a ,)=— 26, il apparaît en à} un maximum local strict. 


: 3 P 
En revanche, au point A la valeur de 0 de A, (a) ne permet pas de conclure. Une étude plus 
i > ; i 
C complète montre qu’il n’y a pas d’extremum en &',, mais un point-selle. 


Exemple de conditions suffisantes pour un extremum 
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Fonctions de R” dans R”, inversibilité 

Pour une fonction de R” dans R”, la matrice 

jacobienne est une matrice carrée (n, n). On peut lui 
3 


d 
associer son déterminant det < , appelé jacobien, 
x 


Do h) 


, et qui 
D(x, eva x,) Le 


que l’on écrit parfois aussi 
> 

définit sur l’ouvert sur lequel f est différentiable 

une fonction de IR” dans IR. D’après la règle de calcul 

(6) de la p. 91, on a pour la composition de fonctions 


-> 4 

de R” dans R” : det alé. À). = det dg + det ar 

dx dy dx 
calculé en x =a, y = f (a). 
On montre qu'une condition nécessaire pour qu’une 
fonction continûment différentiable de R” dans R” soit 
inversible est que son jacobien ne s’annule pas sur 
D Fe Cette condition n’est pourtant pas suffisante, 
comme le montre l’ex. suivant : 
Soit Dp le disque unité ouvert épointé du plan des 


— 

no) et f : Dy — IR? la fonction définie par 
SEE 

EAE A aa -h À s! Pour tout *ED;, on a alors 
C 1 2 2x, X 


-= 


df,; BA orio 
det S a=alira>0, mais f n’est pas 
dx 


> 3 
inversible car f (-x,,-x)= f (x,x). 


On est ainsi amené à définir la notion d’inversibilité 
locale : 


Déf. 6 : f: Dp > R" où DR € R” est dite 
localement inversible au point à ED jf S'il existe 
Me 
des voisinages ouverts resp. de & et de f(a) 
> 
appliqués bijectivement l’un sur l’autre par f. 
Pour une fonction cont. différentiable, on a : 
Ms ON Hi > [+ AT 
Fla +h)=f(à)+a f(x) pour lal petit. 

La différentielle étant une application linéaire, elle est 
bijective si son jacobien est non nul, et Pon peut en 
-> 
déduire que dans ce cas f est également bijective si 

> 
|a | est assez petit. On a donc : 
> 
Th. 5 : Si le jacobien d'une fonction f de R" dans R" 
> 
est non nul au point aED p alors f est loca- 
lement inversible au point & (fig. B). (f. cont. diff.) 
+ à 
Le produit des matrices jacobiennes de f et de f AL 
étant égal à la matrice jacobienne de l’applica- 
tion identique, c.-à-d. à la matrice identité, on en dé- 
> 
duit que les n? dérivées partielles de f 7! au point 
de y > ne 
f (@) se caleulent à partir de celles de f au point & . 


Par ex., pour une fonction f de deux variables et de 


TOM ; -> 
fonction réciproque g , on a : 


saa a h(a) 
si jaj- 2 


pr ; 

des dy, à, 
det i (a) det oi (a) 

X xX 

ahg dhg 

IR 2 j EAU d8: a= PAL 
a teur 26 77 A0 Inner 
det — (a) det — (a) 

dx dx 


Fonctions implicites 

En p. 307, on a défini implicitement les fonctions 
algébriques à l’aide de polynômes de deux variables. 
Ce procédé est généralisable : à la place d’une équa- 
tion polynomiale en (x, y) dans IR?, on peut considérer 
un système d’équations obtenues en écrivant que des 
fonctions réelles à plusieurs variables, continûment 
différentiables, prennent simultanément la valeur 0. Les 


solutions (4, x) du système d'équations Fi î,X)=0 : 
î ER", x ER", u E {1, ..., m} définissent alors une 
relation dans R” x R” : on peut se demander à 
quelle condition celle-ci définit une fonction g de R” 
dans R” telle que fi t, g(t))=0 pour tout 
u E{1, ..., m}. Les f, peuvent s’interpréter comme les 
composantes d’une fonction f de R”*” dans R”, de 
telle sorte que la propriété exigée s’écrit plus simple- 
ment fé, ?)=0 . Soit alors la fonction de IR"*" 
dans R"*” F = (Fp <. Fas fis ++- fah telle que : 

F (8, *)=4, vel. aik 


È GA 


ð 
- et det a 


Les jacobiens det — 
d VE ox 


sont égaux 


(le symbole à signifie que la matrice jacobienne ne 
comporte que les dérivées partielles des f, par rapport 


af 4 
aux x,). Si det F -(a)#0, d'après le th. 5, p. 323, la 
x 


+ 
fonction Æ est localement inversible. La fonction 


> 
réciproque G permet de récrire le système d’équa- 
tions sous la forme : 

Xi 5 Gi (tp cs Um Yo ce Yn) 


n= = Gn Ge Um is ces Yn) 


li =, 
CETTE 
En choisissant y, = y, =. = y, = 0 et en remplaçant 


u, par t, on obtient finalement le système d'équations 
on 7 Gi (to se lw 0, ARRE 0) = £i (tp Lit à t); 


Xm = Gn (fis +++ b O, 2225 0) = Bn (lis 2225 ta) 
qui définit la fonction recherchée. On a donc : 
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| Application de la méthode des multiplicateurs 


Xi 
Restriction de la fonction f : D, — R au sous- 
ensemble de D, satisfaisant la condition 
g(*)=0. 
Les extremums locaux de cette restriction 
peuvent être différents de ceux de la fonction 
initiale. 
1 


de LAGRANGE à l’exemple de la p. 327/1. 
On cherche le maximum de 
f: (RP — R définie par 
X> x, x, X; sous la contrainte 


g(x) =2 œ xta +xx)— A 20. 


On pose F(X,A)= f(x)+Ag(x) 
La condition nécessaire pour avoir un 
extremum est : 


X2X3 + 2Å(x2 + X3)=0 

X3X1 +24(x3+x1)=0 

X1X2 + 24(X1 + x2)=0 

2x 1X2 + X2X3 + X3X1) — 4 =0 
on a l'unique solution 


A A A 1/4 
6'ÿ6'ÿ6' ayo 
| A, Le parallélépipède cherché est donc un cube. 


Extremums liés 


Champ de vecteurs au voisinage d’une source 
(divergence positive à la source). 


$ x `~ 4 
ke a 2 
TESTA 
g ` 2 $ 


Champ de vecteurs entre une source ct un puits 
p (divergence négative au puits). 


f(a) 


Xi 


| [i 
1 ! 
| dx, ! 


Si on calcule la somme des produits scalaires 
élémentaires G), d 2) le long du petit 


rectangle vert (sens direct), on fait apparaître la 
différentielle de la circulation autour de l'axe 
des x, perpendiculaire au plan des x;, x, (repère 
orthonormé direct) : , 


fléau «| a+? jee Bar jus, 
{airs pan nd 
= eos l}ua, den 


ox, 
Le quotient par dx, dx, est la composante de 


DA 
C rot f (à) selon l’axe des x. 


Divergence 


grad (FG)= (grad F)G+F gradG 
div{f +gl=div f+ div g 
rot f4 roi R 
(grad F, J)+F div f 
rad F xf +F roi f 


rot a-i rot ig) 


rot grac 


D div rot f= 


Rotationnel 


WFG) = IYr\aarlýa) 
(V, f ae) = (V. (Ve) 
Vx[f+g)= NETRA ETS ; 
(V, Ej)=(VR f} r (V, f) 
AEN 
(Vj xg =Y x fig )-(PV xg) 
YxVr=0 
{VV x f)= 


Formules relatives au AS à la divergence et au rotationnel 
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-> 

Th. 6 : Soit f une fonction continûment différentia- 
A? 4 3 

ble de R"*” dans R”, soit (r Zol avec {4 ER" 


je. > à > 
et Xo € R” un point de D; telquef lis žo =0 


5 
avec la condition det 5 UENEN Alors il 
existe un voisinage ouvert U B CS R” et une 
unique fonction continûment différentiable 
g : U(1,) > R” tels que g(t )=3 o et 


f(2,8(2)-06 pour tout teul). 

Ex. pour n = 1, m= 2: tab. A p. 324. 

Dans le cas n = m = 1, on peut calculer facilement la 
dérivée d’une fonction implicite. Soit f une fonction 
continûment différentiable de IR? dans R et soit g : 
D, > R (D, € R) définie implicitement par 
f@,g Q)= Ü pour tout x € D, g est alors également 
continüment différentiable,” et le cas particulier 
d'application de la règle de composition mentionné en 
complément au th. 4, p. 323 donne (cf. différentiation 
FRES p. 307): 


TA An gote CE 8 @)= 


i emums locaux ia fonctions de R” dans R 
Comme dans le cas des fonctions d’une seule variable, la 
détermination d’extremums locaux de fonctions de plu- 
sieurs variables est un problème important (fig. B}, B,). 
La déf. de ces extremums généralise celle de la p. 297. 
On a comme condition nécessaire : 
Th. 7 : Si la fonction différentiable f de R" dans R 
admet un extremum local au point € € D; D, 
ouvert, alors toutes les dérivées partielles sont 


> E » 
nulles en c , ce que l'on peut écrire Vf (è) =0. 
ô e 
Pour montrer par ex. que : L (2-0 , On considère 
ax 


la fonction f, déf. par fi (x) = f (xs, €, …, c,), qui 
existe sur un intervalle ouvert contenant c, ee 
c est intérieur à D, . Si f admet un extremum local au 
point €, alors il en va de même pour f, en c, donc 


If ja 
d’après le th. 3, p. 297, on a fi (c,)= 3 (é)=0. 
9x 
1 
On montre de la même façon la nullité des autres 


dérivées partielles en c . 

La condition nécessaire Vf (é)=0 n’est pas suffi- 
sante pour caractériser l'existence d’un extremum 
local au point €. Par ex., la fonction f de IR? dans R 
déf. par f (Xi, x) = x, x, vérifie Vf (ò)=0 , mais elle 
n'admet pas d’extremum local en Ú : dans tout voisi- 
nage de 0 , on trouve des points (x,, X) où f est à 
valeur positive (lorsque x, et x, sont de même signe) et 
d’autres où fest à valeur négative (lorsque x, et x, sont 
de signes différents). Le graphe de cette fonction 
(fig. B;) fait apparaître que, plus généralement, toutes 
ses dérivées directionnelles sont nulles en O ; on dit 
qu’il s’agit d’un point-selle. Pour qu’une fonction f 
admette un extremum local en € , il faut finalement, 


en plus de la condition vf (è)=0, que la différence 
fhè +h)- f (è) conserve le même signe pour tout 


h suffisamment petit. On peut énoncer une condition 
suffisante, si f est deux fois continûment différentiable, 
pour qu’il en soit ainsi, en introduisant les détermi- 
nants À,= af E 
dx; 0 j 
La matrice des dérivées partielles d’ordre deux de f 
est appelée matrice hessienne de f, son déterminant 4, 
est le hessien de f. Les À, sont les déterminants des 
matrices obtenues en éliminant les n — k dernières 
lignes et colonnes de la matrice hessienne. 
Th. 8 : Soit f une fonction de R" dans R possédant 
des dérivées partielles d'ordre deux continues sur 


Jue {1,..,4k},1<ksn. 


un voisinage ouvert de © E D}. Si Vf (è)=0 er si 
Ag(ê)>0 pour tout k € {1, …, n}, alors f admet 
un minimum local strict au point €. 

Si vf (è)=0 et si (- 1} 4,(é)>0 pour tout 
kE {1, ..., n}, alors f admet un maximum local 
strict au point c ” (ex. tab. C). 


Pour une fonction f de R? dans R, la condition 
suffisante énoncée dans le th. 8 s'écrit : 


è=, (Eee, 4,()>0. 


MEERN ; : Le 
Si 3e (¢)>0 (resp. < 0), il s’agit d'un minimum 
1 


(resp. maximum). En un point € tel que 4, ()<0, 


il my a pas d’extremum. Si 4, (€)=0 , on ne peut 
pas formuler de condition suffisante d'existence d’un 
extremum local à laide des seules dérivées partielles 
d'ordres un et deux. 

Extremums sous contraintes 

En pratique, on a souvent à résoudre le problème suivant : 

Soit une fonction réelle f de la variable X = (xy .….,x,) 

au moins une fois continûment différentiable sur son 

ouvert de définition D, € R” ; trouver les extremums 
locaux de la restriction de f au sous-ensemble § des 
points de D, satisfaisant au système d'équations 

8u nes Xy) = 0, HE {1, ...,m}, 1 S m < n, les g, 

étant éga ement des fonctions réelles au moins une fois 

continûment différentiables sur D, (extremums sous 

contraintes, fig. A). 

Ex. : On doit maximiser le volume d’un parallé- 
lépipède rectangle sous la contrainte que sa surface 
ait une aire donnée À. Il s’agit donc de trouver le 
maximum de la fonction f : (R$) — R définie par 
(Xo X» X3) = xı X X; sous la contrainte : 

E (Xp Xp X3) = 2 (x1 X2 + X7% +% x1) -A = 0. 
Pour résoudre ce problème, on peut considérer la 
contrainte comme une équation en x, et en reporter 

la solution x4 = A 2% %2 dans l'expression de f; 

T 2(xi + x3) 

on se ramène ainsi à une simple recherche d’extre- 

mum sans contrainte pour une fonction F de deux 

variables (la solution est un cube) (suite p. 326/2). 
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© On donne dans R? euclidien muni d’un ro.n. la parabole P (y? — 4x = 0, z = 0) et le point M (a, b, c) E R NP. 
La distance de M à P est inf (d (M, H) | H € P). Pour obtenir ô, on cherche donc le minimum de (x — a) + (y — bY 
+ (z — avec les contraintes y? — 4x = 0, z = 0. On se ramène ici simplement à l'étude de la fonction polyn. 


2 
gO)= (i y-a) + (y — b} + c?, à valeurs dans R, : elle atteint sa borne inf. en un point qui annule 


g'O)= $ 6°+4(2-0)y-80) 

Les points H associés aux zéros de g’ne dépendent pas de c (th. des trois perp., cf. infra). 

Ex. 1 : M : =M, (2, 1, ©); g's’annule uniquement pour 
y=2.H,=(1,2,0), 8= V2+c°. 

Ex. 2: M : = M, (15, — 12, c) ; g' s’annule pour y = 2, 
6, — 8. On a trois points H, (1, 2, 0), H, (9, 6, 0), 
H, (16,-8, 0), avec d (M,, H) < d (M, H,) < d (M, Hi). 
La valeur de ô est d (M;, H;) = V17 +e’. 

d (M,, H,) est un max. local et d (M,, H,) un min, local. 
Ex. 3 : M : = M, (5, 2, ¢) ; g' s’annule pour y = 4, -2 
(= 2 est un zéro double). On a deux points H, (4, 4, 0) 
et nn 2,0) is Di Ms es La valeur 


Rem. : Si on remplace P par son arc 00 ÿ 
Q:=(4,-4, 0), la distance de M, à cet arc est d (M;, Q). 
La recherche d’un min. sur un ouvert pour une 
fonction de classe 1 passe par la dérivation ; mais cela 
ne suffit peut-être pas pour un min. sur un compact. 


© Ici on cherche la distance de M (a, b, c) à une surface $ d’éq. f (x, y, 2) = 0 (M É S). On peut, si S est au 
moins 1-régulière, utiliser la méthode de LAGRANGE, en écrivant que les quatre premières dérivées partielles 
de g (x, y, z, À) = (x = a)? + (y - b)? + (z — c)? + À f (x, y, z) S’annulent simultanément : 
2(x-a)+ Af; œ, y, z) =20- b)+Af, ( GG», 2 = 2(&-c)+Af,(x,y,2)=f(x y, 2) =0. 

Ces conditions expriment que le vecteur HM est normal à S en H (x, y, 2). C’est une condition nécessaire pour 
que d (M, H) soit la distance i Mà S (idem si on remplace $ par une courbe). 


2 2 
Ex. : S est l’ellipsoïde d’ éq, * Jt i + Z- 1=0 (a >b > c > 0)et M le point (a, b, c). On a: 
h 


xX (i + 2 =4,y (i + à) =b,z LE à] = ç, relations donnant à partir de l’éq. de $ la condition f (À) = 1, 
a a 


avec f (À) = fi + S) 3 afi + à] ; +[1 + 4 i ; f est continue sur les ouverts ]- %, — a?f, ]- a°, - b?, 
a h ck 


]- b, = èl, }} @, + of. Elle est strict. croissante de O à + œ% sur le premier et prend donc une fois la val. 1 en 
À <a? ; de même elle est strict. décroissante de + % à 0 sur le dernier. Elle prend une fois la val. 1 en À, > 0 
car f (0) = 3, Sur chacun des ouverts bornés elle est strict, minorée par 1. En effet sur ] -4°,- DIU ]- b,- ef, 


F(A) > p (à) avec p (À) = (1+ ci +[1 + 21. , qui admet un min. unique sur |- 4°, — c?{ qu'un calcul 
a c 


prouve sup. à 1. La distance de M à S est obtenue pour À = A, qui donne trois coord. > 0 pour H. 


Discussion pour la recherche d’un extremum avec contraintes 


Ce procédé peut ĉtre étendu à des problèmes comportant 
plus de variables et de contraintes, mais il est souvent peu 
commode et impose de distinguer de façon purement 
arbitraire des variables indépendantes et des variables 
dépendantes. En utilisant le th. 6, p. 325 sur les fonctions 
implicites, on obtient la condition nécessaire d'existence 
d’un extremum local sous contraintes de LAGRANGE : 


Th. 9 : Soit deux fonctions f de R" dans R et g de 
R” dans R” continûment différentiables sur un ouvert 
D € R". Si f admet un extremum local sous les 


contraintes g(*)=0, HE {I,.….,m}en aED, 


> 


dg 
et si la matrice jacobienne 7 est de rang m sur D, 
dx 


alors il existe m nombres réels À, …, À, tels que 
b : ð 5 m 
l'on ait à, {re + 2 A ag ](a)=0 

v 


pour tout vE {1, T 
Les nombres À, ..., À,, sont appelés multiplicateurs 
de LAGRANGE. 
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Si l’on sait que le problème de recherche d’un 
extremum local admet une solution, et si le système 


3 m P m 
a (Be ]t-0. l)o, 


vE{1,.. n}, uE {1, ..., m} de n +m équations à 
n + m inconnues ay, …, An Àp <, Àm admet 
exactement une solution, alors les n premières 
composantes du (n + m)-uplet solution donnent les 
coordonnées du point auquel l’extremum recherché 
est atteint. Les facteurs À, …., Àm peuvent être 
éliminés lors de la résolution du système sans être 
calculés explicitement. 

Formellement, ce procédé revient à rechercher les 
extremums locaux de la fonction F définie par : 

F (Xis «+s Xu Aas + Am) 

m 


=fG.,%)+ à Au 8u (Xo < X,) (CX. tab. A3). 


Divergence, rotationnel, laplacien 

Le gradient d’un champ scalaire introduit par la 
déf. 4, p. 321 n’est pas un simple outil mathématique : 
il a une signification physique importante, Par ex., le 
champ d’attraction newtonienne créé par une masse 
unitaire placée en O en un point M défini par : 


OM =rü,r>0, Ju | =1, est de la forme —-—- 
P 

G > 0. C’est le gradient en M de la fonction p définie 

par Mr p(M)= , indéfiniment différentiable 

sur le complémentaire de {0}. 

On appelle ligne de champ d'un champ de vecteurs 


> 

non nuls M > h (M) toute courbe dont la tangente 
-> 

en M est dirigée par 4 (M). Pour un champ de gra- 


dients, grad (f), les lignes de champ sont ortho- 
gonales aux surfaces de niveau f (M) = constante. 
Dans lexemple cité, les lignes de champ sont les 
demi-droites d’origine O, et les surfaces de niveau 
sont les sphères de centre O. 

On définit deux autres entités qui jouent un rôle aussi 
important que le gradient, et qui ont également des 
propriétés intrinsèques : il s’agit de la divergence et 
du rotationnel. 

Déf. 7 : Si la fonction $ de R” dans R” est différen- 


tiable sur D ;, on appelle divergence de f , que 
» 
Pon note div f , la fonction de R” dans IR définie 


n 
sur Dj par Xe À dfa e). 


val Xy 
Cette fonction ne dépend pas du repère affine choisi 
pour définir IR” : il peut être orthonormé ou non, 
direct ou non. 
Déf. 8 : Si la fonction f de R? dans R°? est différen- 


tiable sur D ;, on appelle rotationnel de Fi , que 


Le A Hs 
l'on note rot f , la fonction de IR? dans 


ee a) 


R? définie sur D ÿ par e a 
ðxz OX 
(22-a 
dx, dx) 
dans un repère orthonormé direct. 
Cette fonction ne dépend pas du repère orthonormé 
direct choisi pour définir R°. Elle se change en son 
opposée si l’on prend un repère orthonormé indirect, 
ou si l’on change l'orientation de l’espace. 
En utilisant le vecteur Nabla (p. 321), on obtient ainsi 


jen + 
les écritures symboliques suivantes : div f =(v.f), 


+ ù o 
rot f =V x f , plus faciles à mémoriser. 

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un champ 
vectoriel continûment différentiable sur un ouvert 
convexe de R° soit un gradient, resp. un rotationnel, est 
que son rotationnel, resp. sa divergence, soit nul(le). 
Le champ précédent introduit à titre d’exemple 
satisfait à ces deux propriétés. 


2 
says ty a? qe ð ð yp 


ox? ox Ta 


Rem. : divogra 


est appelé laplacien de p. C’est également un 
invariant sous tout changement de repère 
orthonormé. Toute fonction p d’un ouvert de R? 
dans IR telle que Ayp = 0 est dite harmonique. C’est 
le cas de la fonction y précédente. 
Voici encore d’autres exemples : 
On considère le champ V des vecteurs-vitesse des 
points d’un solide en mouvement de rotation uniforme 
autour de l’axe Ox. Si © # 0 est la vitesse angulaire, le 
vecteur vitesse en M (Xp X» %3) est (~ wX», @x,, 0). Le 


rotationnel de V est le champ constant (0, 0, 2 w). V 
n’est donc pas un gradient. En revanche, div V= 0, et 


lon a par ex. V = roi (ox, Xy WX, Xy 0). 

À l’intérieur d’un solide homogène et isotrope S$, la 

chaleur diffuse par conduction. Si T (x, X» x,) est la 

température au point (Xi, Xz x) intérieur à $ à 

l'instant { (repère orthonormé), on peut écrire 

l'équation be cad de f diffusion de la chaleur 
2 


ar Ior oT 
=a z 

ox? ox? 

scalaire 7T dépend du temps. `À l'instant 4, il définit le 


gradient de température 97 aT ƏT) dont la 
) ox ox; 


-| a > 0. Le champ 


ox 


divergence est proportionnelle à ôT ; cette propriété 
B prop! Fr prop! 


a une signification thermodynamique. 

On peut multiplier les ex. montrant l'importance 
des notions abordées dans ce paragraphe pour l’étude 
des phénomènes physiques. On trouvera p. 355 des 
compléments mathématiques utiles. 
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e 


Mesure de LEBESGUE 
comme base de 
l'intégrale de LEBESGUE 
énéralisation 
de C 


condition B ) à l’aide 


Mesure de JORDAN 
comme base de l'inté 
de RIEMANN FES 
> G 
A calculable (sous la 


3 8 
a à FU 

: H Te 
ER S HEE 
AE Sigg v.9 2 R 
3 Hr TE 
E $g EEPE 
: HE E 


> 


Intégrale 
double 


Intégrale de RIEMANN 
sur [a,b] 


a 
à 
A 
2 
É 


Intégrale curviligne 
de fonctions continues de R? 
dans R? le long d’un arc 


Intégrale 
indéfinie 


Le calcul intégral trouve son origine dans le problème 
de la mesure des surfaces de figures géométriques 
dont la frontière n’est pas partout rectiligne. Il s’est 
avéré que ce problème possède une solution dès que 
la fonction représentant la frontière est convenable. Il 
est donc important de définir le concept de mesure : à 
la déf. de JORDAN de la mesure est liée l'intégrale de 
RIEMANN, et à celle de LEBESGUE est liée l'intégrale 
de LEBESGUE (p. 357), cette dernière étant une 
généralisation de l'intégrale de RIEMANN. 


Grâce à la déf. donnée p. 331 de l'intégrale de 
RIEMANN, on peut passer de fonctions simples, les 
fonctions en escalier, aux fonctions dites R-inté- 
grables, pour lesquelles l'intégrale de RIEMANN existe. 
Les fonctions continues ainsi que les fonctions 
monotones sont R-intégrables (p. 333). 


Une caractérisation des fonctions R-intégrables 
comme les fonctions dont l’ensemble des points de 
discontinuités est de mesure nulle au sens de 
LEBESGUE est possible grâce à l'intégrale de LEBESGUE 
(p. 363). On dit que les fonctions R-intégrables sont 
les fonctions bornées continues presque partout. 


Le calcul des intégrales de RIEMANN à l’aide de la déf. 
est plutôt difficile. C’est pourquoi le th. 6 (p. 333) est 
fondamental. Si l’intégrande, fonction dont on calcule 
une intégrale, possède une primitive (fonction dont la 
dérivée est l’intégrande), alors la valeur de l'intégrale 
de RIEMANN est la différence des valeurs prises par la 
primitive aux bornes de l'intervalle d'intégration, Une 
partie importante de la théorie de l'intégration 
consiste donc en la recherche de primitives de 
fonctions données. Le calcul intégral apparaît donc 
comme « l'opération inverse » du calcul différentiel. 


Dans ce contexte, les intégrales indéfinies (p. 335) se 
sont montrées utiles. Grâce à leur aide, on peut 
formuler aisément les principales règles d'intégration 
(par exemple intégration par parties, changement de 
variables, p. 337). Ces règles permettent de trouver 
les primitives données dans les tableaux pp. 338-339, 
et d'accéder au calcul pratique d’un ensemble plus 
vaste d’intégrales indéfinies. 


On peut trouver les primitives de beaucoup de 
fonctions en les développant en série. C’est pourquoi 
les résultats concernant l'intégration des séries 
(p. 337) sont à considérer. 
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On trouve aussi (p. 340) des méthodes d'approxi- 
mation permettant de calculer des intégrales plus 
compliquées et d’approcher leur valeur numérique à 
l’aide de calculatrices. La notion d’intégrale de 
RIEMANN sur un intervalle donné est étendue de façon 
naturelle aux intégrales généralisées (p. 341). Les 
sommes de RIEMANN (p. 347) trouvent beaucoup 
d'applications importantes. Elles permettent des 
approximations précises des intégrales de RIEMANN. 


On peut utiliser ces sommes de RIEMANN pour définir 
les intégrales de RIEMANN, ce qui est souvent fait. 


Le concept d’intégrale de RIEMANN s’étend par des 
considérations analogues aux fonctions de plusieurs 
variables (p. 345). Les intégrales ainsi définies se 
ramènent, lorsque les fonctions à intégrer sont 
définies sur des domaines réguliers, à des intégrations 
successives (p. 347). Le calcul d’intégrales de 
fonctions de deux variables est étroitement lié au 
calcul de volumes (p. 345). Les sommes de RIEMANN 
(p. 347) servent aussi pour l’approximation d’inté- 
grales à plusieurs variables. 


On peut également introduire les intégrales 
curvilignes (p. 351) et les intégrales de surface 
(p. 353). Les fonctions utilisées sont des fonctions de 
R? dans R? (également nommées champs de vecteurs) 
définies sur des courbes, resp. des surfaces. Ces deux 
notions sont indispensables à la formulation mathé- 
matique de beaucoup de propriétés physiques. Leur 
rapport avec les intégrales de RIEMANN est dû aux 
théorèmes d'intégration (p. 355). 


La construction de la théorie de l'intégrale de 
RIEMANN trouve sa conception dans les propriétés des 
fonctions continues. Une généralisation de ceci 
conduit à la mesure de JORDAN (p. 357). Comme ce 
concept se laisse généraliser, par exemple avec la 
mesure de LEBESGUE, on peut étendre le concept 
d'intégration. On remplace alors les fonctions 
RIEMANN-intégrables par les fonctions mesurables 
(p. 361), dont on peut calculer l'intégrale de 
LEBESGUE (p. 361). Dans le cas d’une fonction 
RIEMANN-intégrable, les intégrales de RIEMANN et 
Let E ont même valeur, Beaucoup de problèmes 
sans solution dans le cadre de l'intégrale de RIEMANN 
sont alors souvent éclairés par la théorie de LEBESGUE. 


I ne sera pas fait ici mention des autres théories 
d'intégration, comme l'intégrale de STIELTJES ou 
l'intégrale de PERRON. 
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a 


Bandes majorantes 


Bandes minorantes 


Comme les valeurs prises 

par la fonction aux 

bornes des sous-intervalles 
! sont sans importance, on 
6-0 omet souvent de dessiner 
ò les points correspondants. 
d—e 


Sa x 
a = do 81023 4, = b 


Fonction en escalier 


ni 


v=0 


on associée à t, 


subdivision associée à t, 
(do, aj, 43, 43, ds, as) 
subdivision associée à 
tı + t, (superposition) 
= ag h2 A3 Ka jls =b 


Somme de deux fonctions en escalier 


9 
fr)dx =4 
1 


u (B) = 20 


minorant (f [[a, b ]]) 


a=ai a2 3za,=b x a 


Fonction en escalier 
positive 
B, B4 


Fonctions en escalier 


f: (a, b | —> R définie par 


pes. Jour re @ 
x f(x)= k pour x € R\Q 


Les valeurs prises par une fonction en escalier 
majorante ne peuvent pas être plus petites que 2 sur 
chacun des sous-intervalles, et celles prises par une 
fonction en escalier minorante ne peuvent pas être 
plus grandes que 1. Donc : 


b j 
[dx = 2(b — a) Î SG) dx = 1(b— a) 
le a 


Fonction bornée non intégrale au sens de RIEMANN 


b 


Fonctions en escalier 
et 
d’une fonction bornée 


ensemble des points 
d'annulation sur Ja, b | 


b ji 
u(B,) = |f g(x) dx 
D ju 


Détermination de mesures 


Mesure d’hypographes 
Soit une fonction donnée f: [a, b] — IR bornée positive. 
Le domaine B : = {(x,y) | x Ela, b] a y El0, f OI} 
(ex. A) est l’hypographe de f ; sa mesure n’est pas 
encore définie. Dans le cas de la mesure de JORDAN, 
on approche l’ensemble B par un nombre fini de 
rectangles majorants ou minorants, éventuellement 
dégénérés. Comme le montrent les illustrations A, et 
A, on peut se limiter à des rectangles particuliers 
(bandes). Ces dernières bandes pouvant être décrites à 
l’aide de fonctions en escalier (voir ci-dessous), on 
approche ainsi l’hypographe de f par les hypographes 
de fonctions en escalier positives. 
Fonctions en escalier 
Déf. 1 : Une suite finie (ap, …, 
subdivision de [a, b] si a, = a < a, < … < a, 
Les intervalles ouverts Jap a, | sont appelés s 
intervalles. 
t:[a, b] > R est une fonction en escalier sur [a, b] 
si elle est constante sur chaque sous-intervalle de la 
subdivision (fig. B,). 
Une fonction en escalier est aussi définie aux bornes 
des sous-intervalles, les valeurs prises en ces points 
pouvant être quelconques. Une fonction en escalier 
peut présenter des sauts en certains points, dont le 
nombre reste fini. Dans tous les cas, une fonction en 
escalier est bornée. 
Si 4 et f sont deux fonctions en escalier sur [a, b}, il en 
est de même pour les fonctions 4, + f (fig. B), 4 * h 
etc: h (c E R). La restriction d’une fonction en escalier 
à un sous-intervalle fermé est une fonction en escalier. 
L'hypographe d’une fonction en escalier positive est 
rh 
mesurable (fig. B,), et on note | #(x)dx sa 


Ja 

mesure. Si (ao, 4, …, 4,) est une subdivision de [a, b] 

définissant £ par {(Ja, af) = {ci} alors 
1 


n- 


a,), où n E N, est une 
b. 
OUS- 


pb 
| t(x) dx= X c,(a,,,- 4). La valeur de cette 
KEO 


mesure est indépendante de la subdivision choisie, On 
a les propriétés suivante: 
pb 


NS e+) = f 1 QD dx + 


f : adx , 


Ja 


; |: Œ) dx- (cER,), 


Ja 


(T2) i (c: t) (x) dx 


Ja 


b 


(T3) [s was | 'np@dx, si n(x) < h(x) 


a 


pour tout x E [a, b] ; et pour a sc sb: 


«ra i LG) dx = | 


pb 


rod | 1G)dx. 


Déf. 2 : Une fonction en escalier { :[a, b] — R est dite 
majorante de f : |a, b] — R si pour tout x E [a, b] 
on a t(x) > f (x). Elle est dite minorante si 
t (x) < f (x). (fig. B4). 

Toute fonction bornée f : [a, b] — IR possède des 

fonctions en escalier majorantes ef minorantes, par 

exemple les fonctions constantes définies par les 

bornes supérieures et inférieures de l’image de [a, b] 

par f. (fig. B4). Par contre, ceci n’est pas possible avec 

les fonctions non bornées. 
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Intégrales majorante et minorante 

On considère une fonction bornée positive 
file, b] > R, et on note S l’ensemble des fonctions 
en escalier majorantes de f et Z l’ensemble -des 
fonctions en escalier minorantes. Les deux quantités 
suivantes sont alors définies : 


b 
Fb 
f (x) dx = inf f 1@)dx| res 
(intégrale supérieure), 


œb 


Fre@a-supt | rar frer 


a 

(intégrale inférieure). 

Si ces deux quantités coïncident, alors leur valeur 
ph 

commune est notée l f (x) dx. Lorsqu'elle existe, 


a 
cette valeur détermine la mesure de l’hypographe. 

Il existe des fonctions bornées positives pour 
lesquelles l’hypographe n’a pas de mesure au sens 
précédent (fig. C) ; l’existence de leur mesure fait 
alors appel à des propriétés plus fines (cf. p. 333). 
Intégrale de RIEMANN 

On arrive à l'intégrale de RIEMANN en prenant pour 
interprétation de l'intégrale la mesure de 
l'hypographe, seulement dans le cas de fonctions 


positives. Pour toute fonction en escalier définie sur 
ph n=l 


{a, b] on définit | tœ)dx= X c(a,,,—a). 
Ja K=0 

Les règles (T1) à (T4) sont alors valables, et les 

intégrales supérieure et inférieure d’une fonction 

bornée donnée existent aussi (la condition « fonction 

positive » apparaît dans 2). 

Déf. 3 : Si les deux intégrales supérieure et inférieure 
d’une fonction bornée f : [a, b] — R ont même 
valeur, alors on dit que f est RIEMANN-intégrable 
(en abrégé R-intégrable) sur [a, b]. La valeur 


ch 

commune de ces intégrales est notée | f (x) dx 
Ja 

et s'appelle intégrale de RIEMANN de f sur |a, b]. 

f est aussi appelée intégrande, |a, b] intervalle 
d'intégration, a ct b bornes d'intégration. 


Dét.4: | f @dx=0, f Foiea- | Fot. 


Ja Ja 
Pour une fonction bornée positive (négative), 
l'intégrale de f (la valeur absolue de l'intégrale) donne 
la mesure de l’hypographe. Cependant, l’interpré- 
tation de l'intégrale comme mesure n’est en général 
pas possible (fig. B5). 

L'utilisation des intégrales supérieure et inférieure 

pour prouver l'existence de l'intégrale de RIEMANN 

est souvent très lourde. Le critère de RIEMANN donne 
une méthode plus pratique : 

Th. : Une fonction bornée f : |a, b] > R est R-inté- 
grable si, et seulement si, pour tout £ > 0 il existe 
une fonction en escalier majorante t, et une fonction 
en escalier minorante t; telles que : 

NA 


f LG dx- | LOd<E. 


a 


a 
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Soit f : [a, b | — bornée et monotone croissante 
sur Ja, b| 


Soit e€ ER, donné. On choisit n > b T l (M-m), 
où M est un majorant et m un minorant de f. On 
construit alors les fonctions en escalier a ct 


1") comme sur la figure. Elles vérifient : 


[P dx = Axa) «+ Aa) + MX 


a 


h 
FAQ dx = Ax(m + f(a) t + fa 1) d'où 


h h 
fax - fe (x)dx = Ax(M — m) <£. 


a =o Ant an= b 


B sup {a,,,-a.|v=0,1, .. n} < 8 


fest aussi uniformément continue. Pour £E R}, il existe 
donc un ÔE R}, tel que pour tous fr, —x| < à, on a : 
TOME 

On choisit une subdivision de [a, b} de pas plus 
petit que à, et on définit sur [a, b] une fonction en 
escalier £, par : 


M, 
t [las a, 11] = (Arme) (v=0,1,...,n—1), 
Mit, 


t(a,) = 
avec M, = max (f[a, ; a,,,]) et 
m,= min (f [a, ; a, ,]). On a alors : 
LG) 1, Œ) < £ pour tout x de fa, b]. 


2 


Approximation d’une fonction continue par des fonctions en escalier 


r 


u(B)= f) (b-a) 


D 


Fonction monotone par morceaux 


Théorème de la valeur moyenne de l'intégrale 


F(x) = x? -3x 


Si F est une primitive de f, il en est de même pour F + C 
(C fonction constante), car on a : 

(E+ =F +C =F =f". 

Si F et G sont deux primitives 
(G-F) =6' -F =f-f= 0 et du théorè 
(p. 297) que G — F est une fonction constante : G = F + C. 
{F + C|C fonction constante} est donc Pensemble de toutes les 
primitives de f. Les graphes se déduisent les uns des autres par 
translation le long de laxe des y. 


de f, on tire de 
me de différentiation 


Ft) = x —3x+1 


Ensemble des primitives 
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Règles d’intégration 

Si f et g sont deux fonctions définies sur [a, b], 
R-intégrables, il en est de même des fonctions f + g, 
frgetce:f(pour cER). Eton a: 


RI) l'O +9 = f dx + f gd, 
(R2) FEND f Wa CER), 


(R3) [re dx < feod, si f (x) < g (x) 


pour tout x E [a, b] (monotonie), 


RA | fd f fde N fode, 


pour a < c < b (additivité), 
pb 


(R5) ın (b-a) s j f(x)dx < M (b-a), ou m est 


a 


un minorant et M un majorant de f([a, b]), 


SMOLE 


Rem. : Il n’existe pas de règle similaire à (R1) pour le 
produit f+ g (cf. p. 337, intégration par parties). 


(R6) 


Fis 


Fonctions R-intégrables 
On démontre grâce au critère de RIEMANN (p. 331) : 


Th. 1 : Toute fonction bornée monotone sur Ja, b| est 
R-intégrable (fig. A). 

L'ensemble des fonctions monotones sur [a, b] ne 

représente qu’une petite partie des fonctions 

R-intégrables. Cependant, on peut très souvent 

découper une fonction quelconque en plusieurs 

fonctions monotones (fig. C). 

Déf. 1 : f: [a, b] > R est dite monotone par morceaux 
s’il existe une subdivision de [a, b] telle que la 
restriction de f à chacun des sous-intervalles soit 
monotone. 

On démontre alors à l’aide du th. 1 ct de la règle (R4) : 

Th. 2 : Toute fonction bornée et monotone par 
morceaux est R-intégrable. 

Les fonctions R-intégrables rencontrées jusqu’à présent 

n’avaient pas besoin d’être continues. Si f : [a, b] > R 

est continue, elle est uniformément continue (th. 15 

p. 289). Il résulte de cette propriété qu’à chaque € > 0, 

on peut associer une fonction en escalier £, : [a, b] —> IR 

telle que | (x) - 1, @)| < € pour tout x E [a, b] (fig. B). 

Une fonction continue sur [a, b] est donc approchable 

par des fonctions en escalier à la précision voulue. Et la 

R-intégrabilité en découle facilement. 

On démontre ensuite 

Th. 3 : Une fonction f: |a, b] — IR est R-intégrable si 
pour tout € > 0, on peut trouver une fonction en 
escalier 1,: [a, b] > R telle que |f (9) -1, 0] < € 
pour tout x E |a, b]. 

Il résulte du th. 3 

Th. 4 : Toute fonction continue f : [a, b] > R est 
R-intégrable. 


Rem. : On peut dans le th. 4 remplacer « continue » 
par « continue, sauf en un nombre fini de points, et 
bornée ». Dans la théorie de LEBESGUE (p. 363), on 
montre que les fonctions R-intégrables sont les 
fonctions bornées qui ne présentent pas « trop » de 
points de discontinuité. L'ensemble des points de 
discontinuité est dans l’exemple C, p. 330, « trop 
grand ». 

Valeur moyenne de l'intégrale 

Si f: [a, b] > R est continue, d’après le th. 10 p. 287, 

l'ensemble image f ([a, b]) possède un plus petit et un 

plus grand élément. Ces deux éléments sont atteints 
par f, en x, et x, respectivement. Selon la règle (RS), 
on a alors : 


fœ)s P [ f œŒ) dx < f (x). Et en utilisant 


le th. 9 p. 287, on obtient 
Th. 5 (valeur moyenne de l’intégrale) : Soit 
f: [a,b] > R continue, alors il existe c E a, b] tel que 


si frow-re. 


a 
Pour une fonction positive, cette propriété peut 
s’illustrer par la figure D. 


Théorème fondamental du calcul intégral 

Il n’est pas nécessaire de calculer la valeur de 

l'intégrale pour prouver la R-intégrabilité. Un calcul à 

l’aide des fonctions en escalier est possible, mais très 

vite fastidieux, même avec des fonctions très simples 

comme les fonctions puissance f (x) = x" (n E IN), où 
n+l a" +1 


ph 
l’on obtient | x" dx=—-—— , Le calcul 
Ja n+1 n+l 


d’intégrales nécessite dans bien des cas un lien entre 
le calcul différentiel et le calcul intégral, formulé dans 
le th. fondamental suivant. 

Déf. 2 : une fonction F : [a, b] — R est une primitive de 
la fonction f: [a, b] —> R si, et seulement si, F' = f. 
Th. 6 (fondamental) : Si la fonction f : [a, b] > R, 
R-intégrable, possède une primitive F, alors on a : 


f. foai rOn POFO. 


Rem. : Il est souvent utile dans les calculs d’écrire 
[F w à la place de F(b) - F(a). 

Ce théorème précise donc qu'une intégrale s'exprime 
comme différence des valeurs prises en a et b par une 
primitive, dans le cas où l’on peut en trouver. On peut 
alors choisir n'importe laquelle des primitives de f, 
car elles sont toutes définies à une constante près, qui 
s’élimine en faisant la différence (fig, E). 


pb 
| x" dx (n # -— 1) se calcule facilement avec la 


primitive F (x) = ETT : 


cb z n+l qh pe 1 a"*! 
x dx =|=—]| =s — -— 
a n+1l, n+1 n+1 
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| 


fne possède pas de primitive. f: [a,b] > R définie par x = f(x) = 4x? — 1 


Démonstration : S'il existe une fonction F L: [a,b] —> R définie parx = 1, (x) = 4x? — x-4a +a 
telle que #' = f, alors F est continue sur i 
[a, b], et les restrictions de F à [a, c| et Je, b] 


sont linéaires, F est alors linéaire sur 
le, b], et en particulier, F’ (c) = 1, ce qui 
est en contradiction avec f (c) + 1. 


| 
fnon 
continue 


I, west pas une primitive de 1, west pas une primitive de 
f, car 1, n’est pas dérivable f, bien que 7, soit différen- 
en 2, tiable sur [a, b], car on a : 


À; A L, O=1+/(0. 


Primitive. Fonction intégrale 


Le logarithme naturel 
comme fonction intégrale 


Intégrales de base 
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Existence de primitives 


b 
Pour calculer | f (x) dx en utilisant le th. 6 (p. 333), 


la fonction f R-intégrable doit posséder des primitives. 
La figure A, montre qu’il existe des fonctions 
R-intégrables qui ne possèdent pas de primitives. La 
continuité de la fonction f n’est pas non plus nécessaire 
pour qu’elle possède des primitives (cf. par exemple la 
dérivée de la fonction de la fig. A, p. 294). Mais c’est 
une condition suffisante : Si f est continue sur [a, b], 
alors elle possède une primitive. Pour démontrer cette 
proposition, on considère les fonctions intégrales. 
Déf. 1 : Soit f: [a, b] > R, R-intégrable. On appelle 
fonction intégrale de f sur [a, b] la fonction 


1: [ab] R définie par x + L (x) = | fdt 


(fig. A5). 
Rem. : On peut définir pour tout c € [a, b] une 
fonction intégrale Z, : [a, b] —> IR par 


x» (x)= i f (0 dé. On a alors 


Lx) = LŒ) - Lhc) (fig. A,), ce qui est une autre 
formulation de la règle (R4) p. 333. Comme x 
intervient en tant que variable de borne d’inté- 
gration, il est exclu de l’utiliser aussi comme 
variable d'intégration. On choisit souvent alors t 
comme variable d'intégration. 
D'après le th. 4 p. 333, une fonction continue 
f: [a, b] — R étant aussi R-intégrable, la fonction 
intégrale Z, existe. On montre que c’est une primitive 
de f, car on a pour tout x E [a, b] : 


x 
a 


K= i [ f dt = f (x), c'est-à-dire 1; = f. 


On en déduit 
Th. : Toute fonction continue possède une primitive. 
Rem. : Une fonction non continue R-intégrable 
f: a, b] — R permet aussi de définir une fonction 
l, mais cette dernière n’est pas une primitive de f 
(fig. A, et Ax). 
Le th. 6 est donc utilisable pour toute fonction 
continue. Cependant, la manière dont on a prouvé 
l'existence de primitives de fonctions continues ne 
nous donne aucun renseignement sur les primitives 
elle-mêmes, si bien que la recherche de primitives reste 
un problème souvent difficile. Pour résoudre ce dernier, 
on a développé un certain nombre de techniques. 


Méthodes de détermination de primitives 

Le procédé le plus simple pour déterminer des 
primitives consiste à dériver des fonctions connues. 
La fonction de départ est alors sûrement une primitive 
de sa dérivée. Par cette méthode, on obtient entre 
autres les résultats de la figure B. 


Exemple d'utilisation : f (x)= In |x| = f' (= 1 


h 
(p. 309) => Í d- inb-Ina (t.6). 


Rem. : Comme In (1) = 0, on obtient une repré- 
sentation du logarithme néperien sous forme de 


fonction intégrale : In x = | d (fig, AS). 
J1 


Alors que par ce procédé les intégrales de fonctions 
polynomiales et trigonométriques se déterminent 
facilement, on rencontre plus de difficultés avec, par 
exemple, les fonctions rationnelles. On utilise alors 
d’autres techniques de détermination d’intégrales. Les 
principales sont l’intégration par parties et par 
changement de variable d'intégration (p. 337). 

Pour ces dernières méthodes, il est très commode de 
travailler avec les intégrales indéfinies. 


Intégrales indéfinies 

Si F est une primitive quelconque de f : [a, b] > R, 
alors l’ensemble des primitives de f est {F + C |c 
fonction constante}. À l’addition d’un terme constant 
près, le terme général de toute primitive de f est le 


terme F(x). Si on écrit alors fra =F (x), 
f f (x) dx représente l’ensemble des primitives de f 


à l'addition d’une constante près. | fOdx est 
appelée intégrale indéfinie de f. í 

L'utilisation des intégrales indéfinies permet d’une 
part d'exprimer clairement le lien entre différen- 
tiation et intégration pour f continue, car 


4 f f Œ) dx = F' (x)= f (x) ; elle est d'autre part 


utile dans la mesure où elle permet d'éviter la 
lourdeur des notations de l'intégrale de RIEMANN avec 
bornes d’intégrations : 

Si f: [a, b] > R est R-intégrable et 


| f@)dx=F (x) , alors on a : 


[roaro o. 


Rem. 1 : Alors que l'intégrale indéfinie | fx) dx 
désigne une fonction primitive quelconque de f, 
l f(x)dx est un nombre réel, que lon appelle 
solven intégrale définie de f sur [a, b]. 


Rem. 2 : L'intégrale indéfinie est souvent employée 
différemment. On trouve souvent l'écriture 


[r (x) dx =F (x)+C , qui laisse apparaître la 
constante additive. 


Rem. 3 : Les règles d'égalité posent un certain 
problème lorsqu'on utilise les intégrales indéfinies. 


De | Marw e (fOd-E@, 


on ne tire pas F(x) = F(x), mais F(x) = F(x) + C. 
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[x'sinxdx Jf'(x)= sin x, g(x)= x 

fx:sinxdx= x(— cosx)— [(— cosx)dx 
A, fx:sinxdx= — xcosx + sinx 

fcosxdx f'(x) = cos x, g(x) = cos x 

f cos?’ xdx =sinx cosx + f sin? xdx 

f cos? xdx=sinx cosx + [(1— cos? x)dx 


2 f cos? xdx = sin x cosx + x 
A) f cos? xdx= }(sinx cosx + x) 
MeSnea (fe) (= sine, ot) =t 
o'(t)=2t, f(x)= sinx 
ft- sint? dt =} f 2t sint? dt 
ft sint?dt = 3[fsinxdx],- 
A3 ft: sint? dt= — $ cost? 


Exemples d’intégrales 


Changements de variables usuels 


On déduit du théorème que l’on peut intégrer terme à terme une série entière sur tout intervalle compact où 
elle converge, car la convergence est alors uniforme. 
On peut utiliser cette propriété pour donner des développements en série entière de fonctions compliquées 
qui sont définies par des fonctions intégrales. Par exemple 


PIREJAS o-16)=1= 3/5 +2, (0 = 312 
[Vx+24x= (fr: 3At] -yra 
Auf Vx+2dx=3 V+ 24 
olt)=x= sint 
1-x? dx=[f /1— sin?t costdt] =p- u» 
f V1- x? dx=[fcos?tdt] -9-19 
A; | V1- x? dx=}$x 1 =x? + $ Arcsin x 


Pra EU) = x? +1, p()=2x 


x d 2% 
Ji it À PET Ha 


x 1 2 
A6 ré zr? + 


Série entière 
utilisée 


Fonction donnée 


MEI 1 dt 1 
ol+t 1+t gab 


(cf p. 335) W<1 (p. 300, fig. C) 


1 


Fe | 
Arctan x = dt 
= f 1+? v=0 


(cf. pp. 309, 311) lt|<1 


w 


Ziy 
sint = TENSONA 3) pere 


v=o (2v + 1)! 


sinx * sint 
f = dx= arms 
(sinus intégral) i 2, Qv+ Di 
sint 


LE IR\{0}, lim F 1 


fe®dx= Je-"dr 
0 


C 


Exemples d'intégrations terme à terme 


Ÿ (1e, 


ee 2 CE 


(p. 308, fig. D) 


sint g (C1 


intégration terme à terme 


CES © f—_quti 
na+x)= $ f- yed= F (=1 x, 
v=00 vai K 
|x|<1 (p.308, fig. A) 
ta Nna S (=D v+ 
Arctan x = LI D'r"dr= pa DT À 
Ixl<1 (p. 308, fig. D) 


sinx S7 (—1} oa 
f dx æ Live: dt 


o 


v= 


aS CE A 
= Emor ', 
xeR 
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Méthodes d'intégration 

Les trois règles suivantes sont essentielles au « calcul » 
des intégrales indéfinies. Leur validité s'établit 
facilement grâce aux règles similaires valables pour le 
calcul différentiel. 


(Ut) i (f+ 8) @ dx = [ro + feds, 
U2) j ENO =c- f f@dx, 
(U3) T f'Odx =f. 


Il n’y a pas de règle équivalente à (U1) pour le produit 
f- g. Mais on obtient pour des fonctions f et g 
continûment différentiables en utilisant la formule de 
dérivation du produit (p. 293) et les règles (U1) et 
(U3): 


[UOO de =S 6) 8 00 soit 


[rosmar Er. 
On en tire la règle dite d'intégration par parties : 


UA | reads 
Is O-S Ird. 


Cette règle s’emploie souvent avec succès lorsqu'on 
cherche une primitive d’un produit de fonctions, 
connaissant déjà une primitive de l’un des facteurs. La 
formule ne donne toutefois pas immédiatement le 
résultat cherché, mais simplifie beaucoup la tâche, On 


doit en effet calculer | f(x):g'(x)dx au lieu de 


| L'O):g@) dx, ce qui peut être plus facile dans 


bien des cas. 

Exemples : Fig, A}, A}. 

En utilisant la règle de dérivation des fonctions 
composées (p. 295), on obtient un autre procédé 
d'intégration. Soient f : [a, b] > R continue, 
pile, d] > W, (W, E R) continûment différentiable, 


si la composition f ° ọ : [c, d] — R est possible, alors 
la composée F o p: |c, d] —> R, où F est une primitive 
de f, est aussi définie. D’après la règle de dérivation 
des fonctions composées, F o est une primitive de 
(F' o pp): p', c’est-à-dire de (f ° q) : p'. Ce dernier 
résultat peut s'appliquer de deux manières différentes 
au calcul d’intégrales indéfinies. 

a) La fonction intégrande est de la forme (f © œ) © g 
avec les conditions énoncées ci-dessus pour f et o. On 


détermine alors F, soit | f (x) dx, et on construit 
ensuite la composée F o g. On peut noter symbolique- 


[ra 


ment 


. On en tire la règle 
x= p(o) 


US [nor Od=|f fds 


qui peut être particulièrement utile pour le produit de 
fonctions. 

Exemple : Fig. A3. 

b) On donne une fonction intégrande continue 
f: [a, b] > R. On choisit alors une fonction p qui 
satisfait aux conditions ci-dessus et qui est de surcroît 
strictement monotone (p'(x) > 0 ou g'(x) < 0) 
sur [a, b]. On détermine (f ° g) + @', et on en 
cherche une primitive F o ọ, en calculant 


f (S © P) (£): P (0 dt . On détermine enfin F o p° q"!, 


> 
x= p (i) 


ce qui donne une primitive F de f. On peut résumer 
symboliquement ce processus par 


f (CRTDIOE P (Ù a| 


, et on en tire la règle 
= gx) 


Go frw |oo roa] 


qui est aussi connue en tant que règle du changement 
de variable, car on remplace x par p (t), dx par 
P (Ò > dé, et t par o~ '(x) après intégration. 

Exemples : Fig. A4, As. 

Un choix judicieux de ọ est essentiel pour la bonne 
marche de la méthode. Les fonctions souvent utilisées 
sont données au tableau B, En particulier on a la 
règle : 


(U7) f re =inlp@|. 


Exemple : Fig. Aç. 

Avec les règles ici introduites, toutes les fonctions 
rationnelles se laissent intégrer (décomposition en 
éléments simples p. 305), ainsi que beaucoup d’autres 
fonctions non rationnelles. Les intégrales indéfinies 
les plus importantes sont données dans les tables 
pp. 338-339. 


Intégration des séries 


L'exemple du calcul de la longueur d’une ellipse 
(p. 346, fig. C) montre l’utilisation d’un dévelop- 
pement en série de l’intégrande pour le calcul d’une 
intégrale définie. Cet emploi, illustré en fig. C, sert 
pour la détermination d’intégrales définies ou 
indéfinies, ainsi que pour le développement en série 
entière de primitives. Il s’appuye sur le th. suivant : 
+o 


Th. : Si la série Y, fy des fonctions R-intégrables 
k=0 


Ji: [a, b] —> R converge uniformément (p. 289), alors : 


i (5 f w) dx= D f f œŒ) dx. 


Utilisation : Fig. C. 


338 Calcul intégral / Table de primitives I 


© f(ax+b)"dx= = D (ax+b}"'"!" (neZ\{-1}) 
© l-iga L Inļax +b] nea 
Tei arctan - -= D pour D< 0 
p 2 (D: =D? que) 
o| ax? T +e si 0 Zax b pouce 
v" In paseas yol- vs - argth na für D>0 
O pere = gg "lot + br td gy Fari w 
i (ax? + 5 +c)" ee (—D)(n- Tr bx+o)" T e — LJ- (ax? + BE ot dx 


i (neIN\{0, 1}, D <0) 
m x PAR bx+2e bQn— 3) 

© le Me D(n— 1) (ax? + bx +0)! iaj D(n—1) TS Tibro gx 

A (neIN\{0, 1}, D <0) 


Intégrales indéfinies de fonctions rationnelles (a + 0) 


@ f(ax+b} dx- 4 (ax +b)t1 (r+-1) 


a(r + 1) 
2ax+b 
® ais] — argsh — pour D<0,a>0 
® Sya r” y" /-D 
= — In|2 alax? +bx+c)+2ax+b|= In|2ax + b| pour D=0,a>0 
Va va 


1 . 2ax +b 
—— Arcsin ~ - porD>0,a<0 
/ — a yD 
do + aix + +a, xX" 


SE 1 
o dx=(bo+bix + +b,- x" ax? + bx + e+ b, f — dx. 
© /ax? +bx +c EE aai Vi di Mari Taz +bx+c 

En prange g on er de les b; en fonction des a; en multipliant par le radical la relation 

do + dix ++ au X" “id? b, 


= [bo +b bax"! bxc] 
Vax? +bx+e dx K DORE PRES Vax? ain er rer 


et en identifiant les polynômes obtenus de part et d’autre du signe d'égalité 


-s 2ax + b 1 a>0 
le sation He =" ; 
© fax? +bx +edx i Vax? +bx+e 2i Vax +bxte dx à partir de 
s x Vax? +bx+e ls d @ inclus 
6) Vax? +bx +e ge a E zl Vax? E aee Aa 
-dx= Arcsin * © Le =xdx= Š Ve xt = L Auesin > 
a 
dx = argsh bi (©) Í Va? +x?dx = ps Va? + x? + = argsh 7 
a 2 
a x a = STE A Le E, 
x= argch a © [Vx -&dx > yx? -a 3 argch = 


® faye +x’°dx= + > e + x?) CA L Va + x?dx = Va? + x? —aln Las Va? tx?) 


@ [x vx? — a? dx = n vo? a) 


f - Vx? a dx = x? — a? — a Arccos - 


P 2 + 
NS RE | Fr + a er 
® [ Ver dx=- a -x @f vë g Arcsin” 
@ f- X dx= a +x? @ f- pa À Va? + x? — argsh * 
Va +x ` i vè + 2 2 a 
2 
xX PY r e — dx= Š yxa aa ss 
B® (| 7 =r dx=\/x?°—a @f y -yy dx = >v ata argch a 
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pe ex ax)" 
© fe“dx= ze © [—dx=Inixl + ne mn 
*® fx'e“*dx= Ly ex — Z per tedx neZ\{-1}) 
© f(x) dx= Egoe- "l g'x)e“*dx (g fonction polynôme) 

i a 
© finxdx=xinx-x (x>0) © ji dx= In [In x| + 2 RS (x>0) 
: ter 1 Sui 
© l ydx=ln|Inx] (X>0) ©f dx= ———(Inx) (neZ\{- 1} 
n+l x 
x>0) 
© f- dx= wn Ÿ RE (meZ\{-1}, x >0) 
vel 

®© [x"(Inx)'dx = nr fx"(nx)"- "ax  (mneZ\{-1},x>0) 

j m+1 E à 

en 1 
® fe“*Inxdx= Lern 2 FEE © fsinaxdx= — -7 cosax 
® fcosaxdx= L sinax @ [tanaxdx = — LInlcosaxl ®© f cotan axdx = L'infsinax| 
ax 1 ax n 

of Tz oes a" QUES of = A SAR (3 + z) 
*® fsin”axdx= — “sin tax COS ax + n= fsin"-?axdx (neZ\{0, —1}) 


— 1 
*® [cos"axdx = E cos l axsinax + — fcos"-?axdx  (neZ\{0, —1}) 


@ ftan"axdx= CT tan" "ax — ftan"-?axdx (ne N\{0, 1}) ARE 
® [cotan"axdx = — a 5 -cotan"- lax— fcotan"-2axdx (nEIN\{0, 1}) 
Jaa 
sinax z (axe cosax = (ax)? 
SAN jy SEX x Infax(+ À (1) 
of ike i e ef- x=lalaxt+ Z (=D avi 
*@ [x"sinaxdx = -+ x" COS ax + - LE lcosaxdx (neZ -1I} 
*® fx" cosaxdx = 1a sin ax — ne sinaxdx MeZ\{-1}) 
l aga du en agp dx= Lian (Sa À 
” re og le 4 l=sinax a \2 4 
1 1 ax 1 1 ax 
ES = Stone ————— dt — — COS ci 
ef 1 +cosax dy a fan 2 af- 1— cosax gs a coran 2 
e A 1 
® fshaxdx= 1 chax @ fchaxdx= q Pa a> 0 


à partir de 


® inclus 


1 1 
®© fthaxdx= EA In|chax] ® fcothaxdx= q Mish ax| 
i a 


TEE TE >x — x 1% — 
@ fArcsin — dx = x Arcsin — + a° — x? ® f Arccos i dx = x Arccos F Va? 
a a K 


i x x a x KA 
@ f Arctan — dx = x Arctan pe + In(x? + a?) @ f Arccotan T dx = x Arccotan a + 3 In (x? + a?) 
s a 


Intégrales indéfinies de fonctions algébriques particulières (a + 0) sur des intervalles convenables 


l x x ns x x —; 
® Jargsh dx = x argsh = — x? + a? © [argch a = xargch r7 Vx? -=a 
a a 


A x x a 
@ fargth À ax x argth À -+5 5mo —x?°) @ fargcoth A dx = xargcoth Tt -z n(x? — a’) 
a pa 


intégrales indéfinies de fonctions transcendantes particulières. 
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Méthode des trapèzes 


Ax=1l(b—a) (neN\{0}) 


Méthode de KÉPLER 


Ax=#}(b—a) 


Méthode de SIMPSON 


As Ax=4(b— a), n = 2m, (m EN\{0}) 


compensent, 


Intégration graphique 


fest approchée par une fonction en escalier 
définie par certains points (zéros, extrema, 
etc.) telle que les aires en plus et en moins se 


Erreur : [R,]:=— fso ax — fr dx 


(M : = max {| f" œ| |x E€ [a, b]}, f deux fois continûment 
dérivable). 


Il passe une unique parabole d'axe parallèle à l'axe des y par les 
points Po. P, et P}. Ona : 


b 
Erreur : |R,|:= f tdi [AO dx s 


(M : = max {| f® (x)| | x E [a, b]}, f quatre fois continâment 
dérivable). 

Pour les fonctions polynomiales de degré inférieur à 3, on a 
R, = 0. Pour les autres fonctions, on a une erreur plus faible en 
utilisant la méthode de SIMPSON, qui consiste à appliquer 
plusieurs fois de suite la méthode de KÉPLER. 


M (b-a) | 
s 
2880 m’ 


(M : = max {|f ® || x E [a, b]}, f quatre fois continûment 
dérivable). 


Erreur : |R,|:= f fodd» - f fe 60 ax 


Méthodes d'approximation 


Intégrales généralisées 
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Intégrales généralisées 
L'intégrale de RIEMANN (p. 331) n’est définie que 
pour certaines fonctions bornées sur des intervalles 


ml 
Jermés [a, b]. L'écriture | 1 dx n’a donc aucun sens. 
Jo JX 
"4 f 
Comme | 7 dt existe pour tout x € J0, 1], 
Jx yt 


ei 
| T dt définit sur ]0, 1] une fonction dont la 
x VI 


pi 
limite lim Í T dż existe (fig. C,). Cette limite est 
appelée intégrale généralisée sur ]0, 1] et est notée 
dl 
1 
= dt. 
Jo vt 


De même, la notation | 


1 dx représente la 
ML ANT 


limite lim | 1 dr qui existe (fig. C,). Par contre, 
x+e Ji 4 


pi 
1 


E i 
ona lim | -~= dt=+o et lim | 5 d'=+o, 
ste Ji yf x0 Jy P 
ee "| 
On dit que | — dx et | — dx n'existent 
JD J Jo x° 


Sro 
pas, ou bien encore on écrit, [ = dx =+00 resp. 
1 xX 


aa 

| — dx =+0. 

Jo x“ 

Rem. : Une extension de la mesure de JORDAN à 
certains ensembles de points non bornés (p. 359) est 
donnée par la mesure des hypographes définis par 
les fonctions ci-dessus. 

Pour des intervalles quelconques semi-ouverts, on 

définit : 

Déf. 1 : Étant donné une fonction f : [a, b| —> R, si pour 

x 
tout x E [a, b| l'intégrale | f (H) dt existe ainsi que 
Ja 


px 


lim | f (£) dt , alors la valeur de cette limite est 


xb Ja 


appelée intégrale généralisée de f sur |a, b| : 


o) | [CO dr = lim ROLE 


De manière analogue, on définit pour f : Ja, b] — R 
l'intégrale généralisée de f sur Ja, b] par : 


© [roar-1im f roa. 


En remplaçant b dans (1) par + % et a dans (2) par — %, 
pro "b 
on obtient les déf. de | f@dx et f œ) dx 
respectivement. i AE 
dl 
ges NE quel y 
Ex. : Í ar27} 0<r<1), 


=} (>1), 


ro +0 
| e“dx=1, | e“ x"dx=n! (nEN). 
Jo J0 


À Paide de la déf. 1 on peut sous certaines conditions 

définir les intégrales généralisées sur un intervalle 

ouvert : 

Déf. 2 : f : Ja, b| — R étant donnée, et si pour c € Ja, b{ 
les intégrales généralisées de f sur Ja, c] et [c, b[ 


€ ph 
sont définies, alors f fœ)dx+| f(x)dx est 
appelé intégrale généralisée de f sur Ja, b[ : 
pb È cb 

O [ref ral a. 
Si l'intégrale généralisée existe sur Ja, b[, elle est 
indépendante du choix de c. 
En remplaçant dans (3) a par — % et b par + %, on obtient 


la déf. de l fo. 


pb 
Ex. ‘| ml i 

Ja Jx -a)(b-x) 
esing mo l'E! 

sinx gy- | l que, 
i X a 2 Jo 14x? F 


Si une fonction donnée est R-intégrable sur [a, b], les 
intégrales généralisées sur [a, b|, Ja, b] et Ja, b[ sont 
définies et ont même valeur que l'intégrale de 
RIEMANN sur l'intervalle fermé. Le concept des 
intégrales généralisées est donc bien en accord avec 
l'intégrale de RIEMANN elle-même. 


Critère d’intégration de CAUCHY 

Les intégrales généralisées peuvent servir à démontrer 
la convergence de certaines séries. On a : 

Th. (critère de CAUCHY) : Si f : [a, + œ[—> R+ 


(a E N) est monotone décroissante, alors la série 
+ 00 ‘ 


40 
D f(n) converge si l'intégrale [ f @) dx 
n=l 1 
est définie. 
+o 
Exemple: X, p7 Converge pour r > 1. 
nal 
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| X3 


f:A — R bornée 


FA fonctions en ESCAlIEE 


La, majorante et minorante 


Prolongement f de f sur À 
[~ 


Construction de l'intégrale de RIEMANN 


(RRi) [+ g)(x)dx = f f(x) dx + f g(x) dx, sifet g sont R-intégrables sur D. 
D D D 

(RR2) f(e f)(x)dx=c¢; f f(x)dx (c ER), si fest R-intégrable sur D,. 
D, 


D; 
(RR3) Prw dx < f g(x)dx, sifet g sont R-intégrables sur D et f (x) < g (x) pour tout x E D. 
D D 


(RR 4) f| fdx= [ f(x) dx + f f(x)dx, si fest R-intégrable sur D, et D, et D, N D, = Ø. 
DivD; Di D 

(RR4*) f f(x)dx existe, si fest R-intégrable sur D,, et D, G D, est mesurable au sens de JORDAN. 
D: 

(RR4**) f f(x)dx= | f(x)dx- f f(x) dx, si fest R-intégrable sur D, et D, et D, € D,. 
Di\D; Di D; 


(RRS) m:u(D)< f f(x) dx <M:u(D;), si fest R-intégrable sur Det m ct M sont respectivement 
Ds un minorant et un majorant de f'sur D}. 
(RR5*) |f f(x) dxlS M: uD), si f'est R-intégrable sur D; ct | f (x)| M pour tout x E D,. 
Dy 


Conséquence : f dx =4(D;). 
Dy 
(RR6) Soit f: D,—> IR continue avec D, compact et connexe, alors il existe (c,, €) € Dy tel que : 
| Sœ dx= f(c, ce): u (D). 
Dy 
(RR7) f f(x)dx=0, sifborné sur N, ensemble de mesure nulle. 
N 


(RR7*) f f(x)dx= f f(x)dx, sifest R-intégrable sur D,, N un ensemble de mesure nulle et f 
|B ANN R bornée sur D, U N avec f = fsur DA (D, N N). 


Règles d'intégration et théorèmes 
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Le point de départ de la construction de l'intégrale de 
RIEMANN était le problème de la mesure d’aires 
d’hypographes. Un problème similaire peut se poser 
avec des fonctions de deux variables, positives et 
bornées, qui déterminent un hypographe dont on peut 
chercher la mesure (le volume) (fig. A). C’est par ce 
point de vue que l'intégrale de RIEMANN s’est étendue 
à R? (on parle souvent d’intégrale double). 

Si la présentation se limite à des fonctions de deux 
variables, on peut étendre ces concepts aux fonctions 
de n variables, et en tirer des résultats analogues (voir 
ci-dessous). 

Intégrale de RIEMANN sur des pavés de IR? 
Cette théorie reprend celle de l'intégrale de RIEMANN 
sur un intervalle fermé (p. 331). On considère des 
fonctions bornées f : À > R, où A est un pavé 
[an bi] x [az bz], c.-à.-d. un rectangle dont les bords 
sont parallèles aux axes du repère (fig. A), et on 
définit comme à la p. 331 : 

(Ar …, À) est une subdivision de A si les A, sont des 


pavés d’intérieurs deux à deux disjoints (p. 214) et 
m 


vérifiant À = RA Ap. t: A —> R est une fonction en 


escalier, s’il existe une subdivision de A telle que la 
restriction de ¢ à chacun des intérieurs des À, soit une 
fonction constante (fig. A). Les concepts de fonction 
en escalier majorante et minorante sont déterminés 
comme dans la déf. 2 p. 331. 

L'intégrale d’une fonction en escalier £ : A —> IR 
correspondant à la subdivision (4,, …, À,,) est définie 
en accord avec l’intuition (pour une fonction positive, 
il s’agit du volume du « bloc en escalier » de IR*, 


fig. A3) par | (x)dx = D c, H(A) . Dans cette 
JA a 


expression, c représente la valeur de la fonction sur le 
rectangle Ap ete (A,) Paire de ce dernier (k = 1 … m). 

Une fonction bornée f : A — IR possède des fonctions 
en escalier majorantes et minorantes, Si on désigne 
alors par $ l’ensemble des fonctions en escalier 
majorantes, et 7 l’ensemble des fonctions minorantes, 
on peut définir alors les intégrales supérieure et 
inférieure par 


f pont | | r@achres). 
| roars] | t(x)dx | rei); 


Déf. 1 : Si ces deux dernières expressions ont même 
valeur, alors f est dite RIEMANN-intégrable (en 
abrégé R-intégrable) sur À, et cette valeur commune 


est notée | f(x)dx et appelée intégrale de 
A 


RIEMANN de f sur À. 
L'intégrale existe lorsque f est continue sur A. La 
continuité n’est pas une condition nécessaire, mais on 
a le th. plus précis suivant : 


Th. 1: f: A — R est R-intégrable si l'ensemble des 
points de discontinuité de f est un ensemble de 
mesure nulle au sens de LEBESGUE (p. 359). 


Intégrale de RIEMANN sur des domaines de R? 

mesurables (au sens de JORDAN) 

Si le domaine de définition D, de f est borné, on peut 

l'inclure dans un pavé A. On s'intéresse alors au 

prolongement de f sur A défini par : 
= fpourxEDf pe 

+10 i pour x E A\Df (fig. As). 

Le théorème suivant est fondamental pour la défini- 

tion de l'intégrale : 

Th. 2 : Soit f : D, — R une fonction bornée, et D; un 
ensemble de R? mesurable au sens de JORDAN 
(cf. p. 357). Si l'ensemble des points de 
discontinuité de f est de mesure nulle, alors 
l'intégrale | f (x) dx est définie et sa valeur ne 


JA 

dépend pas du choix du pavé A. 
La démonstration s'effectue avec l’aide du th. 1, en 
remarquant que la frontière d’un ensemble mesurable 
est de mesure nulle, et que la réunion de deux 
ensembles de mesure nulle est de mesure nulle 
(cf. p. 357). Se basant sur le th. 2, il est naturel de 
définir : 
Déf, 2 : Une fonction bornée f : D; —> IR est RIEMANN- 

intégrable sur D, si D, est mesurable au sens de 


JORDAN et si | f(x) dx existe pour À 2 D, 
JA 

L'intégrale de RIEMANN sur D, est notée 

| f (x) dx, ou | f (xp x) dx, dx, , et: 

JDf JDJ 


f [Rx = | Fa) dx. 


Le th. 2 est un moyen important pour établir 
l'existence de l'intégrale de RIEMANN, Il est clair que 
la frontière de l'ensemble de définition n’a pas 
d'influence sur l'existence (cf. fig. B, (RR7*)). Ceci 
explique pourquoi on considère souvent des 
ensembles de définition ouverts. 

Rem. : Les règles d'intégration importantes et les 

théorèmes sont dans le tableau B. 


Intégrale de RIEMANN et volumes 

Soit f: D; + R une fonction bornée positive, 

R-intégrable sur son ensemble de définition D, 

mesurable, La valeur de l'intégrale correspond à la 

mesure (volume) de l’hypographe défini par f dans 

R’. Exemples : p. 345. 

Intégrale de RIEMANN de fonctions de n 

variables (n > 3) 

Les intervalles de IR! ou les pavés de R? sont 

remplacés par des pavés de R” [a,, bi] x … x [an b,] 
n 


dont la mesure est dl (b4-a,). Une extension des 


propriétés précédentes conduit à l'intégrale de 
RIEMANN sur des domaines bornés de R”, 
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X3 f:D;> R 
positive et 
continue 


Portion de boule 


Domaine régulier 

pour laxe x, 
pi(xı)=0, pix)= VR -xi 
S(x xa) =R- xi -x3 


Domaine régulier 
pour l’axe x; 


Terme de la surface de la section transversale 


R 
j Joes j i ne ones at rond 
Dy ò 


Volumes : 


Il 


bi 
V= j qi(xı)dx; 


bz 
V= f| q(x2)dx2 
nR? a a 


LEONE 


Xi 


Rotation autour de l'axe x, 
(f: la, bi] > wy continue 
et strictement monotone) 


ba 
V=n Í LS ' (x2)? dx 


Rotation autour de l'axe xy 
(f: lan bi) => R continue) 


by 
Van f Cf) dx 


b 
V = [q(x)dA 
ie Fat) x à 


Intégrales de volumes, calcul de volumes 


6 1} 


aine 2 
Domaine D, € IR W, c R IR 


continue 


DNR a) 
B, B, D (r, æ) 


COS 4 
sing  r'cos 


X2 


B (p. 322, ill. B) 


Changement de variables 


Calcul intégral / Intégrations successives, calcul de volumes, changement de variables 345 


Les théorèmes d'existence (p. 343) ainsi que les 
règles d'intégration ne donnent pas de méthodes 
pratiques pour calculer les intégrales de fonctions de 
plusieurs variables. On a aussi intérêt à relier ce calcul 
à la théorie de l'intégration des fonctions d’une seule 
variable, Ceci est possible pour une classe particulière 
de fonctions, qui représente la majorité des cas 
rencontrés dans la pratique. L'intégrale de RIEMANN se 
ramène alors à des intégrations successives. 


Domaine régulier, intégrale double 

Déf. 1 : Soit p : [a bi] > R et q : [an bi] > R 
deux fonctions continues vérifiant p(x) < y(x) 
pour x, E [ap bi], l’ensemble de points 
{Œn x)|x E [an bil a x E [pi@), ADI} est 
appelé domaine régulier pour l'axe x; (fig. A}, A3). 

La déf. d’un domaine régulier pour l'axe x, est 

analogue (fig. A,). (On dit aussi domaine simple.) 

Le théorème suivant est fondamental quant au calcul 

d’intégrales : 

Th. 1: Soit f: D; — R une fonction continue telle que 
D; soit un domaine régulier pour l'axe x, alors f est 
R-intégrable, et : 

i ph f pre 
f(x)dx =| | FC) dr dx. 
Jos Ja, oies 

L'intégrale du membre de droite est une intégrale 

double, Elle se calcule en commençant par calculer 

l'intégrale située entre les parenthèses. 

Un théorème analogue s’écrit si D; est un domaine 

régulier pour laxe x, : 


jf 


Application : Fig. A}. 


KED] 


Aa) 


S ix dt | dx, . 


Calcul de volumes 
Le volume de l'hypographe d’une fonction positive de 
deux variables R-intégrable est déterminé avec la 


mesure de JORDAN par | f(x)dx. Pour des 
JDf 


fonctions positives, continues, dont l’ensemble de déf. 

est un domaine régulier, ce volume peut être 

déterminé par un calcul d’intégrale double suivant le 
th. 1. On obtient alors pour le volume d’une boule 

4 

3 

aussi sur la figure A, (souligné en jaune), l'intégrale 

située entre parenthèses a une signification 
géométrique particulière. Elle peut être interprétée 
comme l'aire du quart de disque situé dans un plan 
parallèle à x,x,. Dans le cas général, on obtient les 

formules des figures A, et A}. 

Ces formules sont en fait des cas particuliers du 

théorème suivant : 

Th. 2 : Si un domaine B de Rẹ, borné, mesurable, est 
situé entre deux plans parallèles, et si son 
intersection avec tout plan parallèle aux deux 
précédents est mesurable, alors le volume V de B 
est donné par la formule de la figure A4 


selon la fig. À; V,= x R? . Comme on le voit 


Application : Détermination de volumes de révolution 
(fig. As, Ao). 

On établit comme conséquence du th. 2 que deux 

solides, de même plan de base, ont même volume, si 

tout plan parallèle à ce plan de base les coupe suivant 

deux sections de même aire (th. de CAVALERI). 

Exemple : p. 172, fig. B, haut. 


Changement de variable 


La règle de changement de variable (U6) p. 337 

donne sous les conditions qui y sont exposées 
oh Pob) 

| Tœ% dx=f (f° O(A: (dt. Cette trans- 

Ja Jo a) 

formation de l'intégrale a son équivalent pour linté- 

grale de RIEMANN en dimension 2 : 

Th. 3 : Étant donné une fonction f: D;—> R continue 
prolongeable par continuité à ðD, une fonction 
@: R? > R? continâment différentiable sur un 
domaine D, C IR? définie par 


Pı (u, v) 0 D 

u, U) + pu, V) = un domaine T 
uye CNE PP 

mesurable strictement inclus dans D, tel que la 

restriction g|T : T — D; est bijective, et dont le 


D (Pr P) 
D (u, v) 
s'annule pas sur T (fig. B,), on a : 


f Í D (Py 9) 
=| (f° 

i j (9 # =] U 9 (u L D (u, v) 5 g 
Rem. : La règle de changement de variable énoncée 

au th. 3 s'étend sans autre condition à IR? et à IR". 

La démonstration de ce théorème est délicate. 
L'effet de la fonction @ peut être interprété comme le 
passage de coordonnées cartésiennes à des 
coordonnées curvilignes dans D, Un cas particulier 
souvent utilisé est le passage aux coordonnées 
polaires par ‘ 

x=r'cosa et x,=r" sina (ræ 0). 
Les conditions du th. 3 sont remplies dès que 
f: Di > R est continue et D, est un compact qui ne 
contient pas l’origine. On choisit une fonction 
Pr de IR? dans lui-même définie par 
Fr: cosa 


Pr (r, à) = resina 


peut déterminer une partie Ÿ du plan (r, œ) pour lequel 

les conditions du th. 3 sur p, sont remplies (fig. 3). 
P 

On a alors : 


| fœ% dx=| (f° Pp) (r, dr: dr da. 
Jos Jr 


Si D, contient l’origine, les cas de la figure B4 sont 
possibles. On coupe D, avec un disque K°(p) et on 
considère D, \ K°(p). Avec cet ensemble de déf., le 
th, 3 est de nouveau utilisable. Le passage à la limite 
p > 0 valide la formule de transformation ci-dessus 
dans le cas où D, contient l’origine. 


déterminant jacobien (cf. p. 323) ne 


du du. 


) avec r > 0 (fig. 2), et on 
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US hi i 44 
de hr, 


La, SS, X) = À redan 


m=b X 


7 = ve ms Aro es An) 
(é Mm) o) 


m 


A S(5,X)= 2, F (Ep M) 4(AY) 


Sommes de RIEMANN 


b=t, 


f: (a, b] > R 
continûment différentiable 


B, 


Longueur de la ligne brisée 
associée à la subdivision S : 
m 


S= Ÿ Iku) = klt ol 


Ja 


È Èi kp- kat, D 


Il 


k W 
avec k(t) = | ao) (cf. p. 318, fig. B,). 
k(t) 
x 
S) 


D’après la fig. B,, on a avec k (x) = 


m 
K= X, Vlaar 
Le théorème de la moyenne (p. 297) assure l'existence 


d'un E la a [tel que f(a)-f(a")=f'(Ë): (aa. 

pour tout j E {1, …, m}. En prenant pour suite de ie 

(&, …, Ën) dans la subdivision $, on peut considérer 
m 


ICS, X)= PACE (a= aj) 


comme die ru de RIEMANN de la fonction 


V1 + ESO. 


Longueurs d'arcs de courbes 


Développement en série entière : 


U;=27na 


C 


Changement de variable : x = a cost, l= 


n/2 = LE b? 
Circonférence de l’ellipse : U;=4a | 1- & cos? tdt (e =|- r) 
0 


so gvi T f'x= 


a 
=f b 


b x É 
= Pa (X:+ 4) 


: dx (intégrale généralisée) 


ta x 


n/2 = i 
ĵ a sin? t +b? cos?rdt 
) 


= mes TA 1 1 i3 RS 
V1 —e? cos?t=1-— 3 e? cos?1— DEV: et cost 1 — Tig eê cost —... (p. 300, fig. C) 
i 2 T cosd ST costrdi— 13 46 Ÿ cosrdt—..] (th, p. 337 
_ adah corii foot 56 stede il (th., p. 3° 
U;=4a far 5° f cosft t Eu f cos E E Te [ cos | p. 337) 
"/2 2k— A me 
f cos™tdt = - 2 Ee psc : L ETA de la formule ®©, p. 339) 


oa HLAS heia 
al" sage)" 4] ET 


Circonférence d’une ellipse 
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Sommes de RIEMANN 

On peut utiliser les intégrales de fonctions en escalier 

majorantes et minorantes pour calculer une valeur 

approchée de l'intégrale de RIEMANN en se basant sur 

sa définition (p. 331, p. 343). On peut aussi utiliser les 

sommes dites de RIEMANN : 

a) f: [a, b] > R 

On associe à une subdivision D = (ao, …, a,) de [a, b] 

une suite X = (£,, …, Ë,) telle que & E Jap ap, if, et on 

appelle somme de RIEMANN de f associée à D et X la 
n 


somme S (f, D, X) = À LED: (ax ax). 


Si on considère à présent une suite (D,) de subdivisions 
associées chacune à une suite (4) on obtient une suite 
(S (f, Xp DÀ) de sommes de RIEMANN. 
En ajoutant comme condition supplémentaire aux 
subdivisions D, que la longueur du plus grand sous- 
intervalle (pas de la subdivision) tende vers zéro, on 
obtient : 
Si f: |a, b] > R est R-intégrable, pour toute suite de 
subdivisions (D;) dont le pas tend vers zéro, la suite 


cb 

(S (f, Xa D))) converge vers | f(x) dx, et ce 

quel que soit le choix des X, 
On dit aussi plus simplement que les sommes de 
RIEMANN convergent. 
L'intégrale de RIEMANN peut donc être approchée 
d’une manière aussi précise que l’on veut par des 
sommes de RIEMANN. On choisit souvent dans ce cas 
des subdivisions en intervalles de même longueur. 
b) f: D;—> R (D;C R°) 
On peut définir de manière analogue au a) des 
sommes de RIEMANN pour une fonction de deux 
variables. On considère dans un premier temps que 
l’ensemble de définition de f est un pavé À 
(cf. p. 343). Soit alors D = (A, …, À) une subdivision 
de À en pavés, à laquelle on associe la suite 
X = (Eo m) es (En M) telle que (Ep M) € Ag; On 


définit la somme de RIEMANN de f: A — IR associée à 
n 
D et X par S (f, D, X) = 2, Sono uA 


où u(A,) représente la mesure de JORDAN de À, 
(fig. As). 
On appelle ici pas de la subdivision D le maximum 
des longueurs des diagonales des rectangles À,. Si ce 
pas tend vers zéro, on a : 
Si f: A — R est R-intégrable, alors pour toute suite 
(D)) de subdivision dont le pas tend vers zéro, la suite 
de sommes de RIEMANN (S (f, X, DÀ) converge vers 


f (X) dx „ et ce quel que soit le choix des suites X, 
JA 

Si l’ensemble de définition de f est quelconque, on 
construit un prolongement f de f sur un pavé A choisi 
tel que A 2 D, f vérifiant f (x) = 0 pour tout 
*EA\D, Toute somme de RIEMANN construite avec 
J est considérée comme une somme de RIEMANN de f. 
Les termes de la somme pour [Ep n] € D, sont en 
cffet nuls. Les sommes de RIEMANN de f convergent 


fx) dx": 
7 


alors vers 
JD 


Longueur de courbes de R? (R?) 
La longueur d’un segment, et par là même d’une suite 
de segments, est définie p. 193. On peut donc 
approcher une courbe de IR? par une suite de segments 
et définir ainsi le concept de longueur d’une courbe. 
Déf. 1 : Une courbe définie par C : [a, b] — R? (IR?) est 
dite rectifiable si pour toute suite de subdivisions de 
[a, b] dont le pas tend vers zéro, la suite des 
longueurs des suites de segments associées à ces 
subdivisions (fig. B,) tend vers une limite finie 
LE R*. Lest alors appelé longueur de la courbe C. 
Pour les courbes continûment différentiables, qui sont 
rectifiables sans exception, on parle de longueur d'arc. 
Si C n’est pas injective, la longueur peut s’interpréter 
comme celle de la trajectoire d’un point mobile. 


Longueur d’arcs 

a) Courbes continâment différentiables de R? en 
représentation explicite 

La courbe est alors le graphe d’une fonction 
continûment différentiable f : [a, b] — IR (cf. p. 403). 
À chaque subdivision de [a, b] est associée une somme 
de RIEMANN pour y 1+[f 0]? (fig. B,). Comme 


cette fonction est continue sur [a, b], et par 
conséquent R-intégrable, toute suite de sommes de 
RIEMANN associées à des Lo pe de p: tendant 


Cette intégrale donne donc r longueur de la courbe. 
Ex. : Fig. C. 
b) Courbes continûment différentiables en 
représentation paramétrique 
Soit C : [a, b] —> IR? la courbe définie par 
ki (0) 
t= k(t)=| k, (t) |, les fonctions k; : [a, b] > R étant 
k, (0) 
continûment différentiables (cf. p. 393). On procède 
de manière analogue au a), bien que la longueur de la 
suite de segments ne soit pas une suite de RIEMANN. 
On peut cependant approcher cette dernière 
par une somme de RIEMANN de la fonction 
Vik, o BAON + (ke, Of en utilisant la 
continuité uniforme des k; On obtient alors pour 
longueur de l'arc : 


HAS TER VAT ENTER HT PCI LÉ 
= [Ve Of +6 of +16 Of ar. 
k (Ù f 
Si k (=| k, ® | ona: l= Í JZK OK O> dr. 
KO 
Rem. : La fonction s définie par 
s (x)= | V< K (Ù, k' (D> de est appelée abscisse 
curviligne et s peut être pris comme paramètre. 


ds=y< k (t), k' ()> dt est la différentielle de 
l'arc. 
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Problématique de la définition de la mesure 
de surfaces quelconques 

Une généralisation du problème de la mesure 
d'ensemble de points de IR? conduit à se demander 
comment mesurer des surfaces quelconques de R*. 
Par analogie avec la définition de la longueur d’une 


Si on associe alors une suite de points X = ((E,, m), … 
(Em Ma)) à la subdivision, on fait correspondre à 
chaque maille M, le point (p ny f (Ep m)) (fig. B,). 
On détermine ensuite les parallélogrammes 7, situés 
dans les plans tangents à la surface en ces points, et 
projetés suivant les rectangles À, parallèlement au 


courbe, on est tenté d'approcher une surface par des troisième axe (fig. B,). L'aire de ces parallélogrammes 
petits polygones. Mais l'étude de surfaces simples est 


La circonférence 
des demi-cercles 


FE montre que, sans condition particulière sur les EF f e iaf ? 
estdivisée en polygones, on n'obtient pas la mesure qui s'impose 4(7)= / 1+1 (6, n) +1 (Eon) uA). 
n parties égales du ðv 


naturellement. Sans traiter la cas général on se 
bornera à une définition de la mesure de surfaces 


(icin = 6) 


r L'aire de tous les parallélogrammes réunis est 
A, (neIN\{0,1}) A, (Gt, m)EN \ {0 ; 1} ; m pair) (d’après H. A. SCHWARZ) Do ) 


valable dans le cas de fonctions régulières (cf. p. 405), ÿ ; F f é J J af J di 
. à P j as suffisa èmes. +|- sn +1 Eon e uA). 
Si on approche la surface d’un demi cylindre comme à la figure A, par les surfaces latérales des prismes cas suffisant pour bon nombre de problèmes Ju Seh av Coh " 


Mesure d’une surface régulière 


dessinés en vert, on obtient comme surface du polyèdre : 
Déf, 2 : Soit a : D > R? définie par 


Elle peut être interprétée comme somme de RIEMANN 


u (P)= 2nrh sin A z 1, ona: lim u(P)=xr h (cf. p. 172, fig. ©). k af 2 of 2 

mas ád A A | a, (u, V) à A de la fonction 1 [è (u, v)| + [2 (u, V) 

Si on l'approche au contraire par un polyèdre comme à la figure A, on obtient : (u, V) > a (u, V) =| a, (u, V) | une représentation du ðv 

imt sn À i a, (u, V) définie sur D. Elle est continue vue la continuité 
= ; h\? Ty ME 1 mi| = n eied ine sarace PE TRS ; af of 
L(P)= nmr sin n p +{r-rcos—| =nr + rte | — paramétrique d’une surface régulière (p. 405). On des fonctions ag CL PL et par conséquent 
ny \m n kd 4 n T appelle mesure de la surface a l'intégrale A M A ve 
n b Misg Ja ý R-intégrable, si bien que si le pas de la subdivision 
3 S=] | (u, V) x = (u, v)| du du, où tend ; 

A . p . r A 3 3 > ANN tend vers 

En choisissant m = n°, on a : lim ulP)= nr yh? + nr, Pour m =n’, on a même lim ul?) = + 00. RL Gile g 
i =o à 
M —+ „m =o da, 

v m Bea i MOE. a . — (u, V) 

C'est seulement quand m et n sont choisis de manière à ce que lim -=0 , que l’on a dt : . , 

lim u(P)=nrh. nazon da da, Dans le cas où D n'est pas un pavé, on procède de 
+ ea (u, u)=| — (u, v) | manière analogue en incluant D dans un pavé, et en ne 
(ikad du du PS [ we 

considérant alors que les rectangles de la subdivision 
Problématique de la définition de l'intégrale de surfaces courbes ? (u, 0) qui rencontrent D. 
, 
, b) Surfaces régulières en représentation paramé- 
da, (uv) trique 
tT) = —— (À i jl Soit une représentation paramétrique de la surface 
IKR cost e) # A e A 
KARA da 5 donnée par a (u, v), on procède d’abord comme au a). 
dS En) au (m, = au (a, o) À chaque subdivision de D correspond un maillage de 
ät du (p.407) Sa la surface (fig. B,). Le but est alors d'approcher les 
p = n 0 3 p £ Di 4 
k of j p TT (u, V) mailles M, par des parallélogrammes 7,. En procédant 
Jy Er ; E comme à la figure B,, on obtient : 
dv dans le cas où elle existe. FES) á $ 
1 


na o J % 
u =|EE Eo no x 24 Eo mfua. 


E, y dS =| 2a (u, v) x 2 s (u, V)|du du est appelé 
/ = const ou 0 In fo FA atroce de tea parai 
P A Em élénient de surface élémentaire: En faisant la somme des aires de tous les parallé 
A z; A PTE Sue Dre logrammes, on obtient 
B B M = const. On obtient pour une surface régulière définie de 7 
2 manière explicite par f: D —> R? (p. 405 da py da py 
lahh 7 rf: = ) 5 2 eT (Eo M) x Py y Č n) u (A). 
F of aa Y, 
S= | V ET u, v) -| T (u, V) dudu. L'interprétation de cette somme en tant que somme de 
Jo 


RIEMANN se déduit immédiatement de la définition 2. 

Rem. : On peut montrer que la valeur de l'intégrale 
est indépendante de la représentation paramétrique 
choisie. 


Rem. : D’après les hypothèses de la définition 2, la 
fonction intégrande est continue, si bien que 
l'intégrale existe dès que D est un domaine régulier, 
ce qui a lieu dans la plupart des cas. Le caleul est 
alors possible à l’aide d’une intégrale double (p. 345). Cas des surfaces de révolution 

Les développements suivants mettent en évidence la faisant tourner autour de l'axe x, la courbe 


signification géométrique de la définition 2. représentative de la fonction f: [a, b]-> R définie par 
a) Surface régulière en représentation explicite Xi" f (x;), on obtient une surface de révolution 


Dans ce cas, on étudie le graphe d’une fonction f: D — IR 

définie sur un domaine D convenable et dont les dérivées 

partielles du premier ordre sont continues (cf. p. 405). 

On considère d’abord le cas où D est un pavé. ; 

À nt sh — 

À chaque subdivision (4,, …, À,) de D correspond S=2zx| f(x) y1 +[f' Rte 
subdivision de la surface en mailles S=2% xı) F œD dx. 

une subdivision de la surface en mailles M,, …, M,. Ja 


(cf. fig. As p. 344) dont on peut mesurer la surface. 
L'utilisation de la définition 2 et le développement de 
l'intégrale en intégrale double donne : 


La représentation paramétrique x = a (Ep, m) + À da E,m)+u cu Ek, M) du plan tangent en a (Ep, 
p p J ko Pk gu FLEE Jy Go p! g k 


permet par un choix unique de k et u une représentation des rectangles dans le plan tangent. L'image de A, 
est un parallélogramme 7, , qui décrit la maille M, de façon approchée. 


Définition de la mesure de surfaces régulières 
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On définit le travail d’une force constante F d’un 
point À à un point B : 
Wu=<F,b-a>. 


a=to 


Un champ de force est donné par une application de R? dans lui-même, f : D; > R°, qui sera prise 
continue. Étant donné un are k : [a, b] > D, défini par £ > k (1) = (ki (Ò, ka (0, k; (0) continüment 
différentiable, où k (a) représente le point de départ À et k (b) le point d’arrivée B. Pour approcher le 
travail du champ de force le long de la courbe de A à B, on choisit une subdivision $ = (4, …, fn ) de 
[a, b], qui détermine une ligne brisée A À, ... Am- 1 B. On associe à S la suite X = ($4, … &, ), et on calcule 
le travail le long, de la ligne brisée, en supposant que le champ de force est constant de valeur f (k ($, )) 
sur Aj, Åj. 
m 


MS X (SELEK) (fig AD 


On applique trois fois le théorème de la moyenne aux k; (cf. p. 346, fig B;). 


ka) 
Wip (SA) = 2 SIKE Koa) |) 6) avec n E lto GE pour i= 1, 2, 3. 
kafna) 
On peut approcher cette somme à la précision que l’on veut par la somme de RIEMANN 


m 


À ('(k(E) E (S (t =t jı) associée à la fonction f (k (1), k' (À définie sur [a, b] et continue. 


b j 
Cie intégrale de RIEMANN existe, on définit : Wap = j (S (k(t), k' (1) a 
2 


Travail dans un champ de force le long d’une courbe. 


J:D$-— R? définie par (x, x) + (Xp Xi * 2) 
k: 0; 1) — R? défini par £ > (t, t) 

k: (0 ; 1) — IR? défini par t = (4, °) 

fest continue, k, et k, sont continäment 
différentiables, si bien que l’on peut 
appliquer le théorème 2 : 


fol) à 
aa} (} 


Exemple 
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Intégrale curviligne 

On utilise souvent en physique théorique l'intégration 
d’un champ de vecteurs le long d’une courbe ; par 
exemple l'intégration d’un champ de forces le long 
d’une courbe donne le travail (fig. A). 

Au-delà de l'interprétation physique, on arrive au 
problème suivant : soit une fonction f : D, > R? (D, 
domaine de IR?) et un arc rectifiable k : [a, b —> D; 
paramétré, dont les points de départ et d’arrivée sont 
respectivement k(a) et k(b). Chaque subdivision 
D = (ty 5 tn) de [a, b] permet de définir une ligne 
brisée (k(t), …, K(t„)) à partir de la courbe (fig. A;). 
Et toute suite B = (E, …, En) telle que §; € Jti 4 
permet de définir la somme suivante : 

m 


S (k, f, D, B)= 2 <S (k (E) kt)-k(t;_)>. 
Si on pose alors x, = KE) ct a; = k(t), on obtient 
S (k, f, D, B)= 5 < f(x), a,- a,_,> , qui rappelle 


les sommes de RIEMANN vues p. 347. 

Déf. 1 : Si la suite de sommes S (k, f, D,, B,) converge 
pour toute suite (D,) de subdivisions de a, b] de pas 
tendant vers 0 vers un réel donné indépendant du 
choix de (D,), alors la limite de cette suite est appelée 
intégrale curviligne de f le long de l'arc k. Elle 


est notée | <f(dx>, et f< fœ), dx > 
Jk 


si l'arc est une courbe fermée. 

Le théorème suivant donne un critère d'existence de 

l'intégrale curviligne qui est valable dans la plupart 

des cas pratiques. 

Th. 1 : L'intégrale curviligne d'une fonction continue 
de R? dans R? le long d'un arc rectifiable et 
continu est toujours définie. 

Rem. : Il suffit de démontrer la continuité de f sur 
l’ensemble image de k. 

On peut cependant tirer les règles suivantes de la 

déf. 1 (ou plus exactement des déf. de f + g, c : f, 

k + k, et — k qui sont données pages 283 et 395) : 


(K1) | < +2) (dx >- |< S0 de> 
| <20>, 
Jk 

(K2) | <E Na dr>se| <> (CER), 

KI | <S dr>=-f < rar, 


(K4) k „pst O> < f(x), dx >+ 


L < f(x), dx>. 


Rem. : La règle (K3) exprime clairement que 
l'orientation de la courbe est importante. 

D’après le th. 1, l'intégrale curviligne d’une fonction 

continue le long d’un arc continûment différentiable 

(cf. p. 347) est aussi définie. L'intégrale curviligne 

s’interprète alors comme une intégrale de RIEMANN 

sur [a, b], ce qui facilite son calcul. 


Th. 2 : On a pour l'intégrale curviligne d'une 
fonction continue sur un arc continûment 
différentiable définie de manière paramétrique par 
k: |a, b] > D,: 


k sé 
[ < f(x), dx>=]| <f(k()k (> dr. 
k Ja 
Rem. : Le concept des intégrales curvilignes dans R? 
se laisse généraliser sans difficulté aux courbes de 
R”, et en particulier aux courbes de R?, Les 


théorèmes et règles énoncés précédemment restent 
alors valables. 


Exemple : fig. B 
Intégrale curviligne de fonctions réelles 


Si on définit une fonction de IR? dans R° f : D; > R? 
par la donnée de ses composantes dans une base 


orthonormale (e;) par CE) Se, on 


obtient d’après la règle (K1) : | < f (x), dx>= 
Jk 


> Í < f; (x): e, dx > . Les intégrales du membre de 

droite donnent les composantes suivant les axes de 

coordonnées. Elles sont de la forme Í <g (x) e, dx>, 

où g est une fonction réelle. On définit : 

Déf. 2 : Si pour g : D, > R (D, domaine de R?) et 
k : [a, b] — R? l'intégrale f <s% ‘e, dx > 


existe, alors on l'appelle intégrale curviligne de g 
suivant la i™ coordonnée. 


On trouve aussi la notation | g (x) dx, , c.-à-d. 
Jk 


Le (x) dx, =f <8 (x) e, dx> . 


On a alors pour l'intégrale curviligne d’une fonction 
dont on connaît les composantes : 


| <f &),dx> =[ LG, ef LG) dx, + 
Jk Jk Jk 

OS 
Et on écrit souvent |< f(x), dx> = 


K (x) dx, + f (x) dx, + f, (x) dx,), et on donne 


les intégrales curvilignes dans la forme du membre de 
droite. 

Pour les intégrales curvilignes de fonctions réelles, les 
théorèmes 1 et 2 ainsi que les règles (K1) à (K4) sont 
encore valables. Le th. 2 s’écrit cependant : 


f eaf kO ko ar 
Jk i a ( ' 


Rem. : Une généralisation à R” est possible sans 
difficulté. 
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De 
Ai=4; 
k 

AZA=4A, =A, k=k, +k 


Si f'est conservative sur D, alors on a d’après 
la règle (K3), p. 351 : 


Í Sax) dx) = — f <fl) dx), c.-à-d. 
ki ki 
Plah dx» = f Slx) dx) 


kitka 
= f Sah dx) + f Ax), dx) 
ki ki 
(règle (K 4), p. 351) 
=0. 
A M réciproque est prouvée de manière analogue. 


iH 
+ X2) + (0,0) 
k(t) = (a cos2nt, 
a:sin2rt) 
1€[0, 1] 
(cf. p. 208, fig. E) 


Les conditions d’intégralité sont remplies, car on a : 


0/2 X LUNA 
ax, Cr *)= = z ôx (Xis X2) 
Comme | (f(x), dx) = 2x + 0, l'intégrale 
k 


curviligne dépend du chemin suivi, donc, d'après le 
B th. 3, f ne possède pas de primitive sur D}. 


Indépendance du chemin suivi 


Contre-exemple 


Les conditions d'intégrabilité étant remplis ; 
et D, étant simplement connexe. 


primitiv 


2 


Exemple : f(x, x2) =(x} + 1,2x;x3— 1) Dp =R? 


ôx, 


FF), dx) = F(1, D F(-2,0)=3 


k 


sh, 
B(1,1) 


Recherche de primitive 


(F, n) donne la valeur de la 
composante normale de F. On 
définit le flux à travers de la 
surface par : 


[Di <F,n):S  (Inl=1). D; 


X3 
ALO 


a[G]E Dy 


À chaque suite associée à la subdivision de G correspond une 
suite (x,, …, x, ) de la subdivision (M,, …, Mn ). Le flux à 
travers la maille M, est approché par (f (x; ), n° (xx )) S (M), 
où $ (M, ) est la mesure de M, . 


Sur Pintégrale de surface 
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Intégrale curviligne d’un gradient 
Le calcul de la fig. B, p. 350, met en évidence 
clairement le fait que la valeur d’une intégrale 
curviligne ne dépend pas que des points de départ et 
d'arrivée, mais aussi du chemin suivi. Il existe 
cependant des fonctions de IR? dans lui-même pour 
lesquelles la valeur de l’intégrale ne dépend que des 
points de départ et d’arrivée, et non de la manière 
dont on les relie (du moment que l'intégrale 
curviligne est définie). Si cette propriété est valable 
pour tout couple (A, B) de points de D,, on dit que f 
est conservative sur D}. 
Cette propriété se caractérise de la manière suivante : 
Th. 3 : f est conservative si pour toute courbe fermée 
k dans D, sur laquelle l'intégrale curviligne de f est 


définie, on a : { <f(x),dx>=0 (fig. A). 


Les fonctions continues ne sont pas toujours 
conservatives, et c’est pourquoi on cherche une 
propriété plus forte pouvant caractériser celles qui le 
sont. On définit alors : 


Déf. 3 : Une fonction F de R? dans R définie sur D; 
est dite primitive de la fonction f de IR? dans lui- 
même si on a D, = D, et f= Grad F (cf. p. 321). 


Th. 4 : Étant donné la fonction f de R? dans lui- 
même, continue sur son ensemble de déf. D, f est 
conservative si, et seulement si, f est le gradient 
d'une fonction F. 

Si f possède une primitive, le th. 6 p. 333 explicite 

clairement que la valeur de l'intégrale curviligne ne 

dépend que des points de départ et d’arrivée : 

Th. 5 : Étant donné une Jonction f de R? dans lui- 
même, continue sur D, Si f est le gradient de la 
fonction F, alors on a pour tout couple (A, B) de 
points joints par un arc k continâment différentiable 
entièrement contenu dans D, : 


i < f (x), dx >= F (B)- F (A). 


Il est important de savoir sous quelles conditions f est 
un gradient, et comment on en détermine une 
primitive, pour pouvoir utiliser le th. 5 dans la 
pratique. 

Une condition nécessaire pour que f de R? dans lui- 
même possède une primitive est : 

ð ð 

k. l K JEILR kuj) 


2x; 2x 


Cette condition n’est en général pas suffisante 
(cf. fig. B). Elle Pest en revanche quand Dy est une 


boule ouverte, ou plus généralement un ouvert étoilé 

(il existe un point de D;tel que tout segment reliant un 

point de D, à ce point est entièrement contenu dans 

D)). Elle est aussi suffisante quand D, est simplement 

connexe (p. 213, p. 239). Dans le cas de IR?, ceci 

résulte directement du théorème de GREEN (p. 355). 

Rem. : Le domaine de la fig. B n’est pas simplement 
connexe, car (0, 0) n’appartient pas à D, 

Quand on a prouvé l’existence d’une primitive, on 

peut en exhiber une par la méthode indiquée à la 

fig. C. 

Intégrale de surface 

Il est souvent question en physique du flux d’un 

champ de vecteurs à travers une surface. Dans le cas 

le plus simple, quand le champ de vecteurs est 
constant et la surface plane, on définit le flux comme 
indiqué à la fig. D,. Dans le cas général, on considère 
une fonction de R? f: D, —> R? (D; domaine de R?) et 
une surface paramétrée par a : G —> R?, lisse et 
orientée par n° (cf. p. 407), que l’on approche comme 

à la fig. D,. La somme 

S (a, f, D, x)= X < f(x), M'(x)>"S (n) 

rappelle une somme de RIEMANN. Et on définit : 

Déf. 4 : Si pour toute suite convergente de 
subdivisions (D,) de G la suite (S (a, f, D,, B,)) 
converge vers le même réel, et ce indépendamment 
du choix des valeurs de la suite B, associée à D,, 


alors on appelle cette limite intégrale de surface. 
On la note | < f (x), n' (x)>dS . 
Ja 


L'intégrale de surface existe pour des fonctions 
continues de R°, et on peut l’exprimer en termes 
d’intégrales de RIEMANN : 


| < f (x), n' (x)> dS es f(a (u, V), n' (a (u, v)> 


Jès (u, V) x a (u, v]du du (cf. différentielle de 
ou LL 


surface, p. 349). Comme 


da da dde, E 
D (u, 0x DE (u, 0) -|è € (u, yx SE Qu f-m (afu 0), 


on obtient : Î < f(x),n' (x) > dS = 
a 


i ðg äg 
< f (a (u, V), u, U) x u, V)>' dudu . 
Í, Sla (u v) du tv) ð u( ) 


Dans la plupart des applications, G est un domaine 
régulier (p. 345), et l'intégrale de surface s'exprime 
en termes d’intégrales doubles. 
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On a (voir p. 351, intégrales curvilignes de fonctions réelles) : 


bz 
f F (xi; X2)dx = f Filwa(x2)} X2)dx2, 
ki az 
[Fit x)dx, = À Fit, x)dxs:= 0, 
la à 


D t bz 
"a f Piluxdds=— f Filah xdr cdd 


(p. 345) 


Partition en compacts simples 


, Orientation de 3D, 
selon l’axe x; À 
3 


Az 


Représentation d’une intégrale double de RIEMANN à l’aide d’intégrales curvilignes 


f: D,- R? (D, domaine de R? - 
De (2 ) k courbe simple. fermée, continûment 
différentiable dans IR? 


f fonction de R? dans R? continûment 
différentiable D, 2 D U k 


*X1 


f: D;— R? fonction de R° dans R° continâment différentiable (D, domaine) 


D est l’ensemble des points 
contenus dans M 


Théorèmes de STOKES et d'OSTROGRADSKI 


Le théorème fondamental (p.333) est applicable à une 
fonction continue f : [a, b] > R, car il existe une 
primitive F de f (voir p.335). On obtient : 

b, 


f(x)dx = F(b) - F(a). 

à 
L'intégrale de RIEMANN sur [a, b] est alors déterminée de 
manière univoque par les valeurs de F aux bornes du 
domaine de définition. Si on prend maintenant une 
fonction continue f : D, C IR? — IR, on peut, sous réserve 
que D, possède certaines propriétés relativement simples, 
d’une part assurer l'existence de l'intégrale double de f sur 
Dy, d'autre part transformer cette intégrale en intégrale 
curviligne. On verra de même des transformations 
d’intégrales à domaine d’intégration dans R°. 
Représentation d’une intégrale de RIEMANN 
de deux variables par une intégrale curviligne 
le long de la frontière de D, 
Soit f : D; > R (D; C R?) continue, D, étant un 
compact simple selon l'axe x, (voir fig. A,). Il existe 
alors une fonction F, : D;—> R vérifiant 
oF, 


FTA (xp X) = f(X x,). On peut donc écrire : 
ox, 


SX X)dx, dx,= 


dF, 
Fra x,)dx, dx, 


b, D, 


L'intégrale de droite est une intégrale double, ce qui 
fournit, par intégration selon x, (voir p. 345) : 


h 


| fixo x)dx, dx= | [E(P (x) x) Flp) x)]d x; 
b, 


h, 


A l’aide des résultats de la figure A,, on obtient donc : 


(1) | Durs,» Ex, x)dx, où 

D, aD, 

ðr, 
a (Xr x2) frs x). 
Cette représentation d’une intégrale de RIEMANN par 
une intégrale curviligne selon laxe x, est également 
valable lorsque D, n’est pas un compact simple selon 
l'axe x, mais est décomposable en un nombre fini de 
compacts simples selon laxe x, (voir fig. A). 
Si l'on prend pour hypothèse que D, est décomposable 
en un nombre fini de compacts simples selon l'axe x, 
on établit de même : 


(2) san rs où 5 (xp) = f(x x) 
K 
à à, j 
Si f'est continûment différentiable, on obtient de (1) et 


(2), où l’on remplace f par iL et F; par f: 
S% 


a) | AS far, 
A dl 4 


D, ab, 


(2) | H (Xr x)dxidx, = =) f(x x3)dx; + 


b, aD, 
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Théorème et formule de GREEN-RIEMANN 
Soit f : D; > R?, où D, € R°, une R? — IR? fonction 
continûment différentiable (D, étant maintenant un 
domaine) que l’on écrit sous la forme 

LG 27) = (fi Gr 22), f Œ 2). Si Pon considère un 
sous-ensemble D de D}, qui soit à la fois décomposable 
en un nombre fini de compacts simples selon l'axe x, et 
en un nombre fini de compacts simples selon l'axe x, 
on peut alors utiliser (1°) et (2') pour les composantes f, 
et f respectivement : 


Fa = 
2 (xp xa)dxi dag =(P £ (x1 x2)dra et 
Li 


D à 


3 r 
f a (Xi x)dx dx, = fe )dx, 
D op 


Comme 


þa (rah ds x) = P fo add “| Ar x); 
dp i ip 


on obtient : 


@ [|2 


> Us x) das x3)) 


ap 


à af 
dx, (to) cr sfr, FA 


La transformation de l'intégrale de RIEMANN sur D en 
une intégrale curviligne le long de la frontière de D (et 
réciproquement) est dite formule de GREEN-RIEMANN. 
Rem. : L'égalité (3) est encore valable si l’on suppose 
que D est la réunion d’un domaine et de sa frontière, 
celle-ci étant constituée d’un nombre fini de courbes 
de JORDAN fermées de classe C! (éventuellement par 
morceaux) et orientées comme l'indique la fig. A3. 
Théorèmes et formules d’OSTROGRADSKY et 
de STOKES 
Les conditions requises pour l'application du théorème 
de GREEN-RIEMANN sont remplies, par exemple, lorsque 
Pon peut se ramener à la situation décrite dans la fig. B}. 
Une extension à IR? est possible de deux façons. 
a) On se donne une surface simple fermée dans IR?, de 
classe C' et régulière, orientée par n* (voir p. 407), 
munie d’une représentation paramétrique a. Soit D 
l’intérieur de cette surface (voir fig. B). Si f; D, > R? 
(D, domaine de IR?) est une fonction continûment 
différentiable, telle que D,contienne la surface et D, 
on à alors (pour div f(x), voir p. 327) : 


(G) (jahaaa | 


div j(¥)dV = 


D à 

La transformation de l'intégrale de RIEMANN sur D en 
une intégrale de surface (et réciproquement) est dite 
formule d’ OSTROGRADSKI. 

b) On se donne une courbe simple, fermée, continûment 
différentiable k dans R°, qui sera le bord d’une surface 
simple a'de classe C! régulière et orientable selon 7” (voir 
fig. B;). Si f: D; —> R? (D; domaine de R°) est une 
fonction continâment différentiable, telle que D, contienne 
la surface et k, on a alors (pour rot f (x) , voir p. 327) : 


(5) (rof (è), ñ"(R)}aa =p (F8), ax) 


à È 


La transformation de l'intégrale de surface en une intégrale 
curviligne (et réciproquement) est dite formule de STOKES. 


356 Calcul intégral / Mesure aréolaire de JORDAN et mesure de LEBESGUE I 


Rectangles À (éventuellement dégénérés) parallèles aux axes 


Union finie F de rectangles parallèles aux axes (disjoints ou non) 


T- 


Union de rectan- 


(Résultat indépen- 
dant de la famille 
de rectangles 
disjoints choisie) 


n 


Pa A, gles disjoints F= Ü) A, 
=i 


i (non unique) 


Partie bornée B de IR? 
(B est incluse dans un rectangle parallèle aux axes) 


m’ (B): inf (| F 2 B) 


l À i on 4 
F union finie de rectangles m*( = de (B) 


m, (B): = sup {7,(F) | F € B} 


F union finie de rectangles 


L 


Mesure aréolaire de JORDAN d'une partie bornée de IR? 


Soit B l’ensemble des points à coordonnées rationnelles 
contenus dans le rectangle fermé A. 


finie contenant B donc : m* (B) = I, (A). 


XER m* (B) = 0. 


B A non dégénéré On a alors : m* (B) # my (B). 


Exemple de partie bornée de IR? non mesurable au sens de JORDAN 


Toute union finie de rectangles contenant B contient 
nécessairement le rectangle À, et À constitue une union 


Toute union finie de rectangles contenue dans B est 
nécessairement une union finie de singletons, donc : 


Calcul intégral / Mesure aréolaire de JORDAN et mesure de LEB 


Position du problème 
En géométrie euclidienne élémentaire, on cherche 
d’abord à associer une aire à toute figure plane limitée 
par un polygone. Pour cela, on part de rectangles, puis, 
à l’aide d'unions et de subdivisions convenablement 
choisies, on réduit le contenu d’un polygone à des 
rectangles (voir p. 161). 
Des figures limitées par des courbes continues 
simples fermées, comme les disques, peuvent alors 
être approchées par des polygones inscrits et 
circonscrits (voir p. 171). 
De manière plus formelle (voir p. 161), il s’agit de se 
donner, È étant un système de sous-ensembles de R? 
le plus vaste possible, une application Z : € — R, qui 
possède les propriétés suivantes : 
(11) A, BEC AA = B = I(A) = I(B), 
(12) A, B E € AA AB = Ø = I (A UB) = I (A) + I(B), 
(additivité) 
(13) 1 (E) = 1, si £ est un carré de côté 1. 
I(A) est appelé mesure aréolaire de A, I est une 
fonction aréolaire. 
Il est nécessaire de faire certaines hypothèses sur le 
système d’ensembles 6. Ainsi, on doit pouvoir, 
comme en géométrie élémentaire, faire un nombre fini 
de « subdivisions » et d’« unions » de figures. Ces 
processus peuvent s'exprimer à l’aide des opérations 
«U », «N » et «\» de la théorie des ensembles. La 
fermeture de È pour ces opérations est alors 
nécessaire, Cependant, il suffit de l’exiger pour «U » 
et « \», c.-à-d. de vérifier que È est un anneau de 
parties (VA, B E€ €, A U B, A \B E È), puisque la fer- 
meture pour A résulte de la relation A AB = À \ (A \ B). 
Par récurrence, on montre alors que toute intersection 
ou union finie d'éléments de € appartient encore à 6. 
Soit Z une fonction aréolaire sur un anneau 
d'ensembles È, On peut démontrer les propriétés 
essentielles suivantes, que possède toute fonction 
aréolaire, Pour un nombre fini d'éléments A, E €, deux 
à deux disjoints, on a : 


l; Ù A)- 2, 1(A,) (additivité finie). Pour tous A, BE € 


tels que A € B, on a : (A) < 1 (B) (croissance). 

La théorie de la mesure étudie la question de 
l'existence et de l'étendue des anneaux d’ensembles 
ainsi que la question de l'existence et de l’unicité des 
fonctions aréolaires, Elle étudie également la possibilité 
de l'extension de l'additivité en une additivité 
dénombrable, c.-à-d. (Ó A,)= à, I(A,) pour un 

= 2 


ensemble dénombrable d'éléments A, E ©, deux à 
deux disjoints. 

Le but de cette étude est, entre autres, d'établir une 
théorie unique pour les longueurs, aires et volumes, qui 
est en fait une théorie du « contenu » dans IR” (n = 1). 
La présentation qui suit se limite au développement 
des concepts de mesure aréolaire de JORDAN et de 
mesure de LEBESGUE de parties bornées de IR?. Une 
généralisation à IR" s'obtient en remplaçant dans le 
texte le mot « rectangle » par « pavé en dimension 7 » 
(intervalle dans IR', pavé dans R°). 
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Rem. : Dans les développements récents de la théorie 
de la mesure, on choisit comme espaces sous- 
jacents aux systèmes d’ensembles sur lesquels on 
définit la mesure des es plus généraux que IR". 
Ces résultats sont très utiles, par exemple, pour 
l'édification de la théorie des probabilités. 


Mesure aréolaire de JORDAN 

Pour parvenir au concept de mesure aréolaire de 

JORDAN, on définit d’abord la mesure aréolaire des 

rectangles (éventuellement dégénérés), puis des 

familles de rectangles (voir fig. A). Toute partie 
bornée de IR? peut alors être approchée « par dehors » 
et « par dedans » à l’aide de familles de rectangles 

(fig. A). Les réels positifs m* (B) et mx (B) définis en 

fig. A sont appelés respectivement mesure extérieure 

et mesure intérieure de B. Si ces deux mesures 
coïncident, B possède une mesure aréolaire. 

Déf. 1 : B © IR? est dit mesurable au sens de JORDAN 
si B est bornée et si m* (B) = m4 (B). La valeur 
commune est appelée mesure aréolaire de JORDAN 
de B et se note 1, (B). 

On peut montrer que le système d’ensembles €, de 
toutes les parties de IR? mesurables au sens de JORDAN 
est un anneau d’ensembles, et que les propriétés (11) à 
(13) sont vérifiées par Z,.1,: €, — IR, définie par 
B > 1, (B) est alors une fonction aréolaire sur 
l'anneau d’ensembles €. 
Ce concept de mesure aréolaire de JORDAN suffit pour 
la plupart des problèmes de contenu en géométrie 
théorique et pratique. Cependant, une partie bornée 
de IR? n’est pas nécessairement mesurable au sens de 
JORDAN (voir fig. B). 
Les ensembles négligeables, c.-à-d. de mesure 0, sont 
particulièrement importants pour caractériser les 
ensembles mesurables au sens de JORDAN. L'ensemble 
vide, tout ensemble fini, les segments et courbes 
rectifiables de IR? sont des exemples d’ensembles 
négligeables, Tout sous-ensemble d'ensemble négli- 
gcable, toute intersection et toute union finie d’en- 
sembles négligeables sont également négligeables. En 
particulier, on a le 


Th. 1 : Une partie bornée de R° est mesurable au 
sens de Jordan si, et seulement si, sa frontière est un 
ensemble négligeable. 

Il en résulte que si A E È, tout ensemble B tel que Å 

S B © À appartient également à €, et possède la 

même mesure aréolaire de JORDAN que A (pour Å, A 

voir p. 214, fig. C). 

Le lien entre mesure aréolaire de JORDAN et RIEMANN- 

intégrabilité apparaît grâce au théorème suivant. 


Th, 2 : L'aire de l'hypographe B (voir p. 331) d'une 
Jonction bornée f: |a, b] > R, est mesurable au 
sens de JORDAN si, et seulement si, f est RIEMANN- 
intégrable. On a alors : 

b, 
I (B)= | f(x)dx . 


à 
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58)= (5) 


S 1 
È LB)= + 


vi 


(Suite géométrique, 
voir p. 280, fig. A;) 


Si l’on calcule Z, (B) à l’aide des mesures intérieures 


et extérieures, on obtient 


A 


Union dénombrable de parties mesurables au sens 
de JORDAN de R? 


1,(B)= 1 . On a donc dans ce cas : 1, (B) = 250) i 


Vee R;, il existe une union finie F, de rec- 
tangles telle que : 
u* (B \ F,U F,\ B) <£. 


B 


Approximation d'une partie mesurable au sens de 
LEBESGUE à l’aide d'unions finies de rectangles. 


Rectangle A parallèle aux axes (éventuellement dégénéré) 


Famille finie de rectangles F 


Famille dénombrable bornée de rectangles F” 


=> F°= 
famille 

(éventuellement finie) 

de rectangles disjoints 


Partie B bornée de R? 


(B est contenue dans un rectangle A parallèle aux axes) 


MAMA u" (B) : = inf {u (F°) |F" 2 B} 
MEME p, (B) : = p (A) - p" (A \ B) 


C 


Mesure de LEBESGUE d’une partie bornée de IR? 


© 
© 


À, 
y (La série converge, car la suite des 
sommes partielles est bornée, puisque 


F” est bornée.) 


si ona 
K* (B) = u,(B) 


Dans le carré [0, 1]?, on trace 3 bandes parallèles à Ox, de 

largeur 1/3. 

On divise chacune des bandes extrêmes en trois, et on 

recommence avec les quatre bandes extrêmes obtenues. 

Le procédé peut être réitéré indéfiniment. À la n-ième 
n 

fois, on obtient 2"-! bandes de largeur (1) , que l'on 

ne divise plus ensuite (bandes choisies ouvertes). 


Les bandes que l’on ne divise plus forment une famille 
dénombrable de rectangles d'union F” telle que 


= v-1 
u(F")= >: 16) = 1 (suite géométrique). 


val 

L'ensemble des points restants [0, 1]? \ F” est donc de 
mesure 0. Il est non dénombrable, On peut montrer que son 
intersection avec l’axe x, (appelée discontinuum de CANTOR 


D) 


Exemple d'ensemble négligeable non dénombrable 


est également non dénombrable. 


Calcul intégral / Mesure aréolaire de JORDAN et mesure de LEBESGUE IX 359 


Limites du concept de mesure aréolaire de 
JORDAN 

La fig. A montre qu’il serait sensé de définir une 
mesure aréolaire pour une union dénombrable bornée 
d'ensembles mesurables au sens de JORDAN de IR?. 
L'exemple de la fig. B p. 356 montre cependant 
qu’une union dénombrable d’ensembles mesurables 
au sens de JORDAN (dans cet exemple, des singletons 
de mesure aréolaire 0) n’est pas nécessairement 
mesurable au sens de JORDAN. Mais, dans les cas où 
l'union dénombrable de parties mesurables au sens de 
JORDAN est mesurable au sens de JORDAN, l’additivité 
dénombrable (voir p. 357) est vérifiée. L'écart entre 
les mesures intérieure et extérieure dans l’exemple de 
la fig. B p. 356 est dû au fait que l’on ne peut pas 
approcher le sous-ensemble de manière suffisamment 
« fine » à l'extérieur par une famille finie de 
rectangles ; il reste trop de « vide ». Pour « affiner » 
cette mesure, il devient nécessaire de pouvoir 
considérer des familles infinies dénombrables de 
rectangles. Ceci amène à considérer la mesure de 
LEBESGUE de parties de IR?. 


Mesure de LEBESGUE 

Afin de la distinguer de la mesure aréolaire de 
JORDAN, on parlera désormais de la mesure d’une 
partie de R°, On prend comme mesure pour les 
rectangles (éventuellement dégénérés) et les unions 
finies de rectangles leur mesure aréolaire de JORDAN. 
Pour les unions dénombrables de rectangles bornées, 
on la définit comme en tab. C. Ces définitions 
entraînent que l’ensemble de la fig. B p. 356 est de 
mesure 0, et la mesure d’une famille dénombrable de 
rectangles qui est mesurable au sens de JORDAN 
coïncide avec sa mesure aréolaire. 

À toute partie bornée B de R?, on associe alors, 
comme en tab. C une mesure extérieure u* (B) et une 
mesure intérieure py (B). Si ces valeurs sont égales, B 
est mesurable au sens de LEBESGUE. 


Déf. 2: B € R? est dite mesurable au sens de 
LEBESGUE si B est bornée et si u*(B) = p(B). La 
valeur commune est appelée mesure de LEBESGUE 
de B et est notée u(B). 

Le système d’ensembles 6, des parties mesurables au 

sens de LEBESGUE de IR? est, tout comme ©, un anneau 

d'ensembles. u : ©, — R, définie par B > p (B) est 
une fonction aréolaire, 

Th. 3 : Toute partie mesurable au sens de JORDAN de 
R? est mesurable au sens de LEBESGUE. 

On en déduit que ©, € &,. 

Œ, est un sous-ensemble strict de ©,, comme le 

montre l'exemple de la fig. B p. 356. En fait, la 

mesure de LEBESGUE permet d'approcher plus 

« finement » certains ensembles qui se révéleront 

LEBESGUE-négligeables (u = 0) alors qu'ils n'étaient 

pas JORDAN-mesurables. 


On peut caractériser les parties mesurables au sens de 
LEBESGUE de IR? grâce au 
Th. 4 : Une partie bornée B de R? est mesurable au 
sens de LEBESGUE si, et seulement si, pour tout £ E R} 
il existe une union finie de rectangles F, telle que 
u* (B\F,UF,\B)<e. 
On en déduit que les parties de IR? qui peuvent être 
approchées à l’aide d’une union finie de rectangles 
sont mesurables au sens de LEBESGUE. On remarque 
qu’il n’est plus question, en général, des familles resp. 
intérieure et extérieure (voir fig. B). 
La mesure de LEBESGUE est également une 
généralisation de la mesure aréolaire de JORDAN 
relativement à l’additivité dénombrable (voir p. 357). 
Toute partie bornée B de IR? qui peut s’écrire sous la 
forme d’une union dénombrable de parties mesurables 
au sens de LEBESGUE B, est mesurable au sens de 
LEBESGUE et, si les B, sont deux à deux disjointes, on 


a: u(B)= > HB,). 


On en déduit entre autres que toute partie dénombrable 
de IR? est négligeable. Cependant, il existe aussi des 
ensembles négligeables non dénombrables (voir fig. D). 
Les ouverts bornés et les fermés bornés sont tous 
mesurables au sens de LEBESGUE. Une union 
dénombrable de parties fermées ou une intersection 
dénombrable de parties ouvertes est également, si elle 
est bornée, mesurable au sens de LEBESGUE. En effet, ce 
sont des boréliens (ensembles obtenus par union ou 
intersection dénombrable de fermés ou d’ouverts), et 
tout borélien borné est mesurable au sens de LEBESGUE. 
Cependant, ce procédé ne permet pas d’atteindre tous 
les ensembles mesurables au sens de LEBESGUE de R°. 

On peut néanmoins cerner les parties mesurables au 
sens de LEBESGUE de IR?, car toute partie mesurable 
au sens de LEBESGUE est l'union d’un borélien et 
d’une partie Let négligeable. 

Une partie bornée de IR? n’est pas nécessairement 
mesurable au sens de LEBESGUE. Pour le démontrer, 
on a besoin de l’axiome du choix (p. 29). 


Contenu et mesure de parties non bornées 

Il est possible d'étendre le concept de mesure 
aréolaire de JORDAN (resp. mesure de LEBESGUE 
parties non bornées de IR?, par exemple comme suit : 


Déf. 3 : Une partie non bornée A de IR? est dite 
mesurable au sens de JORDAN (resp. au sens de 
LEBESGUE) si l'intersection de À avec chaque carré C,, 
centré en l’origine et dont les côtés sont de longueur 
entière 2v, est mesurable au sens de JORDAN (resp. au 
sens de Li UE). On a alors : 

L(A): = lim 4 (ARC,) resp. 


HA): = Jim HAnC,). 


La mesure aréolaire et la mesure prennent alors 
évidement leurs valeurs dans R* U {+ %}. 
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n : [a, b] => R définie par 
senhe TEE [a,b] NA 
“— \Isixe A (AC [a,b]) 


f:la,b]> R 


x xe a, b]\A xeA 

{x|xe [a, b] Af() <1,5} = A 

š Iezer n n’est pas mesurable si on choisit A non 

L éixe la blaf@s<r) x ner au sens de LEBESGUE, car alors il 

A Az existeunre R (par ex. r = 1,5) tel que 

{x |x € [a, b] A f(x) <r} ne soit pas mesurable 
au sens de LEBESGUE. 


{xxe la bla f&r} b K 


f:la,b] > R 


f: [a,b] — IR mesurable 


d 


a s{x|xe la blaf) >r} b x 


A A mesurable au sens de LEBESGUE 
3 4 


Mesurabilité de fonctions 


f: 10; 1] — R définie par 
xm fa)=r 


X e [0;I] ND 
continue 


xe D 
= hix- 3 ^ nenon} 
n 


| 
l 
l 
l 
l 
[j 
i] 


LA L 
654 3 


Soit : {x |x € [0, 1] A (x) +g @} = D. Comme D est un ensemble négligeable, fet g sont égales presque 
B partout. f'étant continue, elle est mesurable, donc g est aussi mesurable. fet g sont donc équivalentes. 


Exemple de fonctions équivalentes 
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Fonctions mesurables 

En théorie de l'intégrale de LEBESGUE, une classe de 

fonctions, qui comprend les fonctions continues, est 

particulièrement importante : c’est celle des fonctions 
mesurables. 

Déf, 1 : Une fonction f: [a, b] — IR bornée ou non est 
dite mesurable si pour tout r E R l’ensemble 
{x| x E [a, b] A f(x) < r} est mesurable au sens 
de LEBESGUE (voir fig. A,). 

(On rappelle que la mesure de LEBESGUE d’une partie 

bornée de IR se définit de manière analogue à celle 

d’une partie bornée de IR? (voir p. 357) en remplaçant 
les rectangles par des intervalles). 

Il existe des fonctions non mesurables (voir fig. A3). 

Pour prouver qu'une fonction est mesurable, on peut 

se limiter à r E€ Q. Par ailleurs, f est également 

mesurable si, et seulement si, pour tout r E R 

l’ensemble 

{x| xE [a,b] afa) <r} resp. 

{x| xE [a, b] a f&) > r} resp. 

{x| x E [a, b] a f(x) = r} est mesurable au sens de 

LEBESGUE. Alors, si f est mesurable, les images 

réciproques par / d’intervalles sont mesurables au sens 

de LEBESGUE (voir fig. A4). 

La mesurabilité de fonctions est conservée par les 

opérations rationnelles : 

Th. 1: Sif, g : [a, b] — R sont mesurables, alors 
f+ g, f-g f: g le sont aussi, et, si g(x) # 0 pour tout 


xE [a,b], , l'est aussi. 


Comme toute fonction constante c définie sur 
[a, b] est mesurable, on en déduit que si 
f: [a, b] > R est mesurable, cf l'est aussi. En 
revanche, la composée de deux fonctions mesurables 
n’est pas nécessairement mesurable. 
Les ensembles négligeables, au sens de la mesure de 
LEBESGUE, sont particulièrement importants pour 
Pétude des fonctions mesurables. On a par exemple la 
propriété suivante : 
Si deux fonctions f, g : [a, b] > R sont égales sauf 
sur un sous-ensemble négligeable de |a, b], soit 
elles sont toutes les deux mesurables, soit elles sont 
toutes les deux non mesurables, 
Au licu de « sauf sur un sous-ensemble négligeable », 
on dit également « presque partout ». Des fonctions 
mesurables égales presque partout sont dites 
équivalentes (ex : voir ill. B). 
Alors que la fonction limite, si elle existe, d’une suite 
de fonctions continues (f,) n’est pas continue en 
général (voir p. 289), celle d’une suite de fonctions 
mesurables est toujours mesurable. Par définition, une 
suite de fonctions (f,) converge presque partout vers f 
si lim F(x) = f(x) presque partout. 


Th. 2 : Si une suite de fonctions mesurables converge 
presque partout vers f, f est mesurable. 

Rem. : À cause de cette définition moins exigeante de 
la convergence, la fonction limite n’est plus 
unique : toute fonction qui lui est équivalente 
convient également. 

Rem. : Les concepts qui précèdent sont définis de 
manière analogue pour les fonctions dont le 


domaine de définition n’est pas un intervalle. On 
exige cependant que ce domaine soit mesurable au 
sens de LEBESGUE. Les énoncés usuels restent alors 
valables. 

Fonctions mesurables et fonctions continues 
On peut montrer que toute fonction f : [a, b] — R 
continue est mesurable. En revanche, il existe des 
fonctions mesurables bornées qui ne sont pas 
continues (voir ill.B). Cependant, une fonction 
mesurable bornée non continue peut être approchée 
presque partout par des fonctions continues : 

Th. 3 : Pour toute fonction f : [a, b] > R mesurable, 
bornée il existe une suite (£,) de fonctions continues 
qui converge presque partout vers f. 

Mais, pour toute fonction f : [a, b] — IR mesurable 

bornée, il n'existe pas nécessairement de fonction g : 

[a, b] > R continue qui lui soit équivalente. 

Cependant, on a le 

Th. 4: Sif:{a, b] > R est une fonction mesurable 
bornée, pour tout e E R\, , on peut trouver une 
fonction continue g, : [a, b] — R telle que 
H ({xl xE [a, blaf) #8, w}) <E 

Définition de Pintégrale de LEBESGUE 
La base de la théorie de l'intégration est de faire 
correspondre, à l’aide d’une intégrale, à toute fonction 
f: [a, b] — R positive et bornée, l’« aire » de son 
hypographe B = lœ y)| x€ [a, b] a y E [0, s} 
(voir p. 331). Si on prend pour « aire » la mesure 
aréolaire de JORDAN, B est mesurable si, et seulement 
si, f est RIEMANN-intégrable (th. 2 p. 357). Si f est 
RIEMANN-intégrable, son intégrale vaut Z, (B). 
Or il existe des fonctions positives bornées qui ne sont 
pas RIEMANN-intégrables, et dont l'hypographe n’est 
pas mesurable au sens de JORDAN (voir p. 331), mais 
l'est au sens de LEBESGUE (voir p. 359). La mesure de 
LEBESGUE étant une généralisation de la mesure 
aréolaire de JORDAN, on peut se demander s’il n’est 
pas possible de généraliser l'intégrale de RIEMANN, 
afin d’associer également une intégrale aux 
hypographes qui sont seulement mesurables au sens 
de LEBESGUE, Ceci conduit à la théorie de l'intégrale 
de LEBESGUE, dans laquelle on ne se restreint plus aux 
fonctions positives. 

L'intégrale de RIEMANN a été définie p. 331 à l’aide de 

fonctions en escalier majorantes et minorantes. Pour 

cela, on utilisait une subdivision P du domaine de 
définition en un nombre fini d’intervalles. 

ssibilité pour parvenir à l'intégrale de 

est de remplacer cette subdivision par celle 

d’un intervalle contenant l’ensemble d'arrivée de f 

supposée bornée. On notera cette subdivision P, . 

Si f : [a, b] —> IR est une fonction bornée, alors il existe 

un intervalle [m, M] tel que, Vx E [a, b],m < f(x) < M. 

Soit P, = (Yos -+ Yn) avec y, = M et y, = M une subdivision 

de [m, M]. On considère alors les sous-ensembles 

Dy: =f" (Yv Ysl) de [a b], (VE {1, +., n 17). Les 

D, sont deux à deux disjoints, leur union donne [a, b], 

mais en général, ce ne sont pas des intervalles (voir 

ill, A,). Les D, ne sont pas nécessairement mesurables 

au sens de JORDAN. Mais si tous les D, de chaque 

on P, de [m, M] sont mesurables au sens de 

UE, ce qui se produit si f est mesurable (voir 
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es D, = fo; Yi] 
es D, = f [(y1; yA 
ms D, = f 7‘ [(y2; val 


f: [a, b] — R bornée 


Les sous-ensembles D, de [a, b] sont deux à deux 
disjoints (sinon f serait une fonction multiforme, ce 
qui n’est pas le cas ici). 

2 


Ona: U D,=la,b]. 


Si fest mesurable, les D, sont mesurables au sens de 
LEBESGUE (voir fig. A4, p. 360). 


Y3=M 


f: la, b] — R mesurable 


a DTN a 


2 2 
A, Somme supérieure : $ (f, P,) = X Yar HD) As Somme inférieure : $ (f, P,) = 2» (D) 
v=0 v= 


À toute boule ouverte B, (x) (x € [a, b]) on associe 
m, (x) = inf (f [B, GO) et M, (x) = sup (f [Be (D. 
On a alors m, (x) < f (x) < M, (x). On note 


bi) = lim m, (2) et b (x) = Jim M, (x) . 


Les fonctions ainsi définies sur [a, b] b, et b, sont dites 
fonctions de BAIRE. On a Vx € [a, b], b, (x) < FX) < b, œ). 


b x 
f: la, b] —> R mesurable 


Soit (P,) une suite de subdivisions de [a, b] dont le pas tend 
vers 0. On définit (voir fig.) pour toute P, les fonctions en 
escalier 19 et t% : 

1 (a, 41,0) = {mf} avec mP = inf (f (Jaj 4, 1,0) 

19 (Ja, 4,11) = (MP) avec MP = sup (f (lajn &,,,D), les 
valeurs aux points a, étant sans importance. 

Les fonctions en escalier sont mesurables et les suites (t) et 
(1%) convergent presque partout resp. vers b; et b, alors b, et b, 


— P * sont mesurables d'après le th. 2 (p. 361). 


azy An 1v ny = D 


Fonctions de BAIRE 
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p- 361), alors les sommes suivantes existent pour toute 
subdivision P, de [m, M] (voir ill. A,, A3) 


n=l 
S(f;P):= > Yi H(D,) (somme supérieure), 


n-ti 
SIS, P,):= X mi 4(D,) (somme inférieure). 
vs0 


Si on affine une subdivision donnée (en ajoutant des 
points de séparation), la nouvelle somme supérieure 
sera inférieure ou égale à S (f, P,) et la nouvelle 
somme inférieure sera supérieure ou égale à S (f, P:). 
On a également, pour deux subdivisions quelconques 
P, et P, P, SÉP)<S( P,). Il en résulte que 
l’ensemble des sommes supérieures est minoré et que 
celui des sommes inférieures est majoré. Il existe 
alors une intégrale supérieure qui est la borne 
inférieure des sommes supérieures, et une intégrale 
inférieure, qui est la borne supérieure des sommes 
inférieures. Pour une fonction mesurable, ces deux 
intégrales sont égales. On définit alors : 
Déf. 2 : La borne supérieure de l’ensemble des sommes 
inférieures d’une fonction f: [a, b] — IR mesurable est 
appelée intégrale de LEBESGUE. On note : 


(L) 


S(f, P,) somme 
inférieure 


A 
flx)dx : = sup ls P,) 


à 
Rem. : Le signe (L) sert à distinguer l’intégrale de 
LEBESGUE de celle de RIEMANN, désignée par (R), 
s’il y a risque de confusion. 

La valeur de l'intégrale de LEBESGUE est 
indépendante du choix de l'intervalle qui englobe 
l’ensemble d'arrivée. 

On définit de manière analogue l’intégrale de 

LEBESGUE d’une fonction f : D; > R (D; C R) 

mesurable quand D; n’est plus un intervalle mais une 


f(x)dx. 


partie mesurable. On note alors (L) 


D, 
Il est également possible de définir Pintégrale de 
fonctions mesurables à plusieurs variables. 


Propriétés de l’intégrale de LEBESGUE 

Les fonctions considérées sont supposées bornées et 
mesurables. 

(L1) 


D 


glx)dx , 


(S + g(x)dx = | f(x)dx + 
b b 


D 


(L2) | (c: f(x)dx = c: | f(x)dx (c ER), 
D, Db, 


(L3) | fix)dy s | gx)dx si Yx ED, f (x) sg (x). 
b 


D 


(L4) | f(x)dx = 5, 


D D, 


deux disjoints, mesurables au sens de LEBESGUE et 
vérifient D= U D, . 
i 


f(x)dx , où les D, sont deux à 


v 


fa)dx<M:HD;), m étant un 
», 
minorant et M un majorant de f [D;]. 


(L5) m: KODE 


Conséquences : | fixdx=0 si u (D) =0. 
D, 
| dx = HD), 


D 


(L6) 


f(x)dx = | glx)dx sifet g sont équivalentes. 
Ò D 


(L6*) f est équivalente à la fonction nulle si f est 


positive et | fix)dx=0. 
D, 

Intégrale de LEBESGUE et intégrale de RIEMANN 

L'intégrale de LEBESGUE ne peut être considérée 

comme une extension de l'intégrale de RIEMANN que 

si toute fonction RIEMANN-intégrable a une intégrale 
de LEBESGUE, dont la valeur est égale à celle de 

RIEMANN. Ceci est vérifié. En outre, à l’aide de 

la théorie de la mesure, on peut établir une 

caractérisation complète des fonctions RIEMANN- 
intégrables. Ce sont les fonctions dont l’ensemble des 

points de discontinuité n’est pas « trop grand ». On a 

d’une manière précise : 

Th. 5 : Une fonction f : |a, b] — R bornée est RIEMANN- 
intégrable si, et seulement si f est continue presque 
partout, c.-à-d. si l'ensemble de ses points de 
discontinuité est LEBESGUE-négligeable. Toute fonction 
f: [a, b] > R, RiEMANN-intégrable, est mesurable et 


lona: 
b 


b 
f(x)dx = (L) | f(x)dx. 


(R) 
La démonstration fait appel aux fonctions de BAIRE b; 
et b, (voir ill. B,). On montre alors que : 
(1) f est continue en x € [a, b] si, et seulement si, 
b; (x) = b, (x) (voir ill. B,). 
Ensuite, on montre que b; et b, sont mesurables (voir 
b 


ill. B4), donc que (L) | (b, — b)(x)dx existe. Cette inté- 


grale vaut O si, et seulement si, fest RIEMANN-intégrable. 
Par ailleurs, les propriétés (L6) et (L6*) nous assurent 
que l'intégrale vaut O si, et seulement si, b; et b, sont 
équivalentes (car b, — b; est positive). On en déduit : 
(2) f est RIEMANN-intégrable si, et seulement si, 

b, (x) = b; (x) presque partout. 

En rapprochant (1) et (2), on obtient la première partie 
du théorème. 

Pour démontrer la seconde, on peut utiliser 
l’équivalence de b; et b,. Comme b; (x) < f(x) < b, (x), 
b; (resp. b,) et f sont également équivalentes. f est 
donc mesurable. 

Pour prouver l'égalité des intégrales, on utilise les 
fonctions en escalier de Pill. B}. 
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espace de BANACH 


espace de HILBERT 


Rendu métrique par 
dy défini par || || 


cas parti- 
culiers 


espace préhilbertien 


espace vectoriel muni 
d’un produit scalaire 


A 


Liens entre les différents espaces 


Toute fonction f continue sur [a, b] est uniformément continue 
sur ce segment . On peut donc l’approcher uniformément sur 
[a, b] par la suite des fonctions f, dont le graphe est la ligne 
brisée liant les points successifs (x,, = a + 2°" (b — a) j, f (x), 
Ï = 0,1, ..., 2", n e N. Soit B l'ensemble dénombrable des 
fonctions b, affines par morceaux sur [a, b] dont la construction 
est indiquée ci-contre. B est une partie libre dans l’espace 
vectoriel C? [a, b] (p. 87) : en effet p ve N, J! & e [a, b] tel 
que b, (&,) = 1, l'application de N dans [a, b] v — &, est injective 
et V v> v, by (G,) = 0. On pose go (x) = œ% bag; ct, pour v > 0, 

8 (x) = 8v1 (X) + Œ b, (x) où les œ, sont les réels définis par 
8 (E) =f (6). 


Les œ, se construisent donc par récurrence et 
pour v = 2", on a g,= f. 


Divisions $ , 
successives On peut aisément prouver que la série X, œ, b, 
en deux est convergente dans l’espace topologique 


des intervalles © [a, b] muni de la norme de la convergence 


uniforme, avec $ @,b, =/f. 
0 


B est donc une base 
topologique de l'espace 
de BANACH 

(© [ a, b], norme de la 
convergence uniforme). 


Construction d’une base topologique de C° [a, b] selon SCHAUDER 


Pour tout couplé d'éléments X= (x,), y= (y,) de R” on définit le produit scalaire et la norme associée 


par : 
(y) DE et Ixl: = 46,2). 


R” est un espace préhilbertien 
Rem. : IR est complet, et on peut en déduire que R” est complet, donc que R” est un espace de 
HILBERT (voir p. 366). 


C 


Exemple d'espace préhilbertien (et de HILBERT) 


En calcul différentiel et intégral, on a commencé par 
étudier des fonctions définies sur une partie de IR à 
valeurs réelles (voir p. 290). Puis on a adapté certains 
résultats aux fonctions de IR” dans IR” (p. 322) ; on a, 
au-delà, remplacé IR par € et exploité la richesse des 
fonctions holomorphes (p. 424). L'analyse fonctionnelle 
requiert des espaces encore plus généraux, parmi 
lesquels figurent ceux dont les éléments sont des 
fonctions. 

L'analyse fonctionnelle a été développée en particulier 
pour répondre aux problèmes d’extrema de fonctionnelles 
à valeurs réelles, c.-à-d. de fonctions réelles définies sur 
un espace de fonctions. Par exemple, à tout arc de courbe 
tracé dans un plan vertical entre deux points À et B et pris 
comme trajectoire sans frottement, on peut associer le 
temps mis par un mobile lâché en À sans vitesse initiale 
pour arriver en B sous l'effet de la seule pesanteur. On 
recherche alors larc pour lequel ce temps est minimal 
(brachistochrone, voir p. 369). 


Espaces vectoriels 

Les espaces utilisés en analyse fonctionnelle doivent 
avoir la structure algébrique d'espaces vectoriels. 

Le concept d'espace vectoriel E sur un corps 
commutatif K est d p. 41 (voir aussi p. 87). On 
prend ici pour K les corps IR ou €, que l’on note alors 
IK. IR”, C" sont des exemples d'espaces vectoriels ainsi 
que les espaces IR^ (resp. €) des suites réelles (resp. 
complexes), sur lesquels on définit l'addition et la 


multiplication par un scalaire. Un autre exemple 
d'espace vectoriel sur IR est constitué de l’ensemble 


des fonctions continues sur un intervalle [a, b}. La 

somme de deux éléments fet g est définie par VE [a, b], 

(f+ 8) (0 : =f (0 + g (f), le produit de f par un scalaire 

a par Yt E [a, b], (af) (à : = a M ()}. Cet espace est 

noté C” [a, b]. 

La notion de base algébrique d'un espace vectoriel 

est définie en déf. 8 p. 87. La dimension (déf, 10 

p. 87) peut s'étendre à un espace quelconque si on la 

définit comme étant le cardinal d’une base. Si cette 

dimension est un cardinal infini, l’espace est dit de 

dimension infinie (ex. : ill. B). 

Une application linéaire f : Æ — IK (voir p. 89) est 

appelée forme linéaire sur espace des formes 

linéaires sur Æ est un espace vectoriel appelé l'espace 

dual de £ et noté E * (ou L (£, IK) voir déf. 12 p. 89). 

Espaces normés 

Pour pouvoir utiliser les méthodes de l'analyse dans 

un espace vectoriel, celui-ci doit être muni d’une 

structure topologique. Les espaces normés sont un 
exemple important de tels espaces vectoriels. 

Déf, 1 : (£, I| 1) est appelé espace vectoriel normé si E 
est un espace vectoriel sur IK (avec IK = IR ou IK = C) 
et si on a défini sur Æ une norme, c.-à-d. une fonction 
ILE — R, vérifiant les propriétés suivantes : 

(NI) [x] =0 x +0, 
(N2) Ya EK, YXE E, [ax] = la|- |], 
(N3) VX, Y E E, [x + y] < l + [y] 

On peut alors, à Paide de la norme, définir une 

distance dy (x, y) : = ||x — y|]. Les espaces normés 

sont donc des espaces métriques (voir p. 217), dans 

lesquels on peut définir la continuité et la compacité à 

Paide de suites. 
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Exemples : 

(1) Dans IR, la valeur absolue est une norme. 

(2) L'espace IR" peut être muni de différentes normes. 
Parmi les plus importantes, on trouve : 


MEN += sup (al) E = À bei, 
Ixl: = VE Ke (“= Ci 3%). II, est 


appelée norme euclidienne. 

(3) L'espace C° [a, b] introduit plus haut peut par ex. 
être normé par || f |. : = sup K O| tE la, b]}) 
(norme de la convergence uniforme). 

(4) L'espace vectoriel de toutes les suites bornées à 
valeurs réelles (x,) peut être normé par 
læ: =sup (fl LV END). 

Espaces préhilbertiens 

Dans R” , on peut introduire la norme euclidienne || Ily 

à l’aide du produit scalaire par ||¥ |,=4/{ ¥) . De 

manière générale, on définit : 

it Æ un espace vectoriel sur IK. 

st appelé produit scalaire s’il vérifie : 


(S) VEn VEE, (X1 Xay) 5 (Xpy) + (aY) 

(S3) Vx, yE E,VaEK,(ax,y}=a(x,y) 

(S4) V x= 0, (x, X) E R}. 

(On rappelle que & désigne le complexe conjugué de 

asi K =€). 

Th. 1 : Dans tout espace vectoriel muni d'un produit 
scalaire, on peut définir une norme par 


La démonstration en est évidente, sauf pour la 
vérification de (N3), qui se fait comme suit pour y # O : 
(X+ ay,x + ay)=(x,x + ay)+(ay,x+ ay) 


= (+y, x) +a + aÿ,ÿ) 


= (8, X) + ay, à) + a(R, Y) + ay, Y) 


= [E PaE, y) +a, E) aal [20 


Si on choisit «=- G, ak les deuxième et quatrième termes 
[HA 
Ey) 
Iy 
I, PYÈ s PY I , relation encore valable pour y = 0. 
Cette dernière inégalité est l'inégalité de CAUCHY* 
SCHWARZ. On en déduit : 


s’éliminent, et on obtient || ¥ ||- , Soit 


ART) (A) EOY) 

+è » a I an +j? 
MEAE N 
SIE PAE, PAG MAT T 
sE AS 

donc que (N3) est bien vérifiée. 

Déf. 3 : Un espace muni d’un produit scalaire est 
appelé espace préhilbertien. C’est un espace normé, 
dont la norme est définie à l’aide du produit 
scalaire. . 

Ex. : C avec (X, Y) = 5 Eux 

vel 


laser 
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Espaces de BANACH et espaces de HILBERT 

Dans un espace normé, on peut définir la convergence 

d’une suite. ¥ € Æ est alors appelé limite de la suite (x) 

si VEER,, Im EN tel que [X —*,] < € dès que 

n = no. On peut également définir des suites de CAUCHY 

(voir p. 61), caractérisées par la propriété : Ve E R;, 

An, EN tel que |X,— X, | <e dès que n >n et m = n. 

Toute suite convergente est une suite de CAUCHY, mais la 

réciproque n’est pas vraie dans n’importe quel espace 

normé. Cependant, à l’aide du procédé de CANTOR décrit 

p. 61, on peut, à partir de n’importe quel espace normé, 

construire un espace complet qui soit son adhérence (au 

sens de la topologie de l’espace ainsi construit). 

Déf. 4 : Un espace vectoriel normé complet (c.-à-d. 
un espace normé dans lequel toute suite de CAUCHY 
converge) est appelé espace de BANACH ; un espace 
préhilbertien complet (pour la norme associée au 
produit scalaire) est appelé espace de HILBERT. 

L'espace C° [a, b] muni de la norme de la convergence 

uniforme (voir p. 365) est complet, donc est un espace 

de Banach. En effet, si (f,) est une suite de CAUCHY 
d'éléments de C” [a, b] et si t € [a, bh (h ©) est une 
suite de CAUCHY de R, qui converge donc vers une 
limite notée 9), puisque IR est complet. La fonction 

définie par £ 1> f(t) est alors la limite uniforme de (f,) 

sur [a, b] car Vj E N, Yt E [a, b], 

FOE JO lim | 40 - JOs sup] f- A| donc 

aj 


I- Aill existe et est majorée par sup] S- A|> expres- 
xj 


sion qui tend vers O lorsque j tend vers linfini. 

D’après le th. 16 p. 289, f est alors continue, donc 

élément de C” [a, b]. 

L'espace de l’ex. (4) p.365 est aussi un espace de 

BANACH, IR” (tab. C p. 364) est un espace de HILBERT. 

Espaces C" [a, b] 

Au-delà de C" [a, b], on peut construire des espaces de 

BANACH dont les éléments sont les fonctions sur [a, b], 

et dont on exige non seulement la continuité, mais 

aussi une certaine différentiabilité. 

Déf, 5 : L'espace des fonctions f sur [a, b] C R, à 
valeurs réelles, n ( n E N\{0}) fois continüment 
différentiables, muni de l'addition interne et de la 
multiplication externe par un élément de R, est un 
espace vectoriel sur IR que l’on peut normer par 
IAI = sup (UV lk € 40, 1, ….,n}}) . I est noté 
C" [a, b] (f® désigne la k-ième dérivée de f). 

Th. 2 : Les espaces C" [a, b) sont des espaces de 
BANACH. 


Espace L” [a, b] 
Déf. 6 : L'espace des fonctions f sur [a, b] C R, à 
valeurs dans IK dont , pour p E R; donné, l'intégrale 

b 


de LE 


ISGUE | |f{s)f"ar existe, muni des opérations 


précédentes, est noté $” [a, b]. 
Pr [a, b] est un espace vectoriel. On peut définir la 


b p 
fonction à valeurs réelles positives || f |, : f | | saral i 


mais ce n’est pas une norme, car || f ||, = 0 pour toute 
fonction f nulle presque partout (voir p. 361), et donc 
non nécessairement nulle partout. Soit F le sous- 
ensemble de £” [a, b] formé des fonctions nulles 
presque partout, F est un sous-espace vectoriel . 
Th. 3 : L'espace quotient L” [a, b] : = #7 [a, b] / F est 

un espace de BANACH si pER; \ ]0, 1[. 
La norme de Z” [a, b] est également notée |I| ||, On a 
ILAI |l, =1 1, . Prouver que || I, est bien une norme 
et que l'espace es est bien complet est difficile. 
Si p E ]0, 1[, les espaces ne sont plus complets. 
L'espace particulier L? [a, b] est en outre un espace de 
HILBERT. Si f}, f, sont des représentants de deux 
classes d'équivalence de L?[a, b], on peut montrer 
qu’il est possible de définir un produit scalaire par 

b 


AMLED: = 


i) £lt)de , car cette expression est 


aF choix de f, et f, puis une norme par 
HE: = LIST) - 


L'espace L” [a, b] 

Déf. 7 : Soit f [a, b] —> IK une fonction mesurable 
(voir p. 361). c E R, est dite borne essentielle de f 
si [/(O| < c presque partout. 

Déf. 8 : L'ensemble de toutes les fonctions définies 
sur [a, b], essentiellement bornées, muni des 
opérations usuelles est noté £” [a, b]. C’est un 
espace vectoriel sur IK. 

comme la borne inférieure de 
toutes les bornes essentielles de f. Comme pour les 
espaces $£” [a, b], on n’obtient pas une norme, et il est 
nécessaire de considérer l’espace quotient par le sous- 
espace vectoriel F des fonctions nulles presque 
partout, dont la norme sera également notée || ||... 

Th. 4 : L'espace quotient L” [a, b] : = £” [a, b] / F est 
un espace de BANACH. 

On a les relations suivantes, entre les différents 
espaces construits ci-dessus : Yp, q E IR U {%} tels 
que 1 < p < q=< % et Yn, m EN tels que n < m 
C" [a,b] C C [a, b] C L“ [a,b] C L” [a,b]. 
C” [a, b] admet une base topologique dénombrable 
(ill. B p. 364), mais il n’en est pas de même pour 
L” [a, b] et l'espace de l'exemple (4). La dimension 
infinie de ces espaces entraîne un comportement 
fondamentalement différent de celui des espaces R” et 
C" utilisés en analyse réelle ou complexe. Par ex., un 
théorème de BANACH affirme qu’un espace de 
BANACH est localement compact (voir p. 229) si, et 
seulement si, il est de dimension finie. Comme les 
propriétés de compacité sont très utilisées en analyse 
réelle ou complexe, on comprend que l’analyse dans 
les espaces de BANACH décrits ci-dessus soit plus 
compliquée. 
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Opérateurs linéaires bornés 

Les espaces de BANACH étant des espaces vectoriels, 

on peut définir une application linéaire d’un espace de 

BANACH dans une autre (même corps de base IR ou C). 

Déf, 1 : Une application linéaire F : B, — B, (B, et B, 
étant deux espaces de BANACH) est appelée 
opérateur linéaire. F est dit borné s’il existe 
c E R, tel que VX E€ B, |F@)| < cé]. L'ensem- 
ble de tous les opérateurs linéaires bornés de B, 
dans B, muni des opérations usuelles (voir p. 366) 
sera noté dans la suite [B,, B,]. 
[B;; B] est un espace vectoriel sur IK (K = R ou 
K = C). À tout F E [B,, B;] on peut associer 
le: = = inf({c |c borne de F}). On définit ainsi une 
norme (déf. 1 p. 365) et [B;, B,] est alors un espace 
normé. On peut prouver que c’est un espace de 
BANACH. De plus, [B,, B,] s'identifie à l’ensemble 
des applications linéaires continues de B, dans B,. 


Opérateurs différentiables 

Déf, 2 : Toute application F : D; > B, où D; € B, 
(B, et B, étant deux espaces de Banach) est appelée 
opérateur. 

Cette définition inclut évidement les opérateurs 

linéaires (déf. 1). Comme avec les fonctions réelles, 

on peut alors distinguer, à l’aide d’une définition 

convenable, les opérateurs différentiables. De manière 

analogue à la déf. 5 p. 323, on pose : 

Déf. 3 : Un opérateur F : D, > B, où D; € B, est 

dit différentiable au point & E Dp si & appartient à 

l'intérieur de D, et s’il existe un opérateur | linéaire 


borné > g ÖC, B, | tel que l’on ait, si a + hE Dp: 
Irla +) ra) - ŠE afi) 
lim — eim =0. 
lil-0 I | 


La norme au numérateur est 
nateur est celle de B,. Si 


elle de B,, celle au dénomi- 
(à) existe, il est unique. 


où 


Différentielle de FRÉCHET 

Soit Dp» l’ensemble de tous les points de D, où F est 

différentiable, On peut alors considérer ôF z (à) 
Ôi 


comme la valeur prise en & € Dp par un pt 
i :Dp—> |B, B,] - 


a est appelé différentielle de Frécner (ou dérivée 
Fi 


or 


variationnelle) de F. à) est appelée différentielle 


de FrécHer de F en &. 

Rem. 1: Si F : B, > B, est „linéaire ee borné, on a 
F (å+ h) - z @)=F H soit < DE (à) = = F pour 
tout d E B. À T est donc constant. 


Il est facile de demanèr qu'un opérateur diffé- 
rentiable en un point est continu en ce point. La 
réciproque n’est pas vraie. Les règles de différentiation 
pour la différentielle de FRÉCHET sont semblables à 
celles relatives aux fonctions de R” dans R”. En 
particulier, la règle de différentiation des opérateurs 
composés est analogue à celle du th. 4 p. 323. 


L'opérateur 5 i peut être lui-même différentiable. Sa 


différentielle de FRÉCHET est notée or . De même, 
x 


on peut construire des différentielles d’ordre supérieur. 
Rem. 2 : Si l'application * -E de Dy dans 
Le 


l’espace de BANACH [B,, B,] est continue, on dit que F 
est continûment différentiable sur D. 

Opérateurs inversibles 

Si B, et B, sont identiques, on peut se poser le pro- 
blème de l’inversibilité d'un opérateur, comme pour les 
fonctions de IR” dans R” (voir p. 323). Pour qu’un 
opérateur F continäment différentiable sur un ouvert 
Q C B, à valeurs dans B,, soit localement inversible 
autour de 4 E B,, il est nécessaire-et suffisant que 
a (a) soit inversible dans [B,, B]. Le problème de 

x 


l'inversibilité d’un opérateur différentiable donné se 

ramène ainsi à celui, plus facile, de l’inversibilité d’un 

opérateur linéaire borné. 

Différentielle de GATEAUX 

Il suffit souvent, pour un opérateur F, de considérer, 

(2 -Fa one 

Jim Fl ERW où À E K\{0} (a et h fixés). 
-0 áf se 

Si cette limite existe pour tout h et est linéaire en A, 


on la note a (@ x) : on appelle l'opérateur linéaire 
OX 

dF (g) la différentielle de Gargaux de F en a. 

ox 


Si F est différentiable, alors la différentielle de GATEAUX 
existe également. Réciproquement, l'existence de la 
différentielle de GATEAUX n’est pas suffisante pour 
démontrer la différentiabilité. Il faut exiger en plus sa 
continuité en A et la convergence uniforme, lorsque 


Al 

À— 0, de Fli ea C sur la sphère unité || A || = 1. 
Théorèmes de point fixe 

Soit un opérateur F appliquant un espace de BANACH B 
dans lui-même. Pour lanalyse fonctionnelle, et 
notamment les problèmes d’approximation, l’existence 
d'au moins un point fixe À, sous F (Fo) = Xo) est 
importante. Les théorèmes de point fixe assurent, sous 
certaines conditions, son existence, On a notamment le 


Théorème du point fixe de BANACH : 
Soit F : B — B un opérateur (B espace de BANACH). 
S'il existe c E 0, 1[ tel que VX,,*, EB, 
IEE- ERs clt, -2 ll, F possède un, et un 


seul, point fixe Xo. 
Pour le démontrer, on choisit un ¥, € D fixé, et on 
construit par récurrence une suite 
X1: =F (GR) (n EN \ {0}). On montre alors que 
pour n z 2 
Mpa t IPE- PE, ser", puis, 


en appliquant plusieurs fois l'inégalité hs et 
en comparant à une suite baie 


EATA E our tout m > n. X) est 


donc une suite de CAUCHY : elle converge donc dans 
l’espace de BANACH B et on vérifie que la limite est un 
point fixe. La démonstration de l’unicité de ce point 
fixe est alors aisée. 
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Problème : Trouver la trajectoire (sans 
frottement) qu’il faut imposer dans un plan 
vertical à un point pesant pour aller d’un 
point À à un point B dans un temps minimal. 


Solution : arc de cycloïde 


Brachistochrone 


Problème : une courbe fermée étant donnée 
dans l’espace, déterminer la surface d’aire 
minimale qui s'appuie sur elle. 


Solution : surface à courbure moyenne 
nulle (page 415) 


Surface minimale 


Pour fọ € C} la, bletee R#, 


E 


Comme If- fl, <e e If- fl, <e a Nf’ = f'l < £, les fonctions f, et f, de la figure 
appartiennent au voisinage de fọ pour II Ilg, mais seule f, appartient au voisinage de f} pour I Il, 


Problème : déterminer dans le plan la forme 
que doit avoir une courbe fermée de longueur 
donnée pour qu’elle contienne la plus grande 
aire possible. 


Solution : cercle 


Problème de l’isopérimètre 


Problème : trouver le chemin le plus court 
entre deux point À et B d'une surface donnée. 


Solution : courbe pour laquelle en tout 
point, la normale principale s'identifie à 
la normale à la surface 


Géodésiques 


Voisinages pour les normes |I Ilg et II Il, dans C} [a, b] (déf. 5, p. 366). 
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L'analyse fonctionnelle est utilisée pour résoudre les 
problèmes les plus divers en mathématiques 
appliquées. Ainsi les problèmes d’approximation de 
fonctions traités en p. 313 se ramènent-ils plus 
généralement à des problèmes de convergence dans 
les espaces de BANACH C, [a, b] ou L? [a, b]. 

Le calcul des variations traite des problèmes 
d’extremum pour des fonctions définies sur des 
espaces de BANACH. 

Exemples de problèmes variationnels 

a) Le problème de la brachistochrone, déjà évoqué en 
p. 365 : on cherche la courbe d’un plan vertical sur 
laquelle un corps se mouvant sans frottement sous 
l'effet de la pesanteur va d’un point A (a, c) à un autre 
point B (b, d) en le minimum de temps (fig. A). Si 
cette courbe peut être représentée par une fonction 
continûment dérivable f E C, [a, b] telle que f (a) = c 
et f (b) = d, alors la vitesse du mobile est, à chaque 
instant 4, v(f)= {x(9)] où g est Pintensité 


de la pesanteur et x(/) l’abscisse du mobile 
(conservation de l'énergie). La distance parcourue entre 


les abscisses x et x + dx étant di= HSY x)? dx , le 
temps total pour aller de A à B est 


a T ETO à 
noy O a 


Il faut minimiser cette quantité pour f E C, [a, b]. 
b) Un problème encore plus ancien est le problème 
de l’isopérimètre, On se donne un réel Z et on cherche 
quelle est la courbe plane fermée de longueur 
l continûment différentiable par morceaux contenant 
la plus grande aire (fig. B). Si Pon choisit de repré- 
senter la courbe par le paramétrage (k, (9, k (Ô) avec 
t E [0,2x] (cf. p. 403), on montre qu'il faut 
« maximiser », 

| (RCD k3 CD - ka (A) * ki (D) de 


ù 


AC) = À sous la 


condition iaf v TOE w de (cf. p. 349). 
ù 


c) Le problème de la surface minimale consiste à 
chercher, parmi toutes les surfaces de l’espace ayant 
un bord donné, celle qui a laire la plus faible. 
Si l’on se limite à des surfaces paramétrables par 
LG) où (4, h) EG C R x IR et fest continâment 
différentiable sur G, on cherche à minimiser 


a ò 2 fa f 
an| T PAU) di, dy 


On remarquera que la solution peut être visualisée 
facilement car c’est la forme que prend une bulle de 
savon s’appuyant sur un cadre en fil métallique 
(minimisation de l'énergie de surface) (fig. C). 

d) Un autre problème est encore la détermination du 
plus court chemin entre deux points À et B sur une 
surface donnée (géodésique, p. 411) (cf. fig. D). 
Équation différentielle d’EULER 

Tous ces exemples se ramènent au problème de la 
recherche des extrema d’une fonctionnelle 


h, 
1D-| L(t, FCD, FCO) dt . S'il y a des contraintes on 
à 
peut toujours, grâce aux muliplicateurs de LAGRANGE 
(p. 327), se ramener à un problème sans contraintes. 
L'idée consiste alors à se ramener à une éq. dif. du 
second ordre ; voici les grandes lignes du raison- 
nement. 
Pour que fọ soit une fonction telle que Z (f) soit 
extremum, il est nécessaire que la dérivée de GATEAUX de 
la fonctionnelle f = 7 (f) s’annule (vn p 0-0) 


(p. 367). On dit aussi que la variation première de la 
fonctionnelle doit être nulle. On considère f, + Ah 
(avec A (a) = h (b) = 0) qui approche f quand À — 0, 
fo + Àh étant dans l’espace des fonctions considérées. 


Alors SF Go) (A) 


b, 
= lim | Lht, ADEA hO), FODA HC) = Lle, ON TON 
LS = 


h 


[Ro coco rl o eowo]a=o 


af af 


En intégrant par parties, on obtient alors : 
h, 


-f è r PROMO A ? 7 E ROKO)h o) dr 
IL fo f! DIX O f 0 
ipon] =o. 


Le dernier terme de cette somme est nul à cause de la 
condition A (a) = h (b) = 0. 
ðL 
öf 


d ðL 


L'int. est nulle lorsque 
di af 


pour f= f | | 
En développant la dérivée par rapport à t, on obtient 
l'équation différentielle d'EULER 


ôL _ OL A 
$ f afa/f @ P 
Dans le cas de la brachistochrone (ex. a), cette 
équation s'écrit 1 + (f) - 2 (c - f) f" = 0. Les 
solutions en sont des arcs de cycloïde, paramétrés par 
t=a+r(a-sin d), f (f) = c-r (1 - cos à) où r est 
une constante déterminée par la condition f (b) = d. 
Pour avoir une condition suffisante « d’extrémalité », 
il faudrait utiliser la dérivée seconde de GATEAUX. 


ff) (f f'o 


US T 


(tf, f)=0. 


Extrema forts et faibles 

On peut raffiner cette notion d’extremum, en 
distinguant extrema forts et extrema faibles, On dit 
qu'une fonctionnelle 7 définie sur une partie D de 
C, [a, b] admet un minimum fort en f s’il existe € > 0 
tel que 7 (f) = I (f) pour tout f E D satisfaisant à 
IZ- fll < €. Le minimum est faible si cela ne 
s'applique qu’à f E D telle que | f- flh < €. De 
même pour la déf. des maxima. Une boule de rayon 
€ > 0 pour la norme || ||, comprend plus d'éléments 
que la boule de même rayon pour || ||, (ill. E). La 
topologie associée à || |}, est donc moins fine que celle 
associée à || ||, (p. 215). Tout extremum fort est donc 
faible, la réciproque étant fausse. 
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Soit la fonction à la valeurs réelles ou complexes, définie sur [a, b}?, telle que les intégrales suivantes existent 
b b 
(L) | |b(s,t) ê ds pour toutte [a,b] (L) Í |s, NÊ dt pour tout s € [a, b] 


a 
4 b 


Soit f € L? [a, b]. Alors (L) [ D(s,1)f (t)dt existe pour tout s € [a, b]. On peut donc définir une fonction 


a -b 


K de L? [a, b] — L? [a, b] telle que K (f (s) = (L) | D(s,t) f (t)dt . 


L'opérateur intégral K est linéaire et borné. $ 


A; 
Les équations intégrales usuelles sont de la forme g : x = h + À K (x) avec g, h, x € L? [a, b], 4€ R, K opérateur 
intégral défini en A}. 
Selon le choix des fonctions g et h on distingue plusieurs types d'équations intégrales : 


Opérateurs intégraux, équations intégrales et classification des équations intégrales 


Dans le cas particulier où le noyau de l'opérateur intégral est ® (s, ?) = st, on peut résoudre facilement les équations 
intégrales de première et de seconde espèce. 


Cette équation n’est évidemment possible que si A est linéaire (4 (s) = cs). I existe alors une infinité de fonctions 
t — x (1) telles que : 


rb 
| tx(t)dt =- 


Ja 


E 
À 
vb 


(On prend une fonction arbitraire t — x, (f), on calcule txo (t) dt et l’on cherche x (£) = u x, (f) qui convienne. La 


a 


discussion est immédiate). 


Dans ce cas, les solutions x doivent être linéaires x (s) = € $. 


b? -a? 
3 


b 
Alors cs = Às | ct?dt = Asc 


a 


On pose À, = —_3 =" Si Aest # À, la seule solution est x = 0. 
ba" 


Si À = À, x (s)= cs convient pour tout c (sous-espèce propre de solutions). 


L'écriture de l'équation montre que si x existe, x (s) = A (s)+ cs. 
alors il vient successivement : b 
h ($) + cs = h(s) + Às | (th (0) + ct?) dt, 
a 
b? a? 
ami 


rb 
cs = Às | th (t) dt + sc + 
Ja 


b? a3 


rh 
3 }-al th (t) dt. 


a 
Pour À # À, c est déterminé de façon unique. D'où x. 
cb b 
Si à= etsi th(t)dt = 0, cest arbitraire. Si À = À, et si | th(t)dt #0, il n'y a pas de solution. 
B Ja Ja 


Équations intégrales de noyau ® (s, t) = st 


Opérateurs différentiels et intégraux 

D'autres applications de l’analyse fonctionnelle 
reposent sur le fait que la différentiation et 
l'intégration d’une fonction f peuvent être interprétées 
comme des opérateurs linéaires appliqués à celle-ci. 
On définit ainsi l'opérateur différentiel 
D : C, [a, b] > C[a, b] par D (f) = f’. La linéarité de 
D découle de la linéarité de la dérivation. On notera 
que l'opérateur D n’est pas borné (prendre par 
exemple f (x) = sin nx sur [oz] ,nEN*). 


De même, on définit des opérateurs intégraux K qui 
transforment une fonction f en une fonction K (f) par 
intégration. Soit ® : [a, b]? > R une fonction 
continue : on peut alors définir un opérateur intégral 
K : C, [a, b] — Co [a, b] par 
b 
KNs) = | ® (s, t) - f (À) dt. Cet opérateur manifeste- 
Ja 
ment linéaire est borné. En effet, 
KOI<1b-al: sup [P6 y] sup VOl 
(SE [ab]? 1Ela, b] 
soit |KOlbs|b-al sup 186911. 
(AE [a,b]? 
On en déduit donc que |[K||, existe et que 
IK,sib-al: sup _ |®(s, 9]. 
(SE [a,b]? 


Si L est un opérateur linéaire de l’espace fonctionnel 
E dans lui-même, le scalaire u est dit valeur propre de 
L si le sous-espace fonctionnel F, = {f E€ EIL (H = uf} 
n’est pas réduit à {0}. Dans ce cas F, est appelé sous- 
espace propre correspondant à u, et les éléments de 
F,\ {0} « vecteurs propres » associés à p. Par ex. 
tout réel r est valeur propre de l'opérateur D, car si 
fO=e,D(=r. ‘b 

En revanche si K (f(s) = | stf (0) dt, 

a 


K admet i (b? - a*) pour seule valeur propre (tab. B). 


La fonction ® précédemment introduite pour définir 
une opérateur intégral K s'appelle noyau de K. En 
prenant des fonctions continues à variables réelles 
mais à valeurs complexes, on peut introduire des 


opérateurs intégraux remarquables si impose la 
condition supplémentaire ® (s, t) = ls) pour tous 
(s, D E [a, b}? : il s’agit des opérateurs intégraux 
hermitiens. L'ensemble C, ([a, b], €) des fonctions 
continues sur [a, b] à valeurs complexes est un C- 
espace vectoriel que l’on peut munir du produit 
scalaire hermitien 
b 
<f g= | KO g(t) dt, la norme hermitienne 


Ja 


pour une fonction continue étant V< f, f> (p. 365). 
On a les résultats suivants : 

L'ensemble P des valeurs propres d’un opérateur 
intégral hermitien K est toujours non vide, fini ou 
dénombrable, borné par ||K]l. Toute valeur propre p est 
réelle, et si u » 0, le sous-espace propre correspondant 
est de dimension finie. Si f, et f, sont des vecteurs 
propres associés respectivement aux valeurs propres p 
et Lo,  # t alors <fi, h> = <f» fi> = 0. Les sous- 
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espaces propres sont donc orthogonaux deux à deux. 
Enfin, si P est dénombrable, son seul point 
d’accumulation est 0, donc les éléments de P 
constituent une suite (4,) tendant vers 0. 
Equations intégrales 
L'équation intégrale la plus simple est K (x) — h = 0 où 
h est une fonction donnée, et x une fonction inconnue. 
Si l’on introduit les espaces vectoriels Im K, espace 
image de K, et Ker K, noyau vectoriel de K 
(FE Ker K « K (f) = 0), les solutions de cette équation, 
sous réserve évidemment que À € Im K, constituent un 
sous-espace affine (p. 204) d’écriture x, + Ker K où xo 
est une solution particulière de l’équation. 
On envisage plus généralement des équations de la 
forme g : x — h - ÀK (x) = 0 où g et h sont des 
fonctions données, À étant un scalaire fixé non nul. Le 
cas (g = 0, À = — 1) vient d’être abordé, Le tableau A, 
donne la terminologie employée. 
Équations intégrales de seconde espèce 
x=h+2K (x (2) 
Pour A = 0, il s’agit de l’équation de définition d’un 
vecteur propre relatif à une valeur propre 
non nulle. Si + n’est pas valeur propre, x = 0 ; 
si 7 est la valeur propre p, x est un élément quelconque 
du sous-espace propre F, correspondant. Pour A # 0, 
on peut énoncer l'important théorème (FREDHOLM) : 


I. Si 4 n’est pas valeur propre, l’équation admet une 
solution et une seule. 

II. Si 1 est valeur propre, P équation n’admet 
de solution que si A est orthogonale au sous-espace 


propre F, (H = 1 ). Dans ce cas, l’ensemble des 


solutions de (2) est un sous-espace affine, xo + F,» Xo 

désignant une solution particulière. 

Ex, traité : tab. B, Ø (s, f) = st. 

Rem. 1 : Vu l'importance des opérateurs hermitiens, 
on peut élargir leur champ d'action à d’autres 
fonctions que les fonctions continues. On 

"b rb 

par (L) 
Ja a 
BESGUE, p. 360 sqq.) et l’on prend ® dans une classe 
de l’espace quotient Z? ([a, bI’), les autres fonctions 
étant prises dans des classes de £? ([a, b]) (p. 366). 
Les résultats sont analogues (produit scalaire 
p. 366) (tab. A;). 

Rem. 2 : On peut proposer un procédé d’itération 
pour la recherche d’une solution particulière de (2) 
lorsque ||AK]| < 1. On écrit successivement 
x = h + ÀK (x) = h + ÀK (h + ÀK (x)) = h + AK (h) + 
2? K? (x) etc., soit à Pordre n, 
x= h+ AK (h) +. + A K" (h) + AU K"*' (x). 
Comme |[4" K" llo < MAKII" Illo (norme 
d’algèbre), et |JAK] < 1, A'K” G) 20 - 


= 00 


remplace le signe (intégrale de LE- 


Donc x$ A"K” (h) (voir bas de page 373). 
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Un ressort auquel est suspendue une masse m oscille 
autour de sa position d'équilibre. Le ressort exerce 
une force de rappel F (f) =- D : s (t) (loi de Hooke) 
On cherche la loi du mouvement £ — s (1) telle que 

s (0) = 0 et v (0) = š (0) = v. 


Comme F (t) = m * $ (t) (loi fondamentale de la 


position 
d'équi- D dynamique), on obtient l’équation m $ (9 + Ds (f) = 0 


libre s(0)=0 A (sans frottement). 
S0) =vo Si Pon tient compte de frottements visqueux de la 


forme r $ (1), il faut résoudre l’équation 


(solution p. 380, illustration A). 


y =f (x, y) avec f: G — R définie par 
œ y= f(x, y)=4x- 47 +2 


xX 


L'ensemble des solutions (x, y, z) de l'équation z = 1Y+2, avec la condition (x, y) € G = 


J0,4[ x 10, 8[, est une portion de plan L (intérieur d’un parallélogramme, figure B,). Si on impose à (x, y) une 
condition de la forme y = F (x), on obtient une courbe située dans L. 


Ex. T, ixe 10, 4l y= F (=x = pe JO, 8[ = 2 = 2. 


Pixel 4Ly2F, (214 x + ye]0 8 

ro) a SET 

#72 2 Vr+2. 
r T:xe]0,4[,y=F,(x)=x+4 = ve ]0,8[ + 221. 

D Les fonctions F, sont dérivables, mais ce n'est que dans le cas T, 


que l'on a z = F', (x) = tx- } F, (x) + 2 pour tout x € ]0, 4[. 


Des trois fonctions F}, F}, Fy, seule F} est solution de l'équation diffé- 
rentielle, F est solution pour x € ]0, 4[, si F (x) e 10, 8[ et si 
a, Fa), F a) EL. 

Autre interprétation : champ des éléments de contact. 

En chaque point (x, y) du rectangle G = ]0, 4| x ]0,8[ du plan © x y, on 
figure l'élément de contact (x, y, f (x, y)} sous la forme d'un petit segment 
centré en (x, y), de coefficient angulaire f(x, y). 

Une solution de l'équation différentielle est représentée par une courbe 
dont les éléments de contact sont tous dans le champ précédent, F, est une 
des solutions possibles. La solution générale est donnée p. 376, ill. A. 
Remarque : Les lignes tiretées rouges sont des isoclines (courbes le long 
desquelles les éléments de contact ont une direction donnée). 


eee 


© © 


Interprétation de la résolution d’une équation différentielle 
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Les éq. dif. jouent un rôle important en mathé- 

matiques pures et en mathématiques appliquées.Elles 

servent aux scientifiques et aux techniciens pour 

décrire certains problèmes dans un langage mathé- 

matique puis pour les résoudre. Cela est vrai en parti- 

culier dans le domaine de la physique (fig. A). 

Voici quelques exemples d’éq. dif. : 

x+2Y xX- y+4 
ou 


RETZ 
y"+2xy -y= cos 2x. 


Concept d’équation différentielle 

Dans tous les exemples ci-dessus, les éq. dif. 

proposées sont sous la forme y® = f (x, y, y’, … per D) 

où fest une fonction définie sur un domaine de R"*! 

à valeurs dans R. 

Si l’on considérait cette éq. comme une équation à 

n + 2 inconnues, les solutions constitueraient un sous- 

ensemble de IR"*?, 

Dans le cadre de la théorie des éq. dif., on s'intéresse 

à une partie T de ce sous-ensemble, dont les éléments 

satisfont à 

[I] Les couples (x, y) définissent une fonction F n fois 
dérivable définie sur un intervalle 1, F : 1 > R, 
telle que 
CE (x), F’ @), 2, PO (0) = (x y, y, 2, y) pour 
tous (x, y, Y', n MM) ET. 

Si un tel sous-ensemble T existe, alors on dit que la 

fonction F est solution de l’éq. dif. 

Ex. : tableau B. 

On notera que la notation y® est une notation 

simplifiée pour F® (x). Elle permet de traiter les 

équations sans avoir à traîner de trop lourdes 

expressions. 

: Dans la condition [I}, il n’est rien dit sur la 

aille de l'intervalle Z. On va naturellement 
s'efforcer de trouver des solutions définies sur des 
intervalles aussi grands que possible (intervalles de 
type quelconque). 

A côté des éq. dif. faisant intervenir des fonctions 

d’une seule variable, il faut signaler celles qui font 

intervenir des fonctions de plusieurs variables, et donc 

des dérivées partielles. La théorie des équations aux 

dérivées partielles, beaucoup plus difficile, ne sera 

pas abordée ici (voir p. 272/2). 

Enfin, l'écriture y” = f (x, y, y’, y P), est dite sous 


forme explicite et n est l’ordre de l'équation 
différentielle. Des éq. dif. implicites sont étudiées p. 379. 


Problèmes aux conditions initiales 

On cherche en général moins à connaître toutes les 

solutions d’une éq. dif, qu’à connaître une solution 

particulière satisfaisant à certaines conditions 

«initiales » (cf. fig. A). En général, la condition posée 

est de la forme : 

[H] On cherche une solution F à y” = f (x, y, y’, 
… XC- 0), telle que (xo, Fi (xo), Fi (Xo); -> 
F-D (ko) = (Xo Yo Yos +2 YTP). 

On appelle en général le (n+1)-uplet (Xo, Yo, Yo ++ 
yt") (n+1)-uplet des valeurs initiales. Ce problème 
de trouver une fonction F; solution de l'équation 
satisfaisant à [II] s'appelle problème aux conditions 
initiales. Une éventuelle solution est alors solution du 
problème aux conditions initiales. 


Position du problème 


Une étude systématique des éq. dif. à une variable 
doit permettre de répondre aux questions suivantes : 
a) Sous quelles conditions une éq. dif. admet-elle une 
solution ? Sous quelles conditions un problème aux 
conditions initiales données admet-il une solution, et 
celle-ci est-elle unique ? 

b) Quels sont les procédés pratiques permettant de 
résoudre ces équations ? 

Pour la question a), on peut déjà dire que la continuité 
de la fonction f est une condition suffisante de résolution 
des problèmes aux valeurs initiales. Mais on ne peut 
rien dire sur la taille de l'intervalle de résolution. Des 
résultats complémentaires seront donnés p. 389. 

Dans ce qui suit, on mettra surtout accent sur l'étude de 
la question b). On constatera tout d’abord que la résolution 
d’éq. dif. est en général difficile dans la pratique, même si 
des théorèmes assurent l'existence et Punicité éventuelle 
de la solution. En effet, ces théorèmes sont très généraux, 
et ne fournissent pas de procédés de construction. Si l’on 
ne trouve pas la solution par le calcul algébrique, on 
cherche à l’approcher par des méthodes numériques. Des 
algorithmes classiques sont donnés p. 391. 

On traitera surtout les équations différentielles 
linéaires, pour lesquelles la théorie est la plus simple, 
et l’on abordera le minimum indispensable pour les 
autres types principaux. 


Applications des équations intégrales de la page 371 


Les équations intégrales de première espèce se présentent dan 
dans la théorie de l’élasticité. Celles de seconde espèce appara 


s problèmes de physique les plus divers, par ex. 
ent souvent dans la transformation d'équations 


différentielles, en vue d’un procédé de résolution, par ex. dans la théorie des vibrations entretenues d’une corde. 


Les valeurs propres sont liée: 


aux fréquences propres, tandis que les fonctions propres de l'équation homogène 


correspondent à la vibration sinusoïdale fondamentale et aux harmoniques de fréquence supérieure. 
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T 
= Champ des élém. de contact 
--© isoclines (f (x, y) = c) 


A — graphe d'une solution 
Solution d'un problème aux valeurs initiales 


x—F, p: = l je x) + 2, xo fixé. 
On définit x —> fj (x) par 


alors f; e une fonction C! solution 


de y' = y 9(y- 2)? aux conditions 


initiales (xo, 2). 
‘quation différentielle à variables séparées 


Par intégration, 
F(x)= [}xdx soit : 


Fxoyo(9) = 4x? p Yo — 4x0 
Fo, „x)= 4x? š 
Faal) = 4x7 +3 


F(x, y) = g (x) - h (y) avec 
g()=xet h(y)=y-2. 


(1) On a h (2) = 0 donc le 
problème aux valeurs 
initiales (x, 2) admet 
la solution 


(2) Si (Xo Yo) est un couple donné tel que y, # 2, il faut 
distinguer les cas y, < 2 et y, > 2. Dans le premier cas 1, = 
]- %, 2[,1,= R et dans le second cas 4, = ]2, + cf, 7, = R 


F4 (x) x 
F $ ; d f 
Si Pon intègre l'équation | Les | t dt , on obtient : 
“y0 <% 


à encore m dx + f (x, y) dy = 0 avec fi (x, y) =-= x- 2y 


Facteur intégrant 


et f(x, fe us 0. 
s% 


Conme S SA la forme différentielle n’est pas exacte. 
"M 


Mais L est facteur intégrant. À Paide du procédé décrit 
Fe 
p. 352 (C), on obtient la primitive ® (x, y) = Ae 


La solution est donc ® (x, F (x)) = C, 

soit F (x) = Cx? -x (x > 0, resp x < 0). 

Pour C = 0 on a la droite y = — x diminuée de l'origine. Sinon 
il s’agit de paraboles tangentes en O à la droite précédente, 
diminuées également de l’origine. 


Pour C # 0 paraboles de sommets sur l’isocline (0) 
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Éq. dif. du premier ordre à une variable 

Une éq. dif. explicite, du premier ordre, à une seule 

variable, s'écrit y' = f (x, y) où f est une fonction 

définie sur un sous-ensemble G de IR?, à valeurs dans 

R. 

D’après la condition [I] de la p. 373, les fonctions 

définies sur un intervalle F : 1, — R, continûment 

dérivables, sont solutions (x = y =F (x)) si pour tout 

xEl, (x, F) EG et F' (x) = f (x, F (x). 

Une solution F, s'appelle solution du pb. aux 

conditions initiales (Xo, Yo) (couple d'éléments dans G) 

si F; (xo) = Yo d’après la condition [I], p. 373. 

Rem. : Pour représenter les équations du premier 
ordre, on utilise souvent les champs d’éléments de 
contact correspondants (cf. p. 372, ill. B) : en tout 
point M de G on peut trouver un segment de la 
tangente à la courbe dite intégrale y = F (x) qui 
passe par M. Son coefficient angulaire est f (x, y). 

Le graphe de la solution d’un problème aux valeurs 

initiales (Xo, Yo) doit respecter le champ et passer par 

le point initial (xo, Yo) (ill. A). 

Parmi les éq. du premier ordre, certaines se résolvent 

facilement (en général par des méthodes 

d'intégration) mais d’autres sont beaucoup plus 
malcommodes, et il faut les résoudre par 
approximations numériques. 

Équations du premier ordre particulières 

a) y’ = g (x) (g : 1, —> R continue, Z, intervalle ouvert) 

Dans ce cas très simple, la solution générale est une 

primitive de la fonction g et peut se noter F = [g(x) dx 

(cf. p. 333 sqq.). Tout problème aux conditions 

initiales (Xo Yo) possède sur Z, une solution unique 


Fa = ju + ig de. 


Ex. : ill. B. 
b) y’ =g (x) < h Y) (g : L —> R continue, A : 1, — R 
continue, Z, et Z, intervalles ouverts) 

On dit que c’est une éq. à variables séparées. La 
fonction f (x, y) = g (x) * A (y) est continue sur Z, x 1. 
Pour A (y) = 1, on retrouve le cas précédent, 

(1) Si l’on se donne un pb. aux conditions initiales 
Go Yo), et si A (Yo) = 0, alors la fonction constante 
F; (x) = y, est solution. Mais en général, ce pb. aux 
conditions initiales n’est pas soluble de façon unique 
(ill. C,). 

(2) Soit maintenant un pb. aux conditions initiales 
(Xos Yo) avec A (yo) # 0. A cause de la continuité de A, il 
existe un intervalle ouvert Î, contenant y, où A (y) 
garde un signe constant. Si l’on suppose qu’il existe 
une s “re F, définie sur un intervalle F, tel que 
F (DC 

alors il g écrire 


OA 
TE) = g (x). En intégrant, on 


(0 


ï TO) D) Fu] g()dt. 


“a 


obtient : [u 


A x 


a 


ÿo “a 


D’après la règle 5, p. 337, il vient : g (dt. 


En intégrant cette expression, on obtient localement 
une solution unique définie implicitement. 
Ex. : ill. C. 


c) Équation différentielle exacte 

Une éq. dif. de la forme f, (x, y) + f (x, y) * y' = 0 où f 
et h (f (x, y) # 0) sont deux fonctions à valeurs 
réelles définies sur un ouvert G de IR? est dite exacte 
s’il existe une fonction Ø de G dans R dérivable telle 
que : 


LEP) = C5) a E weha) 


pour tous (x, y) E G. 


Rem. : ® est donc une primitive de la fonction 
f: G — R? telle que f (x, y) = (fi x, Y), h œ, yX). Si 
l’ouvert G est simplement connexe et si f est 
continûment différentiable, ce que l’on suppose 
dans toute la suite, alors l'existence d'une primitive 
de f est assurée si l’on a (condition suffisante) 
(cf. p. nu 
of, 


Ty „Š (x,y) pour tous (x, y) E G. 


Si F est solution d’une éq. dif. exacte, alors : 
az (x, F (©) + Ba (x, F œ) F'(x) =0 , soit 
p h F (x) =Cavec CER. 


Inversement, toute fonction implicite y définie par 
P (x, y) =C (C E R)) (cf. p. 325) est solution de 
l'éq. dif. exacte. En pratique, on cherchera donc à 
déterminer la fonction ® (cf. p. 352, tabl. C) puis on 
résoudra l'équation implicite D (x, F (x)) = C. 

Si une éq. dif. de la forme f, (x, y) + h (x, y) : y' = 0 
n’est pas exacte, on peut chercher une fonction g (x, y) 
ne s’annulant pas telle que équation 
gp) GS 7) +g 0 y) h y) y'= 0 soit, elle, 
exacte, g (x, y) est appelé facteur intégrant (ou encore 
multiplicateur eulerien). Il n'existe pas de méthode 
générale pour trouver la fonction g. 

Ex, : ill. D. 

La résolution d’un pb. aux valeurs initiales (Xo, Yo) 
pour une éq. dif, exacte s'obtient par résolution de 
l'éq. implicite particulière D (x, F (x)) = P (Xo, Yo). 


Rem. : On trouve souvent dans les traités 
mathématiques les éq. dif. exactes sous la forme 
Ji (x, y): dx + fy (x, y) © dy = 0, ce qui permet 
d'introduire immédiatement la différentielle dd. Il 
suffit alors d’intégrer formellement l’équation pour 
trouver ® (x, y) = C. 


376 Équations différentielles / Équations différentielles du premier ordre I 


y 
a =i YEI AYEZ (of page 372, ill. B) 


C’est une équations linéaire du premier ordre non homogène 
à coefficients constants avec /, = R, G = R?. 

Si l’on choisit comme borne d'intégration x, = — 4, on obtient 
d’après (2) la solution générale 


dx f 
En C9 = e* «| 


-4 


EE e A 

(te+2)e dt|, c'est-à-dire 
Ti 

Fp =xt4ræ e (aeR). 


Pour résoudre le problème aux conditions initiales (Xo, yọ) € 
R? on détermine le coefficient œ pour que 


IC 
M=x%+t4+ae t” 


Exemples : (0,6) | (0,4) | (0,2) | (0,0) | (0, —2) 


(Xo» Yo) 


at * solution donnée page 372, ill. B 


Équations différentielles du premier ordre à coefficients constants 


| F'(x)= f(x, F(x)) À F(xo) = Yo Exemple: F'(x)=}4x—4F(x)+2 À F(0)=0 
Sr RE SNA PRORENRUE, 


FX) = yo + j f(t F(D)dt F(x)=0 + fe -4 F(t) + 2)dt 
à : 


xo 


moma 


del 2x- 4x2- 35x? 


|= 2x — 4x2 + dx + yX 


etc. 


La suite des fonctions (F,) tend 
vers F lorsque v tend vers l'infini 
(cf. procédé itératif de PICARD, 
page 388, tableau B) 


D’après l'illustration A, la solution du problème aux 
conditions initiales (0, 0) est : 

j A ts cut à 1_4 
FO) = x -4 0743" =2x- 2x7 + xX- r 
PNAN EIEREN TENT ET 


B; (développement en série entière, cf. page 308, ill.A) 


F'(x)= f(x, FX) À Fixo) =o F'(x)=4x -4E 2 a POE 
re o 


of F"(x)=4$—4F'(x) 
ox 


Fe LL (F0) E FO): F0 À 


+- 


: dérivations et substitutions 
Al n o E 
Polynômes à 


[/ 
F"(x)= —4F"(x) 
* suivant la même méthode 
` L > r 
pB, Tao: Re X gr kodex Fs pa EEE 


H l e F(x) S 
OA ooro 
Aoo 


Procédés d’approximation 
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d) Changement de variable 

Souvent, un changement de variable permet de 
transformer une éq. dif. en une plus simple, pour 
laquelle il existe des méthodes de résolution. 

Une éq. dif. de la forme y' = f (ax + by + c) avec a, b, 
c E R, b # 0, se ramène, en posant z = ax + by + c 
(donc z' = a + by") à l'équation z’ = a + b : f (2). Cette 
nouvelle éq. dif. peut être résolue suivant la 
méthode b), p. 375. Après résolution, on revient à y 
par by =z-ax-c. 

Ex. : éq. dif. de Pill. B}, p. 372. On pose 

ğum lx ue + 2 , et on se ramène à Péquation z'= l - 1 Fy 
De même, pour traiter des éq. de la forme y'= f z) i 


APNE | 
on pose z= y , et on se ramène à z'= x (/ @)-2). 


Cette éq. dif. se résout encore par la méthode b), 
p. 375. Enfin, on repasse à y par y = xz. : 
Ex. : éq. dif. de Pill. D, p. 374. En posant z=%, il 


vient z'= L z+1). 


e) Éq. dif. linéaire du premier ordre 
Une éq. dif. de la forme y' + ay (x) * y = $ (x), où a, et 
s sont deux fonctions continues définies sur un 
intervalle 7, à valeurs réelles, est dite éq. dif. linéaire 
du premier ordre. Si s = 0 sur tout Z, l'équation est 
dite homogène, sinon elle est dite non homogène. 
La solution générale à ce type d'équations est donnée 
par la proposition : 

r 


(1) La fonction définie sur 1 par F,(x) = exp i- | 


a(t) “ 


(xo € I) est solution de l'éq. dif. homogène 
y' + a (x): y = 0. Les solutions de cette éq. sont toutes 
de la forme F, = a F, (& E R). 

(2) il existe une solution particulière F, de l'éq. non 
homogène définie sur 1, par 


tya - | sou | 


dio 


s (0) exp | nt de (xa E1). 


(j “M 
Les solutions des éq. non homogènes sont alors toutes 
de la forme F = F, + F, où F, est solution de l'éq. 
homogène. 
Pour prouver la partie (1) de la prop., on pose 
g (x) = — a (x) et A (y) = y, et on applique pour 
(Xo 1) E G la méthode b), p. 375. On obtient alors 
directement la solution F}, et on montre facilement 
que pour tout & E R, & + F, est également solution. Si 
F, est une solution aA 
particulière, on trouve que (2) = 0 , donc, 

f 


en appliquant la prop. 8, p. 297, il vient F, = @ F. 

Pour prouver l'existence de la solution particulière F, 
donnée dans la partie (2) de la prop., on utilise le 
procédé de « variation de la constante ». On pose 
F, (x) = v (x): F; @), où F, est solution de l'équation 
homogène. On cherche à déterminer la fonction v. On 
obtient, en remplaçant F, dans l’équation, la condition 


nécessaire (x)= 


On résout facilement cette nouvelle équation (cf. a), 
p. 375) 


p 


D 


\ 


par v(x)= dt (xa E 14). On montre alors 


réciproquement que v + F, est solution de Péquation 
non homogène, et s'écrit selon l’expression donnée 
au (2). 

On montre ensuite que F, + F, est toujours solution de 
Péq. non homogène, par le calcul. Réciproquement, 
pour toute solution F,, de l’éq. non homogène, 
Fn = F, est solution de l'éq. homogène, ce qui permet 
de conclure. 

Tout pb. aux conditions initiales est soluble de façon 
unique. Dans le cas homogène, F, (x) = yo Fi (x) ; 
dans le cas non homogène, F4 (x) = F, (x) + yo Fi (x). 


f) Éq. dif. linéaire du premier ordre à coefficients 
constants 

Cette éq. a la forme : y' + a * y = s$ (x) (a E R, 
saj R): 

Dans le cas d’une éq. homogène, on peut bien sûr 
prendre 7, = IR ; dans le cas non homogène, 
l’ensemble de définition de la solution s'identifie à 
celui de s. 

On déduit directement de la prop. précédente que : 

(1) La solution générale de l'éq. homogène 

y" +a y = 0 est F, ($) = a'e "(a E R). Le 
problème aux conditions initiales (Xy, yo) € R? admet 
une solution unique Fy) = yg e7 "0050 


(2) La solution générale de l'éq. non homogène 
y 

y' + ao y =s (x) est F(x) = c7 oa | s(t) code 

(a ER, x E1). 


o 


Le problème aux conditions initiales (Xy, Yo) E 1 x IR 
admet une solution unique 


X 


Ra) = e7 ag (x= xo) »t+i sÀ: colo de |, 


Xo 


Ex. ‘ill, A. 


g) Procédés d’approximation 
Pour déterminer approximativement la solution d’un 
pb. aux conditions initiales pour une éq. dif. du 
premier ordre y' = f (x, y), on peut par ex. utiliser le 
procédé décrit fig. B,. On utilise pour cela le fait que 
la solution F est aussi solution de 

X 


ECx y+ | Sl FEN) de (cf. p. 388, ill. B). 


Xo 
Si f est indéfiniment dérivable, on peut également 
déterminer par dérivations successives en (Xo, Yo) les 
valeurs de F (x), F' (x), E” (xo), etc., et approcher la 
fonction F par son développement de TAYLOR (p. 299) 


re) à FO (x): Gex" (LB), 


sous réserve que le reste de Taylor soit négligeable 
devant les autres termes. 


378 Équations différentielles / Équations différentielles du premier ordre IHI 


x d y 
X X X 
A; À A3 


Point nodal de première espèce Point nodal de deuxième espèce 


Point nodal de troisième espèce 


(cf. page 374, figure D) 


y 
X 
As 


Point asymptote 


Centre 


Types de points singuliers isolés 


Solutions singulières 
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Équations différentielles implicites du 
premier ordre 

Soit g une fonction définie sur un ensemble £ C IR’, 
à valeurs réelles. L’éq. dif. g (x, y, y’) = 0 est appelée 
éq. du premier ordre sous forme implicite. Le triplet 
(x, y, y’) E E, c.-à-d. l'élément de contact (p. 372, 
ill. B), n’est pas forcément déterminé par la 
connaissance du couple (x, y). 

Exemples : y' — f (x, y) = 0, fi (x, Y) + h (x, y) + y =0, 


-2 
= P X 
y-xy'=0, y 370: 


On essaie toutefois de se ramener à une ou plusieurs 
formes explicites de l’éq. dif. en résolvant l’équation 
en y’, ce qui pose souvent des problèmes de domaines 
de validité, donc de résolution sur des domaines 
séparés, comme par exemple pour y —xy" = 0. 

Si la résolution de l’équation est possible en y’, 
y' = g (x, y), localement au voisinage d’un élément de 
contact (Xo Yo Yo), Yo = £& (Xo Yo), Celui-ci est dit 
régulier. Dans le cas contraire, on parle d’élément de 
contact singulier. 

En se plaçant dans les conditions usuelles, g et ses 
dérivées partielles premières sont continues au 
voisinage de (Xo, Yo Yo). Sous ces hypothèses, la 
condition suivante suffit pour assurer la régularité de 
Go Yo Yo): 


' dg ' 
(1) 8 (Xo Yo Yo) = 0 et Jr Go YoYo) *0. 


Cela suffit également pour avoir un pb. aux conditions 
initiales (Xo, Yo) soluble de façon unique. 

Les éléments de contact (Xo, Yo, Yo) ne peuvent alors 
être singuliers que si 


ög 
(2) 8 (o Yo Yo) = 0 et FE Co Yo 6) = 0. 


Bien que ce ne soit qu'une condition nécessaire, elle 
est bien utile pour déterminer pratiquement des 
éléments de contact singuliers. En éliminant y' entre 
les deux équations de (2), on peut en particulier 
déterminer le lieu de ces points. Cet ensemble est 
appelé courbe discriminante de l’éq. dif.. 

Ex. : La courbe discriminante de l'équation y — xy' = 0 
est donnée d’après (2) par la résolution du système 
y =xy' = O et x = 0.11 s’agit donc du point (0, 0). 
Effectivement y=} ne peut localement représenter 
y = xy' = 0 dans un voisinage de (0, 0) puisque la 
valeur 0 est interdite à x. Les éléments de contact 
(0, 0, y'o) sont singuliers. 

La courbe discriminante de l'équation 
2 y? y? +y?- 1 = 0 est de même donnée par le 
système 2 y? y? + y? - 1 = 0 et 4 y? y' = 0. Il s’agit 


donc des points (x, y) tels que y = + 1 (cf. ill. B,). 

Une solution F de l’éq. dif. est dite singulière si 
l'élément de contact (x, F(x), F'(x)) est singulier pour 
tout x E Z. C’est le cas des deux fonctions y = + 1 de 
r ill, B}. 


Solutions singulières isolées 

Si la courbe discriminante est constituée d’un point 
unique, alors les graphes des solutions autour du point 
singulier ont un comportement particulier. Dans les 
exemples des illustrations A et B, l’origine a toujours 
été choisie comme point singulier. 

a) Point nodal 

Les graphes d’un nombre infini de solutions 
différentes aboutissent au point singulier commun, 
comme dans les ill. A, à A3. 

Les dessins montrent clairement que les points 
nodaux sont de plusieurs sortes, suivant le nombre des 
tangentes aux courbes intégrales aboutissant au point 
nodal. On distingue ainsi les points nodaux de 
première espèce (infinité de tangentes au point nodal), 
de seconde espèce (nombre fini de tangentes supérieur 
ou égal à 2), de troisième espèce (une seule tangente 
commune à toutes les courbes). 

b) Col 

Les graphes d’un nombre fini seulement de solutions 
aboutissent au point singulier commun, alors que les 
autres graphes n’y passent pas (ill. A,). (point-selle.) 
c) Centre 

Les graphes des solutions sont des courbes fermées 
enfermant toutes le point singulier (ill. As). 

d) Point asymptote 

Les graphes des solutions sont des courbes qui 
tendent vers le point singulier en l’entourant un 
nombre infini de fois (ill. A,). 


Solutions singulières 

Si la courbe discriminante n’est pas un point unique, 

mais par ex. une courbe continue et différentiable, on 

peut se demander si ce n’est pas la courbe 
représentative d’une solution singulière, C’est 
toujours vrai si la courbe discriminante enveloppe 
l’ensemble des graphes des solutions non singulières 

(cf. ill. B,). 

La courbe discriminante n’est pas toujours 

représentative d’une solution, comme dans Pill. B,. 

Elle a cependant toujours un rapport étroit avec les 

graphes des solutions. 

Rem. : Dans l’exemple B,, par un point (xo, Yo) 
d’ordonnée y, € ]- 1, 1[, il passe localement deux 
arcs de courbes intégrales. Par un point d’ordonnée 
Yo = + 1 il passe localement quatre ares C! 
solutions : morceau de droite, morceau d’ellipse et 
deux morceaux mixtes (morceau de droite raccordé 
à un morceau d’ellipse). 
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(re R',me Rt, De R?) (cf. ill. A, page 372) 
+ + 


solution du problème aux conditions initiales (0, 0, v) 
et graphe qualitatif de la solution 


solution générale 


© PTO 
F(x) =a, e" +," 

-r£ r°- 4mD 

2m 

(z2 <z, <0) 


o RSAMARENMPENNS 


F(x) = (&, +a,x)e* 


Qi +02 =0 A QiZ, HAZ = Vo 


v 
À g= — 
Z1—22 Z2—21 


apériodique amorti 


0 = 


avec Zip = 


apériodique amorti, 
cas limite 


MO AQ Z+ =  2MVo 
<0 =0 À = Vo re 


r 
avec z= — —— 
2m 


a, =0 À æ; Rez, +a, Imz; = v0 
vo 
Imz, 


© NOOTE 


F(x) = eè (a, cosImz, x + 
æ, sin Imz, x) 


<0 =0 A0 = 


avec Z172 = 


On peut opérer de façon analogue pour un produit d'expressions des types (D et ©. 


Solutions particulières pour des fonctions perturbatrices s (x) remarquables. 
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Équations différentielles du second ordre 

Les éq. dif. du second ordre, en représentation 
explicite, s’écrivent y" = f (x, y, y’), où f est une 
fonction définie sur G C IR? à valeurs réelles. 

Une fonction F : 1, — IR définie par x + y = F (x) est 
solution de l’éq. dif. si elle est deux fois dérivable et si 
pour tout x E 1, (x, F(x), F'(x)) E G et F"(x) = 
TON O) 

Une solution F, est dite solution du problème aux 
valeurs initiales (Xo, Yo Yo) € G, si d’après [II], p. 373, 
(os Fa Go), Fi 0) = (o Yo Yo). 

Traiter une éq. dif. du second ordre est en général plus 
difficile que traiter une éq. du premier ordre. Il existe 
beaucoup de méthodes pour des types particuliers 
d’éq. On cherche en général à ramener une éq. du 
second ordre à un système d’éq. du premier ordre par 
changement de variables. Une importance particulière 
est à donner aux éq. linéaires du second ordre. 


Résolution générale des éq. dif. linéaires du 
second ordre 

Une éq. dif. linéaire du second ordre s’écrit sous la 
forme y” + a, (x) © y’ + ap (x) © y = $ (x), où ap, aÿ ets 
sont des fonctions continues sur Z, à valeurs réelles. Si 
s = 0 sur tout Z, Péq. est dite homogène ; elle est dite 
non homogène dans le cas contraire. 

Pour la résolution générale, on a besoin du concept 
d'indépendance linéaire de deux fonctions f, : 4, — IR 
etf£il +R: 

Les deux fonctions f, et fy sont dites linéairement 
indépendantes si la relation fonctionnelle sur Z, 
te = 0 où (cr c) E R? exige c; = c, = 0. 

On définit (cf. p. 382, tab. A), le wronskien de deux 
fonctions par 

W (Fp F) (x) = F, (x) : F3 (x) - Fi (x) + F, (x). On 
montre que deux solutions de léq. dif. hom. définies 
sur /,, F, et F, sont linéairement indépendantes si 
pour tout x E Z, W (Fp F,) (x) # 0, et que Pon a : 


Proposition : 

(1) H existe deux solutions linéairement 

indépendantes F, et F, définies sur 1, pour l'éq. 

homogène y" + a, (x): y' + ay (x) y = 0. 

L'ensemble des solutions de l'éq. homogène est 

l'ensemble des F, (x) = à F, (x) + @, F, (x) avec 

(a, &) ER? 

(2) H existe une solution F, définie sur 1 pour l'éq. 

non homogène. 

L'ensemble des solutions de l'éq. non homogène est 

l'ensemble des Fy, (x) = F, Œ) + a F, + @ Fr, (x) 

avec (Qp @) E R? 

Rem. : La justification de cette prop. est semblable 
à celle développée p. 383 pour les équations 
d'ordre n. 

Tout pb. aux conditions initiales admet une solution 

unique, 


Méthode de résolution des éq. homogènes 
linéaires 

On cherche donc deux solutions linéairement 
indépendantes. Si l’on ne connaît pas au départ de 
solution non nulle, le problème devient très ardu ; 
c’est pour cela que l’on fait souvent appel, dans la 
pratique, lorsque les tables ou lintuition ne suffisent 
pas, à des solutions approchées (p. 391). Si, par 
contre, on connaît déjà une solution F}, qui de plus ne 
s’annule pas sur /,, la méthode suivante permet de 
calculer une autre solution F, indépendante de F; : 

On pose F, (x) = v (x) : F (x), et v est alors solution 
de l’éq. dif. 


Fi 0) ta): v': 
1 


iaa (2 
L'intégration est facile et on prend par ex. 


FE, @)= EF (x) L exp |- 
FO] 


Ji ri 


pt 


a, (u) w GEL). 


dx 
i 


Calcul d’une solution particulière d’une éq. 
non homogène 

Si F, et F, sont deux solutions linéairement 
indépendantes de l’éq. homogène correspondante, on 
peut trouver une solution particulière de l’éq. non 
homogène par la « méthode de variation des constantes » 
en posant F, (x) = v, (x) : F, (à) + v, x) © F, (x). I 
suffit alors de résoudre les deux éq. dif. 


Éq. dif. linéaires du second ordre à 
cocfficients constants 

On s'intéresse ici aux éq. du type 
y" +p y'+q' y =s (x) où p et q sont deux réels. 

On résout d’abord Péq. homogène 

y" +p: y' +q y= 0. Pour cela, on considère l'éq. 
caractéristique 2° + pz + q = 0 : sa résolution conduit 
à distinguer trois cas (cf. p. 383) : 

(a) p°-4 q> 0 : deux solutions réelles distinctes z; et z,, 
(b) p°-4 q = 0 : une solution réelle unique z, 

(c) p°-4 q <0 : deux sol. complexes z, et z, conj. 

Les solutions de l’éq. homogène sont alors : 

(a) F, (x) = acer + aer, 

(b) F,(x) = (a + a x) e5, 

(© F, (x) = etr (a cos (Imz,x) + osin (Imz,x)). 

Ex. : ill. A. 

Pour trouver une solution particulière de l'équation 
non homogène, on peut utiliser la méthode de variation 
des constantes, Il existe cependant des méthodes plus 
simples si s est une fonction trigonométrique, 
exponentielle ou une série entière (tab. B). 
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Soit F,, …, F, des solutions, définies sur Z,, d’une | eu i . 

équation différentielle linéaire homogène d'ordre n (FF, sont linéairement indépendantes sur R si, et 
F Co seulement si, c, F} +... + €, F, = 0 implique 

satisfaisant à D F,{x) +c, =0 pour tout x. Alors on a : Cnuse)= On 0). 


Get = HRe =0 
aRar e ER =0 


À FYD): Cite + FENG): Ön =0 G)SiF,, ….; F, sont linéairement indépendantes sur IR 


alors W (Fp, ..., F,) (x) # 0 pour tout x E 4. 


(2) Si W (Fp …., Fn) (to) # O pour un x, € F, alors Fy, …, 
F, sont linéairement indépendantes sur R. 


Ci 0 (4) W (F, .…., F,) est une fonction continument dérivable 
: : sur 1, telle que : 


+ PL WE) O) 2-0 à OW En ces E) 
cs 0 Alors : 
Matrice de WRONSKY WE) = WE, F,)(xo)- 
Le déterminant de la matrice de ce système est = ET 
appelé wronskien. er (oel;). 


On le note W (F, …, F) (x) (x € 1). 


Si {Fp …, F,} est un système fondamental, F, = F; V, +... + On en déduit, à l’aide de la règle de CRAMER 
F, v, est une solution particulière de l'équation non homogène (page 93) et de la propriété (4) du tableau A}, 
si les dérivées v',, .…, v’, satisfont à l'équation matricielle : que : 

1 


O= WE FAE 


, ? 
v(x) + Ĵan- stode 
xo 


‘€ 


v(x) 
colonne k 


W(F,..,8,) (x) » 0 pour tout x EL, 
(cf. (3) dans le tableau A;) 


Le problème se ramène donc à des équations 
différentielles du premier ordre. 


Indépendance linéaire, wronskien, solution particulière 


On introduit l’ensemble des fonctions 
associées aux racines : 


qe, e ex} s 


een, etto, ett- D} 


multiple d'ordre m, on re 


(0) l'élément côv¥ , dans l'ensemble précé- 
dent, par les éléments eåvY x eñv : 


{ex x: ex, et +x x: et PE et x x: et! alu 


et si À, E C \ R, son conjugué À, 
est aussi racine avec le même ordre de mul- 
tiplicité. On remplace partout e°v* par 
eREA Lt cos Im An et eô par 
eRCA SX -sin Im AS 
On obtient ainsi un système fondamental. 


Système fondamental 


Système fondamental 
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Éq. dif, linéaires homogènes d’ordre n 
Une éq. dif. linéaire d'ordre n s'écrit sous la forme 
YP + api QU +... + a X) ° y = 8 (x). Toutes les 
fonctions sont ici définies et continues sur un intervalle 
ouvert Z. L’éq. est dite homogène pour s = 0, non 
homogène dans le cas contraire. Tout problème aux 
conditions initiales admet alors une solution unique et 
toute solution est définie sur tout Z,. On étudie ici les 
équations homogènes. 
Leurs solutions sont des fonctions définies sur Z,, n fois 
continûment différentiables. On montre facilement que 
si F et F sont solutions, alors F + F et æ> F le sont 
aussi pour tout œ E R. Ainsi l’ensemble £, des 
solutions est-il un sous-espace vectoriel du IR-espace 
des fonctions n fois continûment différentiables sur Z,. 
Pour déterminer la dimension de £, on en cherche une 
base, appelée aussi dans ce contexte système 
fondamental. L'indépendance linéaire de n solutions 
peut être facilement caractérisée par le déterminant de 
WRONSKY (tab, A,). On montre qu’il existe 7 solutions 
indépendantes pour l’éq. dif., et que » + 1 solutions sont 
toujours linéairement dépendantes. La dimension de £, 
est donc l’ordre de l’équation, n. 
Prop. 1 : La dimension de l'espace vectoriel L, des 
solutions d'une équation différentielle linéaire 
homogène d'ordre n est n, c.-à-d. : 


LEE, 


n 
R= $ aF ng ER a {F.n Fp} base}, 
2 


n 
F,= >, a," F, s'appelle solution générale. 
vi 


Le problème de la résolution complète d’une éq. dif. 
linéaire homogène d'ordre n se ramène donc au 
problème de trouver une base de solutions. Cela mest 
possible de façon élémentaire que pour certaines 
équations bien particulières. 


Éq. dif. linéaire homogène d’ordre n à 
coefficients constants 

Dans ce cas, les fonctions a,, 0 v s n — 1, sont des 
constantes. On cherche donc une base de solutions 
pour l'équation y + dp., y" +... + agt y =O. 

Si l’on cherche des solutions de la forme F (x) = e#, 
on trouve la condition 

A" + apit AT! + a À + a = 0 (équation 
caractéristique). Le polynôme correspondant, 

P (X) = X" + a, X'-' +... + a, X + a, est appelé 
polynôme caractéristique. 

Toute racine de ce polynôme nous donne une solution 
de l'équation. Les solutions correspondant à des 
racines distinctes sont linéairement indépendantes. 


Ainsi, si P (X) admet n racines réelles distinctes, on 
obtient directement une base de l’espace vectoriel des 
solutions. En général, cependant, cette condition n’est 
pas remplie (cf. p. 96). Il faudra donc compléter les 
solutions obtenues à partir des racines réelles 
distinctes de P (X) (s’il en existe) par d’autres 
fonctions. Pour cela, on peut procéder comme dans 
rill, B. 


Éq. dif. linéaire non homogène d’ordre z 
Une éq. dif. linéaire non homogène d'ordre n s'écrit 
YO + api (X) Y" D + + an X) y = s (x) où les 
fonctions a,, 0 < v < n — 1, et s sont continues, définies 
sur un intervalle Z, et à valeurs réelles. 
Si l’on connaît une solution particulière F, de cette 
équation, alors l’ensemble des solutions £, est 
facilement caractérisé à l’aide des solutions de 
l'équation homogène associée 
y” + a, À) 0 +... + ao (x) © y = 0. En effet, 
pour toute solution F, de l’équation non homogène, 
FE, est solution de l’équation homogène (linéarité 
de l'équation). On en déduit que L,, C F, + À, ; la 
réciproque est ensuite facile à montrer. 
Prop. 2 : L'ensemble des solutions L,, de l'équation 

non homogène est 

Rpr = {FaF = Fp + Fp F, E Q}. 

n 


Ainsi, F= F, + D a F,où les F, sont des fonctions 
vé 


nh 
de base de £, et les æ, sont des réels, est la solution 
générale de l'équation non homogène. 

L'ensemble des solutions d’une équation non 
homogène est donc déterminé si l’on en connaît une 
solution particulière. La méthode de la variation des 
constantes permet de trouver une telle solution si Pon 
connaît une base de solutions de l’équation 


n 
homogène. On pose F (x)= $, a ()F, (0) eton 
val 


détermine les fonctions a, (x) comme dans le 
tableau A}. 

Cette méthode est très générale mais présuppose la 
connaissance d’une base de solutions de Péquation 
homogène. C’est là, en pratique, le principal obstacle. 
Dans le cadre de problèmes aux conditions initiales, 
en particulier, où l’on ne cherche pas l’ensemble des 
solutions, on emploie bien d’autres méthodes, comme 
par exemple des développements en séries entières, 
les transformations de LAPLACE, etc. ; elles ne peuvent 
être développées ici. Dans la pratique, les méthodes 
d’approximation numérique sont également très utiles 
(p. 391). 
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position 
d'équi- 
libre 


D; 


M 
s,(0)=0 


5 

SÈ 

(SO Er 
n= D #0>0 


position 
d'équi- 
libre 


Si l’on écarte le système de sa position d'équilibre (1) avec 
des vitesses initiales verticales données, on a un 
mouvement vertical et les fonctions £ 1> s, (t) et t 1> s, (f) 
doivent satisfaire les équations différentielles suivantes (en 
négligeant les frottements) : 


| mz m, 
A; ERG) 0 1 0 O /zt) 
D, +D, D 
HO erha EDS Oa (5 
Par le changement de variables :, = s4, = mi mi 
Z3= S2, Z4 =$, On obtient : ża(t) 0 0 0 tiz 
; D; 0 D; 0 
A Transformation en système différentiel du premier ordre żal) m, Um zalh) 


Exemple de système d'équations différentielles d'ordre 2. Transformation en système d'équations différentielles 


du premier ordre. 


a(x)... a(x) 
A(x)= | : : | 
A) aml) 


Règles de Ft 


calcul: (1) (A(x) + B(x)) = A'(x) + B'(x) 


(3) (A(x): BG) = A‘): B(x) + A(x): B'(x) čo 


aiki ly >R défini par 
XX) 


dérivable 


2 f | Uw+ B(D)dt = î A(Ddt + | Biat 


Xo xo 


(4) SiA WA WHA AAS (A A EnA A AO ENS {O 


B (A' : = 1, I matrice unité) 


Dérivation et intégration d’une fonction matricielle 


Si l'on munit l'espace vectoriel M, „ (IR) des matrices réelles z X n) (p. 89) de la norme d’algèbre I| A|| :=7 x max 


(arhi ke (1, 
convergence d'une suite de matrices (p. 367). On 


matrices, par analogie avec les séries réelles (p. 279). 


…,n}} (p. 365), M, „ (R) devient un espace vectoriel normé dans lequel on peut étudier la 


peut donc également étudier la convergence de séries de 
En particulier, on peut montrer que la série : 


Do di Re pps iane paige 


est absolument convergente, puisque || A”|| < 


|| A ||” (norme d'algèbre) donc convergente (dimension finie). 


Pour n = 1, il s’agit du développement en série entière de e‘“w. Plus généralement on pose : 


Règles de 


calcul: (1) e* +0 (O matrice nulle) (2) 2 =E 
(3) A-B=B-A=ef e” =^" (4) ef'e7^=E, e74=(et)"" 
(5) dete +0 (6) ce"! = a MEN) 
(7) B(x): B'(x)= B'(x): B(x)= (Y = B'(x) re gx) e". B'(x) 
C (8) (e =A =A (XEIR) 


Séries exponentielles de matrices 
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L'exemple de la figure A, montre qu’un problème 
infinitésimal, même banal, peut faire intervenir non 
pas une équation différentielle, mais plusieurs, et 
que celles-ci doivent être résolues simultanément. 
On parle alors de système d'équations diffé- 
rentielles (en abrégé système différentiel). 
Systèmes d’éq. différentielles du premier ordre 
On appelle système différentiel du premier ordre tout 
système de la forme 
= Yo ees Ya) 


A Yn =fr O5 Yo ce Yn) 

dans lequel f,, …, f, sont des fonctions de IR”*' dans IR 
définies sur un domaine D de R"*!. Si l’on considère 
Yis -Yn y, …, Yy comme des n-uplets de R”, on peut 
mettre le système précédent sous la forme simplifiée 
suivante : 


» yi 
Y =f) avec y=| | et y'= 
Ya y, 


fest alors une fonction de R”*' dans R” définie sur D, 
dont les composantes sont données par f = (fi …., fa) 
Les solutions d'un système différentiel du premier 
ordre doivent ĉtre des fonctions dérivables F de IR 
dans IR" données par F = (F,, …., F,), dont toutes les 
composantes sont des fonctions réelles définies sur un 
intervalle Z, telles que pour tout x E Z, , 

eA F() ED et F'x=f (x F(x). 
Une solution F, est dite solution d’un problème aux 
conditions initiales (Xy, Yọ) E D, si on a F4 (xo) = Yo. 
Même si des conditions existence et d’unicité (p. 389) 
sont réalisées, ce que l’on supposera par la suite, la 
résolution de systèmes différentiels du premier ordre 
pose de grandes difficultés, cas particuliers compris 
{voir plus loin) . Même pour n = 2, il n'existe pas de 
procédé de résolution élémentaire. 


Systèmes d’éq. différentielles d’ordre supérieur 
Le tableau A, propose un exemple de système diffé- 
rentiel du second ordre transformé en système du 
premier ordre, Comme il est possible de généraliser le 
procédé employé à un système de dimension et 
d'ordre quelconques, on peut donc restreindre la 
théorie des systèmes d’éq. différentielles à celle des 
systèmes du premier ordre, 

Systèmes d’éq. différentielles du premier ordre 
linéaires 

Lorsqu'un système du premier ordre a la forme suivante : 


Pied) pit +) y tS) 


A Va = nf) Pit + dx) Ya t SC) 
où les fonctions ag(i, k E {1, …., n}) sont toutes réelles, 
définies et continues sur Z,, on dit que le système est 
linéaire. 
Il est commode d'écrire un système de ce type sous la 
forme matricielle : 


Yi a p(x) + ax) Yi s(x) 


Ya) Nam) e aml) 7 Asda) 


ie. y' = A(x) ° y + s(x), où x E I, et $ = (Si 5 Sn). 

A (x) est la matrice des coefficients, et s la fonction 

vectorielle dite de perturbation. Si s n’est pas la 

fonction nulle, on parle d’un système non homogène, 
sinon d’un système homogène. 

On remarquera que toute solution est nécessairement 

de classe C!. 

a) Système d’éq. différentielles du premier ordre 

linéaires homogènes 

Toute combinaison linéaire de solutions du système 

du premier ordre linéaire homogène 

J'=AG):y 

est encore une solution du système. Les solutions 

forment donc un espace vectoriel sur IR, sous-espace 

de l’espace vectoriel des fonctions de R dans R” 

continôment dérivables sur Z,. 

Si Pon s’intéresse à l'indépendance linéaire des éléments 

de cet espace vectoriel (cf. p. 383), on peut montrer qu’il 

existe n solutions indépendantes sur R, et que n + 1 

solutions sont toujours linéairement dépendantes. La 

dimension de l’espace des solutions est donc n. 

Si{F,,...,F,} est un système fondamental de solutions, 

c.-à-d. une base, alors la solution générale s'écrit : 

F= F+... +e, Fp (ER) 

Pour vérifier que » solutions F}, ..., F, sont linéairement 

indépendantes sur IR, on peut, en faisant intervenir les 

composantes F; = (Fip …, Fu) (k (i n}), 

passer par la matrice 

Fix)... F,,(x) 
(i oR) = (lx) = 
Bat) E, (x) 

et rechercher son déterminant, S'il existe un x, € 1, tel 

que le déterminant soit non nul, {F}, …, F,} est un 

système fondamental, La matrice d’un système 
fondamental est appelée matrice fondamentale. Elle est 

notée 4} (x) et l’on a de plus Vx E Z, det & (x) = 0. 

Si l’on regroupe les réels c,, …, €, en un n-uplet ¢ de 

IR", la solution générale peut alors s’écrire sous la 

forme matricielle 

F(x) = Xa) c, (c E R”). 

Le système linéaire homogène d'équations 

différentielles est donc résolu quand on peut trouver une 

matrice fondamentale. Dans les colonnes de celle-ci, on 
peut lire n solutions linéairement indépendantes. Voilà 
pourquoi on résout, au lieu de y' = A(x) : y, l'équation 

B'E) =A) Ra), où Rx) est définie comme dans le 

tableau B. Comme (x), (x): C sera une matrice fon- 

damentale, à condition que C E A, „ (R) soit régulière 

(p. 91). On peut montrer que toute matrice fondamentale 

peut se mettre sous la forme 47 (x) C. 

Des définitions et propositions du tableau B on tire le 

théorème particulier suivant : 

Théorème : Si, pour le système différentiel linéaire 
homogène y' = A(x) : y, on peut trouver une matrice 
B(x) avec B'(x) = A(x) et B(x) * B'(x) = B'() :B() 
pour tout x E I, alors ce" est une matrice 
fondamentale. On a alors : 

BW =e” -C (C EM, p (R), det C # 0). 

Rem. : Les résultats précédents peuvent s'étendre 
sans difficulté aux systèmes différentiels linéaires 
homogènes en la variable réelle x dont la matrice 
des coefficients a(x) est à valeurs dans M „ , (€). 
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di —X 
matrice a i “à 
-Xh = |". ; 
44 Mid 7 ! a ve er 
etes Gun — X 


On obtient : 


Les coefficients r, se calculent par récurrence. 
Pour cela on part de la trace de la matrice : 


tr (A) : = au + a+... + Apn pour À = (ay). 
On peut montrer que : 


Exemple de matrice fondamentale Équation caractéristique 


Exemple : Exemple : 


Équation caractéristique : Équation caractéristique : 


4-x —-4 0 dre 2 

1 2-x 1 |=0 2 0 2x0 E 0 

O 2 4x pleine ES 
(x —(3+5))(x—(3—5)(x—4)-0 <x7(x +2)=0 


Valeur propres: A =3 he 3 net Valeur propres: A4 =00m = 2) A= 20m =) 


Vecteurs propres : 


A-A,Dx=0 A-ADx=0 A-A1Px=0 A-À,Dx=0 
1-i -4 0 0—4 0 1-1 —1 3 —-1 2 
1 -l-i 1 je f -2 he | 1 jee k 0 ee 
0 2 l-i 0 20 =A 202 1 —1 1 


Solutions associées à À, 
cms +42 Dwiix) (wi + (4 — 21 Dwi2x) 


4e + x 4e x gtx 
1 1+3x 
Aer (Let © ail A 
— 2e tix 2870 et si R = Pi 


Matrice fondamentale (réelle) 


Matrice fondamentale (complexe) 


Matrice fondamentale (réelle) 


Systèmes différentiels du premier ordre à coefficients constants 
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Système différentiel du premier ordre linéaire 
homogène à coefficients constants 
Le tableau A, p. 384 donne un exemple de ce type de 
système. De manière générale, il s’agit d’un système 
de la forme 

y'=A:y avec A E M, (R). 
On peut le résoudre si l’on en connaît une matrice 
fondamentale. Or il existe pour A une matrice B (x), 
définie par B(x) = x'A, telle que B'(x) =A et 
B(x) - B'(x) = B'(x) -B (x) pour tout x E R. D’après le 
théorème de la p. 385, e*'^ est donc une matrice 
fondamentale, i.e. pour tout xE R : 

E=, (CEA, (R), det C = 0). 
Si A est diagonale, l'expression développée de e* `^ est 
très simple (tab. A). Sinon les notions de valeur 
propre et de vecteur propre (cf. p. 201) permettent de 
toute façon d’expliciter e*`4, en se ramenant d’ailleurs 
bien souvent au « cas diagonal ». 


Valeurs propres, vecteurs propres 

Soit A E M, (R) : on appelle valeurs propres de A les 
solutions de l'équation caractéristique det(A - x1) = 0, 
prises dans C. 

Comme le polynôme correspondant det(A — XI) (cf. 
tab. B) est de degré n et se décompose complètement 
dans C |X] (p. 96), la somme des ordres de multiplicité 
de ses racines dans € vaut n. On a donc des valeurs 
propres réelles ou non réelles, simples où multiples 
pour la matrice A. Si À est une valeur propre non réelle, 
alors son complexe conjugué À est aussi valeur 
propre, avec le même ordre de multiplicité. 

Si À est une valeur propre de la matrice À, alors le 
système d'équations (A — À1):x = 0 admet des 
solutions non nulles dans €", puisque det (A — AZ) = 0. 
Chacune de ces solutions est appelée vecteur propre 
de A associé à la valeur propre À. 

Les vecteurs propres associés à une valeur propre 
réelle peuvent, sans restriction, être pris dans R”. Si 
v E C" \ R” est un vecteur propre associé à AE C\ R, 
alors V (vecteur obtenu en conjugant les composantes 
complexes de v) est un vecteur propre associé à À. 
Des vecteurs propres associés à des valeurs propres 
différentes de A sont linéairement indépendants dans 
C". Si À est une valeur propre d'ordre m, il y a au plus 
m vecteurs propres associés à À linéairement 
indépendants dans C". Plus précisément l’ensemble 
des vecteurs propres associés à la valeur propre À, 
complété par 0, est un sous-espace de dimension < m 
dans €" (sous-espace propre associé à À). 


Matrice fondamentale 
(1) Il est facile de montrer que pour chaque valeur 
propre À de A et pour chaque vecteur propre v associé 
à À, la fonction définie par eè - v est une solution, 
éventuellement complexe, de y'= À +y. 
Si les valeurs propres À,, …, À, de A sont toutes 
simples, avec pour vecteurs propres associés V, ..., V, 
(qui sont donc linéairement indépendants dans C"), 
alors la matrice 

[CA . v, en ch . v,) 
dont les colonnes valent eè : v,, est une matrice 
fondamentale, éventuellement complexe, de y'= A +y. 
Si certaines valeurs propres ne sont pas réelles, il est 
préférable de la transformer en matrice fondamentale 


réelle. Sans restreindre le cas général, on peut 
supposer que À, …, À,, sont les valeurs propres de À, 
groupées de telle sorte que À, = À, … Azk = dur 
On remplace ensuite les 2 k premières colonnes de la 
matrice précédente par 

Re [CA * v), Im [CU O) Re (CT t-i) 
Im (chi Dpi), 

ce qui permet d'obtenir une matrice fondamentale 
réelle de y' = A +y. La partie réelle (resp. imaginaire) 
d’un vecteur est définie à partir de ses composantes. 
Ex. : tableau C}. 

(2) C’est le cas où des valeurs propres sont multiples. 
La situation est alors plus compliquée, car on ne peut 
pas toujours trouver # vecteurs propres indépendants. 


Soient A, ..., À, les valeurs propres de A et m; leurs 
s 
ordres de multiplicité > men) ; on montre alors 
que la formule en 
mi-1 v 
TNE (A-A;1) w; 


e x'/(E{1,.,s}, 


v=0 v! 
dans laquelle w; est un vecteur non nul satisfaisant 
l'équation vectorielle (A — À, 1)" x = 0, définit une 
solution non nulle, éventuellement complexe, de 
y' =A : y. Comme pour chaque à il y a m; solutions de 
ce type indépendantes et comme les À, sont distincts 
deux à deux, on obtient en tout n solutions 
indépendantes de y' = A : y, qui forment une matrice 
fondamentale éventuellement complexe. 

La transformation en matrice fondamentale réelle se 

fait ensuite comme dans la partie (1). 

Ex. : tableau C. 

b) Système d’équations différentielles du premier 

ordre linéaire, non homogène 

Soit F, une solution particulière quelconque du 

système différentiel linéaire non homogène 
J'=AQ):y+s0), 

alors la solution générale s'écrit 

Faa) =F a) + Fa) e (CER), 
où (x) est une matrice fondamentale du système 
homogène associé y' =A : y. 

Pour trouver une solution particulière, on peut par 
exemple poser F (x) = & (x) v(x), que l’on porte dans 
l'équation différentielle non homogène en calculant v 
pour qu’elle soit satisfaite (méthode de variation de la 
constante). On obtient alors 

rF | FO "so Ge 
Rem. : L'intégrale qui apparaît est définie comme 

dans le tableau B p. 384. 

Problème aux conditions initiales 
Pour un problème aux conditions initiales ((x, yo) € D), 
on doit avoir : 

ROSO | F0 "sur Fe 

Jx, 

et Fo) = Yo. 
En introduisant x, dans la première équation on trouve 
€ = # (x) ! > Yo On en déduit la solution unique du 
problème aux conditions initiales : 


RARO S BO OEO FEN ve 
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Solution F : 1, — IR avec 
F(x) = f(x, EG), FX), 2, FU 0 (x) 


Substitution : 
Jus S e 


Solution F = (F,,...,F,) avec 
F,:1y>IR et 

F(x) =F2(x) 
A F0) = F(x) 


à F0) = F(x) 
AE) = Fix) F(x) 


A 


Équation différentielle d'ordre n et système différentiel d'ordre 1 


Système différentiel du premier ordre avec valeurs initiales 


Solution F avec F'(x) = f (x, F(x)) À F(xo) = Yo 


Solution F avec F(x) = yo + î fe FO)dt 


x0 


Équation vectorielle mise sous forme intégrale 
(Intégrale définie comme dans le tableau B, p. 384) 


Itération de PICARD 


ARE 


Sous les hypothèses du théorème d’unicité on peut 
énoncer : 
Il existe un intervalle contenant x, sur lequel la 
suite de fonctions (F,) définie dans le schéma ci- 
contre converge uniformément vers une limite F 
qui est la solution unique du problème aux 
conditions initiales (Xo, Yo) € D. 


B 


ltération de PICARD 
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Dans les pages précédentes concernant les équations 
et les systèmes différentiels, on a laissé de côté 
certains résultats d'existence et d’unicité en résolvant, 
éventuellement de façon unique, des problèmes aux 
conditions initiales. 
Pour démontrer ces résultats, il est utile de 
transformer les équations différentielles d’ordre n, 
données explicitement, en systèmes différentiels du 
premier ordre (fig. A). De la même manière, on peut 
écrire les systèmes différentiels d'ordre supérieur à 1 
sous la forme de systèmes du premier ordre (p. 385). 
Il est donc suffisant d’énoncer les théorèmes 
d'existence et d’unicité dans le cas de systèmes 
différentiels du premier ordre. 
On considérera donc des systèmes de la forme (cf. p. 385) 
y =S) 

dans laquelle f est une fonction définie sur une partie 
D de R''! à valeurs dans R”, et donnée par ses 
composantes f = (fi, -< fa). 
Pour n = 1, il s’agit d’une équation du premier ordre 
explicite : 

y'=f(x,y), f:D—>R (DE R?. 


Th. d’existence 
La question de l'existence d’une solution peut se 
poser ainsi : 
Quelles sont des conditions sur f permettant de 
trouver une solution d'un problème aux conditions 
initiales (Xo Yo) € D données? 
Dans ce cas, on ne s'intéresse donc pas à la « taille » 
de l'intervalle de définition d’une solution. La 
méthode permettant de prolonger les solutions sur des 
intervalles plus étendus sera traitée à part (problème 
du prolongement, cf. ci-dessous). 
Une réponse à la question de l’existence est donnée 
par le 


Th. d'existence de PEANO 
Si y' = f (x, y) est un système différentiel dans lequel f 
est continue sur D (domaine de R"*!), alors tout 
problème aux conditions initiales (xs yo) € D 
possède une solution. 
La continuité de f est donc suffisante pour prouver 
l'existence d’une solution à tout problème aux 
conditions initiales, mais elle ne l’est pas pour assurer 
l'unicité de cette solution, comme l'illustre l'exemple 
de la figure C, p. 374. 


Th. d’unicité 
La question de l'unicité se pose ainsi : 
Quelles sont des conditions sur f permettant de 
trouver, pour tout problème aux conditions initiales 
(Xo Yo) E D données, un intervalle I, et une solution 
unique définie sur 1, ? 
Ici encore, on ne s'intéresse pas à la taille de l'intervalle. 
Pour résoudre le problème de l’unicité, il faut 
certainement rechercher une condition plus forte que 
la continuité de f. Une condition suffisante, mais non 
nécessaire, est la condition locale de LIPSCHITZ, à 
laquelle il faut ajouter la continuité de f. 


Déf. : f: D — R” est globalement lipschitzienne sur 
D (domaine de IR"‘!) si et seulement s’il existe 
SE R* tel que pour tous (x, y), (x, Y ) éléments de D 
on ait | f(x, y)- f(x #)sS -|y-51: 
J est localement lipschitzienne sur D, si pour tout 
(x, y) E D on peut trouver un voisinage ouvert 
connexe de (x, y) dans D sur lequel la condition 
globale de Lirscrrz est satisfaite. 
Si la condition globale de Lirscurrz est satisfaite, 
alors la condition locale l’est aussi. 
On en déduit le théorème suivant: 


Th. d’unicité : Soit y' = f(x, y) un système différentiel 
du premier ordre, avec f continue et localement 
lipschitzienne sur le domaine D ; alors tout problème 
aux conditions initiales (xy Yo) € D possède une 
unique solution définie sur un certain intervalle I. 


Rem. : Pour démontrer ce théorème, on utilise le 
procédé d'itération de PICARD (fig. B). 

En pratique, pour s'assurer du caractère lipschitzien 

de f, on peut utiliser le théorème suivant, applicable 

dans les cas les plus courants : 

Th. : Si f: D — R" possède sur D des dérivées 
partielles par rapport à chacune des composantes 
Yo = Ya de y, continues sur D, alors f est loca- 
lement lipschitzienne sur D. 

Vérifier la continuité de f et celle de ses dérivées 

partielles en y; sur D suffit donc à assurer l’existence 

et l’unicité de la solution sur un certain intervalle de 
tout problème aux conditions initiales. Si l’on 
applique cela au cas d’une équation différentielle 

d'ordre n, cela revient à vérifier la continuité de f, 

of of 

dy" gp" 

Pour les systèmes différentiels linéaires du premier 
ordre, et donc aussi pour les équations différentielles 
linéaires d'ordre n, des vérifications de ce type 
deviennent inutiles, car la continuité des fonctions 
coefficients et celle de la fonction de perturbation sur 
un intervalle commun /, suffisent à assurer l’existence 
et l’unicité de la solution sur /, de tout problème aux 
conditions initiales. 


Prolongement 

Si l’on exclut le cas des systèmes différentiels 
linéaires du premier ordre pour lesquels ne se pose 
aucun problème de prolongement, les théorèmes 
d'existence et d’unicité ne donnent aucune indication 
sur la façon de prolonger une solution en dehors de 
l'intervalle théorique qui peut être très petit. Mais on 
peut, sous les hypothèses du théorème d’unicité (cf. 
ci-dessus), montrer que pour tout problème aux 
conditions initiales, il existe un intervalle ouvert 
maximal sur lequel on peut prolonger de façon unique 
la solution du problème. 


On notera que cet intervalle peut être borné même si f 
est de classe infinie sur IR? (ex. : y' = 1 + y?). 


390 Équations différentielles / Méthodes numériques 


© Équation de la droite passant par 
(o Yo), de pente f (Xo, Yo) : 
Y = Yo + f (Xo Yo) ' (x — Xo). 
© yf= Vo +h: f(Xo Yo) 
© Équation de la droite passant par 
(Xi, X1), de pente f (x, yF) : 
Pet fs D (xx), 
etc. 


pastel 


SG») 


(VEN, xs x, =h, yë = Vo) 


A; 


XoXo t$ Xi xı t$ X2 x 

© On procède d’abord comme ci-contre, puis on 
prend le point M, (xo+ k, Yo+ £ f(xy w) 
et la valeur de fen ce point. Cette valeur sera la 
pente d’une nouvelle droite passant par (Xo, Yo) : 


Y= Yo +S (X0 + $, Yo + 3 S (Xo Yo)) (x — x0). 
© Jt =yo +h: f(Xo +4, Yo +$ So Yo), 


À WEN, xs =X = M, PE = Vo) 


etc. 


d'EULER-CAUCHY ration 


i Méthode de 
Méthode Amélio- RUNGE- 


KUTTA 


h=0,5 h=0,1 h=0.1 h=0,1 


(résultats arrondis à quatre décimales) 


(xo lyo) 


kio= f(Xos Vo) 


A (Xo + 31Yo-+ ko) 


Méthodes numériques 
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La résolution d'équations différentielles, même du 
premier ordre, peut se révéler fort difficile. C’est 
pourquoi il est important de connaître des méthodes 
d’approximation des solutions. 

Les méthodes du type décrit dans la figure B p. 376 
n'ayant qu'un domaine d'application très limité, et les 
procédés graphiques restant très imprécis, il faut 
rechercher des algorithmes susceptibles d’être utilisés 
par une machine et capables de donner les résultats 
avec une précision donnée. 


Méthodes numériques 

On n’abordera dans la suite que le cas d'équations 
différentielles du premier ordre ; ce n’est pas une 
restriction essentielle, dans la mesure où les procédés 
présentés s'étendent aux systèmes différentiels du 
premier ordre, et permettent donc aussi de traiter 
numériquement les équations différentielles d'ordre 
supérieur. 

On supposera toujours, pour léquation y' = f (x, y), 
que le problème aux conditions initiales (xs, Yo) E D 
admet une solution unique. La solution d'origine 
(Xo Yo) dans l'intervalle 7, sera notée F,. Les méthodes 
numériques doivent donc, partant de (Xo, Yo) et de 
y' =f (x, y), conduire à des points (x, yẹ) tels que l’on 
ait y} = F, (x,) avec une précision donnée. À ces 
points on pourra ensuite appliquer les méthodes des 
pp. 313 sqq. 

On distingue parmi les méthodes les procédés de 
départ, qui donnent les premiers points, et les 
procédés de raccordement, qui, à partir des points 
donnés par les procédés de départ, conduisent à de 
nouveaux points par l'intermédiaire de peu de calculs. 
Comme exemples de procédés de départ on peut citer 
ceux d'EULER-CAUCHY et de RUNGE-KUTTA, comme 
exemple de procédé de raccordement celui de MILNE. 


Méthode d’EULER-CAUCHY 

Cette méthode, décrite dans la figure A}, consiste à 
approcher le graphe de la fonction F, par une ligne 
brisée, Le calcul par récurrence 

Yia Yth S (y), W= Yo VEN) 

conduit évidemment à une erreur absolue qui croît 
avec l'indice, On peut compenser ce défaut en prenant 
un pas 4 plus petit, mais le nombre d'opérations à 
effectuer augmente alors considérablement. 


Ex 


yeas qe (y +84) (fig As). 


On peut opérer avec un pas plus grand, et donc avec 
moins d'étapes de calcul, en utilisant une des 
améliorations du procédé, par exemple (voir fig. A;) 


Faar (ert seb). 


A ETEA OE PEE 
Ex. ; y =" 4t2; 

(8h )}x,+ (32-84 +h°) 5% + 64h41 
Fyn” 32 . 


Méthode de RUNGE-KUTTA 
Cette méthode, qui dans le cas où f (x, y) = f (x) 
s'identifie à la règle de KEPLER (p. 340), consiste à 
utiliser la formule de récurrence suivante 
1 
AAA i G” 6 (kiv t 2kay + 2kyy t kav), 


Mi= VEN) 

avec kiva f (sy) 
ky= fx, + A vit ki) 
ka= fret E yyt Bkn), 
k= fr + L yyt hu). 


Ex, : tableau A}. 
Il est intéressant de justifier la formule au moins pour 
le cas v = 0.Comme dans la méthode d'EULER- 
CAUCHY, on veut approcher la valeur de F, (x) pour 
Xı — X9 = A donné. Si l’on suppose que les fonctions 
utilisées sont développables en séries de TAYLOR, on 
peut écrire 

Es X, EE) (rx ie. 

Ko M 

Faxi) = yo+ À m Le Ex). 
Le calcul explicite des dérivées successives F (xo) 
n’est malheureusement pas simple, à cause du nombre 
vite important de termes à calculer. On recherche 
donc un procédé permettant de calculer implicitement 
un grand nombre de dérivées, et ce seulement à partir 
de valeurs de la fonction f. On obtient un résultat de 
ce type en définissant une pente barycentrique de la 
droite passant par (Xo, Yo) et (xp yi) : 

m:= 1 (kio + 20 + 2k 30 + kio) > 


et en calculant la valeur approchée de y par : 
VE Yot i*m (fig. A4). 

Si on développe yo+ h * m, en série entière, on 
constate que la série ne diffère de celle de F, (x,) 
donnée plus haut qu’à partir du sixième terme (termes 
en A”, hye) 

Quand on veut calculer plusieurs valeurs approchées 
par la méthode de RUNGE-KUTTA, on peut réduire le 
nombre d'opérations en utilisant un procédé de 
raccordement comme celui de Milne donné ci-dessous. 


Procédé de MILNE 
Le procédé de MILNE part de la supposition que trois 
valeurs approchées, par exemple y}, y; et ył, ont déjà 
été calculées avec une précision suffisante.On calcule 
alors la quatrième par la formule suivante 

Ya = ot 3 (21, - l, + 24), 
où lon a = f (x, y") avec iE {1, 2, 3}. 
On peut avoir une idée de l'erreur commise sur y} en 
le comparant à 


aE h k 
Ya =y, + 3 (lz + 4h +L), l =f (sys) 


On calculera ensuite y$, y% ... de façon analogue. 
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frcost\ A RE di 
k(D= |rsint |, te [0,27] (re R;,ae R) 
at A RON 

t 


hélice circulaire 
A; directe (a E R;) A 


Pour a = 0 on obtient un cercle (fig. C) 


hélice circulaire 
rétrograde (a E R°) 


Arcs de courbes, représentation paramétrique d’hélices circulaires et de cercle 


Soit p: Î— I bijective, 
avec pet p~’ continûment dérivables paean VENI 
Wie lg Azo Kom br) rase 
5 t X2 t 
X3 
KO ÉD 27 os me 
= k(p(o) Į ky ES ky 
=(e 0) g CN T M 
0 
Courbe 
possédant un 
€ point multiple M 


Courbes 


règle du produit scalaire 


règle du produit vectoriel 


ou du déterminant 


Règles de dérivation 


règle du produit mixte $ 
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Généralités 

Comme son nom l'indique, la géométrie différentielle est 
une discipline qui, au moyen de notions et de méthodes 
issues du calcul différentiel et du calcul intégral, étudie 
les propriétés géométriques d’ensembles particuliers de 
points de IR?, de R3, et le cas échéant de R”, 

On étudiera dans les pages qui suivent, d’une part les 
courbes (arcs de courbes, pp. 392-403), d'autre part 
les surfaces (nappes régulières, pp. 404-417). On 
verra que certaines courbes tracées sur une surface 
sont fondamentales pour l'étude de celle-ci. On ne 
présentera intégralement que la géométrie 
différentielle locale, i.e. l’étude des propriétés au 
voisinage d’un point ; la géométrie différentielle 
globale ne sera qu’occasionnellement abordée. 
L'étude locale est étayée par l'introduction, en un 
point, de la tangente à une courbe, et du plan tangent à 
une surface. 

Afin que la présentation, déjà très condensée, reste 
lisible, on n’utilisera pas l'écriture tensorielle, On a 
cependant ajouté quelques notions sur les tenseurs 
(p. 418 sq.) et sur la géométrie riemannienne. 


Notion de courbe en géométrie différentielle 
La notion générale de courbe telle qu’elle a été 
développée dans le cadre de la topologie (p. 235) ne 
convient pas aux objectifs de la géométrie 
différentielle. Il faut adapter la notion d’arc pour en 
faire un concept utilisable ici. On commence par la 
notion d'arc de Jordan : 

Déf. 1 : On désigne par arc de Jordan dans R” toute 
partie C de R” qui peut être considérée comme 
l’image d’un segment de R par une application 
continue injective. 

Si Pon munit l’espace d’un système de coordonnées 

cartésiennes, cela revient à l'écriture suivante, en 

dimension 3 : 


klo) 
k: I —> R? définie par t —> k(t) =| k(t) |, 
kt) 


où les k; sont des fonctions continues du paramètre 
tE[a, b] C IR, avec k (£) # k (1*) pour t #1". 
Le segment [a, b] étant un compact de IR et k étant 
continue pour la topologie usuelle, larc de Jordan C 
est un compact de IR? : k est une application continue 
bijective de [a,b] sur C, donc k' est continue. Si k est 
un autre paramétrage continu de C, défini sur [a, b], 
k'o k est une bijection bicontinue de [a, b] sur [a, b], 
donc un homéomorphisme de segments (on rappelle 
qu’un homéomorphisme de segments est défini par 
une fonction continue strictement monotone). Réci- 
proquement si p est un homéomorphisme d’un 
segment [4, b] sur le segment [a, b], k o p définit un 
autre paramétrage continu de C. On remarquera que 
l’ensemble {k (a), k (b)} est globalement conservé par 
changement de paramétrage continu. Les deux points 
k (a) et k (b) s'appellent les extrémités de Parc de 
Jordan C. 
On va maintenant vers des concepts plus généraux. 
Déf. 2 : On appelle arc paramétré de classe C tout 
couple (4, k) d’un intervalle quelconque Z/C R et 


d’une application k de Z dans Rẹ, de classe C' 
(EN). 

Un arc paramétré n’est pas une partie de IR*. Si Z est 

un segment et si k est injective, Zm k est un arc de 

Jordan, puisque k est au moins continue. 

Si (4, k) et (J, h) sont deux arcs paramétrés de classe 

C’, on dit que le second est équivalent au premier s’il 

existe un difféomorphisme g de classe C” de J sur Z tel 

que = k o g. Il s'agit d’une relation d'équivalence. 

(On rappelle qu'un difféomorphisme de classe C” de J 

sur 7 est un homéomorphisme de J sur 1, r fois 

continäment dérivable si r > 0, et qu’il en est de 

même pour g° !de Z sur J.) 

Déf. 3 : Une classe d'équivalence d'arcs paramétrés de 
classe Œ s'appelle arc géométrique de classe C", et 
tout représentant d’un arc géométrique T de classe 
C porte le nom de paramétrage admissible de T. Si 
(I, k) ET, Im k ne dépend pas du choix de (7, k) 
dans F. C’est l’image de F: elle est nécessairement 
connexe. 

Déf, 4 : Si (7, k) est un paramétrage admissible de Fet 
si M E Im (T), le cardinal de l’ensemble k~' (M) est 
indépendant du choix de (7, k). S’il vaut 1, on dit 
que M est simple ; S'il vaut p entier > 1, on dit que 
M est multiple d'ordre p. Un arc géométrique est 
simple si tous les points de son image sont simples, 
c.-à-d, s’il admet un paramétrage admissible injectif 
(alors tous les paramétrages admissibles sont 
injectifs). L'image d’un arc géométrique simple 
s'appelle un arc simple (fig. C). Un arc de Jordan 
est un arc simple. 

Dét. 5 : On appelle courbe de Jordan ou courbe fermée 
simple l'image d’un arc géométrique la. b], K| 
tel que d’une part k (a) = k (b) et que, d'autre part, 
la restriction de k à [a, b| soit injective. Une telle 
courbe est homéomorphe à un cercle (fig. C). 

Déf. 6 : Ici œ et f peuvent être infinis. Un arc géomé- 
trique est dit C” par morceaux s'il admet un paramé- 
trage admissible ((a, p), k), k étant nécessaire- 
ment continue, tel qu'il existe une subdivision finie 
de (a, P), & = to< ti <.. < ly-1 < t= P pour 
laquelle les restrictions de k aux intervalles 
Lo tib o th -olly l] sont toutes de classe C" 

la propriété reste valable pour tout changement de 
paramétrage admissible / = p (À) de classe C’). 

Déf. 7 : Un chemin est un arc géométrique [lla, b|, #]| 
où k est C! par morceaux sur le segment [a, b]. 

Déf. 8 : Un arc de courbe est l'image d’un arc 
géométrique CA k) ayant un nombre fini de points 
multiples, ceux-ci étant tous d'ordre fini. 

Un arc de courbe L est donc une réunion finie 
d'arcs simples A,,..., A, ne pouvant se rencontrer 
qu'en leurs extrémités. Pour tout M, E L et tout fa 
tel que M,= k (to), il existe 7 > 0 tel que 

(lo Mmhar ol, k) définisse un arc simple. 

Déf, 9 : Une courbe est une réunion au plus 
dénombrable d’ares de courbe (ex. : courbe repré- 
sentative de la fonction tangente). 

Rem. : Le tableau D présente quelques règles de 
dérivation importantes et faciles à vérifier. 
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Introduction d'un paramétrage normal de 
l'hélice circulaire : 


DFA GOUT 
0 
= r +a:t 


(2) 1=p(s)=c:s avec c= PaE 


8) 


Rem. : Par abus d'écriture, quand aucune confusion 
n’est possible, on écrit k (s) au lieu de k (s) . 

Il faut simplement faire attention à la règle de 
composition en dérivant ; si s croît avec f, on a : 


k(t+h)-k (t 
EPEQ est un vecteur directeur de la sécante à la 


courbe aux points k (f) et k (t + h). 

Le passage à la limite pour h — 0 donne k’ (f). 

La droite passant par k (1), de vecteur directeur k’ (¢), est 
la tangente en K (f) (k' (t) + 0) : 


Tangente 


t(s +h) 


k(s +h) 


k(s) 


Le vecteur tangent 
unitaire reste constant : 
C, courbure nulle. 


La courbure varie le 
long de la courbe. 


La courbure dépend seulement du 
rayon du cercle ; elle diminue 
quand le rayon augmente. 


est une mesure de la courbure en k (s). 
&(s,h) 
2 


lim als h) 
h0 h 


Comme [Aż |= 2 sin on obtient : 


(SA): Las, h) [At] n | 
i a = pahaan i 5 = RO. 


Ce résultat est utilisé comme définition de la courbure. 


ourbure du cerchi 


Courbure 
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Orientation d’un arc de JORDAN 

Soit ([a, b], k) un paramétrage admissible d’un arc de 
JorpAN C, d’extrémités A = k (a), B = k (b). Ce 
paramétrage induit sur C un ordre total par M <M si, 
et seulement si, k~! (M) < k°! (M) : si t croît de a 
vers b, M = k (f) parcourt C de A vers B. Si on change 
de paramétrage admissible, k = h o get si À = g (f) est 
croissante, le sens de parcours, c.-à-d. l’ordre induit 
sur C, est le même (lorsque À croît, M va de A vers B). 
En revanche, si p est décroissante, le parcours se fera 
en sens contraire : lorsque À croît, M va de B vers À : 
on trouve l’ordre opposé. Il y a donc deux orientations 
possibles. Cette propriété d’orientation se généralise 
aux arcs simples. 


Ares géométriques réguliers 

Soit (7, k) un paramétrage admissible d’un arc 
géométrique de classe C’. S’il existe p s r tel que, 
quel que soit £ € 7, les vecteurs K (f),..., K” (£) soient 
linéairement indépendants, la propriété se transmet 
par changement de paramétrage admissible de classe 
C”. On dit que l’arc géométrique est p-régulier. De 
plus, quel que soit £ E 7, quel que soit q < p, le sous- 
espace vectoriel V(r, q) = Vec(k'(1).…., k® (1) est 
invariant par changement de paramétrage admissible 
de classe r. Ce sous-espace s’appelle sous-espace 
vectoriel caractéristique d'ordre q au point M (f). 
Il est de dimension q. 


Un paramétrage intrinsèque : l’abscisse curvi- 

ligne 

Si on se place dans un espace euclidien, la longueur 

d’un arc de JORDAN d’extrémités A et B, orienté de A 

vers B, est, si elle existe, la borne supérieure de 
p=l s 

l’ensemble des longueurs D | MM, | des lignes 


polygonales inscrites dans l'arc dont les sommets 
consécutifs M; sont tels que n 
A =M, <M, ... < M,- 1< M,= B. Si cette borne L (AB) 
existe, on dit que Parc est rectifiable : L(AB) est 
indépendante de l'orientation de Parc ; elle vérifie la 
relation de CHASLES : si A < M < B, les arcs AM et MB 
sont rectifiables et L(AB) = L(AM) + L(MB). L(AB) 
est évidemment indépendante, de par sa définition, du 
paramétrage admissible. La 
Une condition suffisante d'existence de L(AB) est que 
l'arc de JORDAN soit C! par morceaux. Pour un arc de 
classe C', défini par ([a, b], k), 

Es pb b 
LAB) = | 1Ktoar = | UD, Ko) ar . 
On peut alors introduire une abscisse curviligne s sur 
Parc, d’origine M (to), en posant pour un point M de 


pe 
paramètre í, $ = e| |k'(u)|du , £= + 1 ou- 1 selon 
N 


= 
Porientation de l’arc AB ; s sera la longueur positive, 
ou négative, de l’arc orienté CM, selon la position de 


M par rapport à M (tọ). Comme g = e|k'(t)|, on voit 


que si l'arc est 1-régulier, $ est un paramètre admissible. 
Vu sa signification, il joue un rôle intrinsèque à Parc. 
On Pappelle paramètre normal. Cette notion d’abscisse 
curviligne s'étend aux arcs simples réguliers. Ex. : fig. A. 
Si s — k (s) est un paramétrage normal d’un arc simple 


1-régulier, de classe r > 1, il est d'usage de noter k(s), 


k(s) les dérivées successives. On a 


s= ['lkçular d'où lk(s)|=1. 
0 


Tangente, vecteur tangent unitaire 
La tangente en un point M, d’un arc de JORDAN est la 
limite, si elle existe, d’une sécante (M,M), lorsque M 
tend vers Mo, M # M,. Si (I, k) est un paramétrage 
admissible, on a M = k(t) : alors dire que M tend vers 
Mo équivaut à dire que ¢ tend vers fọ, puisque k est 
bicontinue. Si l'arc est 1-régulier, la sécante qui est 
k (t ) -k (to) 
t-t 
limite k'(4) : c’est un vecteur directeur de la tangente. 
Celle-ci ne dépend pas du paramétrage admissible 
(premier sous-espace caractéristique). À 
Si l'arc est paramétré normalement, t(s) = k(s) est un 
vecteur unitaire. Il oriente la tangente dans le sens 
correspondant aux s croissants sur l'arc (deux choix 
possibles). Toutes ces notions et celles qui suivent 
sont valables pour un arc simple. 


dirigée par aura donc comme direction 


Courbure, vecteur courbure, normale principale 
Il s’agit d'étudier ici un arc simple C qui n’est pas 
rectiligne. On le suppose 1-régulier et de classe C? au 
moins. Pour estimer le « comportement courbe » d’un tel 
arc, on peut considérer des sous-arcs consécutifs de 
longueur 4 assez petite et associer à chacun d’entre eux le 
quotient par À de langle des tangentes à leurs extrémités. 
Si C est un are de cercle de rayon R, tous ces quotients 
valent R°!, Sinon, plus son quotient est élevé, plus l'arc 
se « courbe » (fig. C,). Les résultats de la figure C, 
conduisent alors à définir la courbure comme suit : 

On appelle courbure x(s) au point k(s) d’un arc 

simple paramétré normalement la norme 

euclidienne de la dérivée seconde de k : 


As) =lk(s)|, ie xs)? = (kls), kls), xs) > 0. 


k(s) est appelé vecteur courbure ; il est orthogonal au 


vecteur tangent Æ(s), car en dérivant < k(s), k(s) >=1 
on obtient < k(s), k(s)> = 0. Quand (s) » 0, on obtient 
un vecteur unitaire en effectuant l'opération : 
Ne Le TA 

n QE k(s). 
n (s) est appelé vecteur normal principal (fig. A 
p. 396). 
On a donc aussi : 

j = £ + 
n(s)= == t(s), ie. t(s) = x (s) n ($). 
As) 
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Trièdre de FRENET 


courbe plane 


B(s)=04>t(s) = 0 


Torsion 


Vecteur tangent unitaire 


Vecteur binormal 


b(s)=t(s)x (s) 


A, Trièdre de FRENET en un 
point courant de la courbe 


lan normal 


‘ Plan osculateur 
-en tout point de la 


courbe = plan de 
la courbe 


courbe gauche 


im -266th WD) =o 


Les extrémités des représentants des 
vecteurs binormaux partant d’un même 
point se trouvent sur un cercle de 
rayon |ac| . 
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Cercle de courbure, plan osculateur 


On appelle rayon de courbure l'inverse —— de la 


x 
courbure (x (s) # 0). Cette définition se justifie par le 
fait qu’en tout point de Parc simple où la courbure 
n’est pas nulle, la « meilleure approximation » de 
l'arc simple par un arc de cercle est obtenue avec un 
cercle qui a pour rayon le rayon de courbure. On 
appelle ce cercle cercle de courbure ou cercle 
osculateur au point considéré (cf. fig. B} p. 398). Il se 
situe dans le plan dit osculateur, défini par la tangente 
et le vecteur normal principal. Il est centré au point 
k(s)+ 5 n(s) (fig. A;). 

Parmi tous les plans qui passent par un point donné de 
larc simple, le plan osculateur est celui qui a le 
« meilleur contact » avec lui (voir p. 399). 
Vecteur binormal, trièdre de FRENET 
On peut choisir comme vecteur normal au plan 
osculateur en un point de larc simple le produit 
vectoriel (p. 193) du vecteur tangent unitaire et du 
vecteur normal principal en ce point, c.-à-d. 
b(s):=t(s)xn(s) (fig. A,). 

On l'appelle vecteur binormal. 
Les trois vecteurs (s), n (s) et b (s) forment donc dans 
cet ordre une base orthonormale directe, que l’on 
appelle trièdre de Frenet de larc simple (fig. A). 
Les variations du trièdre de FRENET que lon observe 
en parcourant larc permettent de caractériser celui-ci 
(voir plus loin). 
Les plans formés par les vecteurs de cette base et 
passant par le point de larc sont, outre le plan 
osculateur, le plan normal (formé par les deux 
vecteurs normaux) et le plan rectifiant. 
Formules de FRENET 
Pour étudier les variations du trièdre de FRENET 
lorsque l’on parcourt un arc simple paramétré 
normalement de classe C?, le plus simple est d'utiliser 
les vecteurs £(s), ns) et b(s). En chaque point de 
l'arc, on peut exprimer ces dérivées par rapport à s de 
manière unique dans la base de FRENET : 

t(s) = an(s) ($) + an(s) ns) + an(s) b(s), 


n(s) an(s) ts) + aps) n (s) + an(s) DS), 


b(s) an(s) (S) + ass) n (s) + an(s) b (s). 
En multipliant scalairement chacune de ces équations 
par t(s), n(s) et b(s) et en utilisant les propriétés de 
ces vecteurs, on obtient : 

an(s) = an(s) = as) = an(s) = an(s) = 0, 

an(s) =- an(s) = x($), 

as) = — as) = T(s), 

avec T(S): = (b(s), b(s), i.e. |T(s)| =|b(s)], 
où x(s) désigne la courbure. 
Ce calcul permet d'obtenir les formules de FRENET, très 
importantes dans le cadre de la théorie des courbes : 

ils) = x6) n6), 

ns) == x(5) t(s) +e) b(s), 


bls) =-T(s)n(s) 
Reste à interpréter t(s). 


ll 


Torsion d’une courbe 

Le réel t(s), qui intervient dans les équations de 
FRENET et que l’on nomme torsion, s’annule sur tout 
l'intervalle de paramétrage si larc est plan, comme le 
montre la troisième équation de FRENET (fig. B,). Aux 
points où il ne s’annule pas, il donne une indication 
sur la façon dont la courbe s’écarte d’une courbe 
plane. Pour comprendre cela on considère le plan 
osculateur et le vecteur binormal b(s) au point Æ(s), 
ainsi que le plan osculateur et le vecteur binormal 
b(s + h) au point k(s + h), h > 0. On peut alors 
« mesurer » la différence entre larc étudié et un arc 
plan en prenant le quotient de l’angle des vecteurs 
b(s) et b(s + h) par la longueur A de Parc liant Æ(s) et 
k(s + h). La valeur limite du rapport, donnée dans la 
figure B,, correspond à [r(s)|. Il est donc logique de 
prendre t(s) comme « mesure » de l’écart, au point 
considéré, entre larc étudié et un arc plan. C’est 
pourquoi on appelle ce réel torsion. 

Contrairement à la courbure, la torsion peut être 
négative. La convention adoptée pour la définition de la 
i — ay (S) = t(s) fait que t(s) est positive 
pour une hélice circulaire directe (fig. A,). On dit que 
la torsion est droite où gauche, selon qu’elle est 
positive ou négative (fig. B;). 

On notera que ni la courbure ni la torsion ne 
dépendent de l'orientation de Parc simple auquel elles 
sont associées. 


Formules donnant la courbure et la torsion 
4) = Rls), Lads)? = (ts), K(s)) 
{ia (0) x ei > 

(k'l) 


qe ET (0): K" (0) K" (D= (K'(0) K"UY? 
(0, K'O? 
(en utilisant la formule de LAGRANGE) 
t(s) |x4s)]? = det (k(s), kls), k(s)) (produit mixte) 
der (kts) Ks), Ks)) 
(kls), Kls) 
l det (k'l), k" (t), k'"(1)) | 
KE Y D k" (e), kK") - (k'e), K'Y 


Théorème fondamental de la théorie 

des courbes 

La courbure et la torsion d’une courbe sont invariantes 
par déplacement ou par changement de paramétrage 
admissible, Le théorème suivant montre qu’elles 
forment un système complet d'invariants pour les 
courbes de IR*, 


Théorème fondamental : Soient y et t deux fonc- 
tions continues de [0, {| dans R, telles que xs) > 0 
pour tout s E [0, I] ; alors il existe localement, à un 
déplacement près, un et un seul arc simple de classe 
C? ayant pour courbure x(S) et pour torsion t(s). 


Rem. : Pour démontrer ce théorème, on revient aux 
formules de FRENET et on montre que le système 
différentiel ainsi défini par les données de y et de t 
admet une solution locale unique à un déplacement 
près. 
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Xi h 
| | EX(s)h? | X(s) +0, t(s) +0 
X3 LX(s)T(s)h* 


b) Projection sur le plan rectifiant 


xı=h 
X2=0 
X3 = $ X(s)t(s)h? 


parabole cubique 


c) Projection sur le plan normal 

xı=0 

x2 = $X(s)h? 

x3 = $X(s)t(s)h? 
Projection d’un arc simple 
trirégulier sur les plans du trièdre 
de FRENET (y (s) + 0, t(s) > 0). 


parabole semi-cubique 
(ou de NEIL) 


Représentation canonique 


Intersection de deux courbes Intersection d’une courbe et d’une surface 


kl) =K, 6) 
kı 


Intersection d'ordre 1 
2 


Axe de courbure : x = mx + 4b(s0) 
1 
avec mg = k(so) + y n(s 
x = K(So) so) (So) 


Toutes les sphères ayant un point commun 
d’ordre 2 au moins avec l'arc trirégulier 
cercletde coupent le plan tangent selon le même cercle, 
courbure appelé cercle de courbure ou cercle osculateur ; 
son rayon (rayon de courbure) vaut (% (s)) ! et 
son centre My est défini par my. 

Parmi ces sphères, il en est une, et une seule, 
dont le contact est d’ordre > 3. 


Configurations de contact 
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Représentation canonique d’un arc simple 
Soit un arc simple de classe C*, 3-régulier, paramétré 
normalement : s —> k(s) ; x(s) et t(s) sont donc non 
nuls. On peut alors écrire le développement de 
TAYLOR suivant : 
Kls h) = kls) + h k(s) + Èh? + fs) m 
1). 


+ a “(s)+ R(s, h) 


Grâce aux formules de FRENET (p. 397), on en tire : 
k(s +h)-k(s)= (n = 1 h (ds)°) - t(s) 


+ (D x) + Hr #6) ns) (2). 
+ 1 h? x(s) t(s) b(s) + R(s, h) 


On choisit le repère d’origine k(s) et de base 
{t(s), b(s), k(s)} ; en limitant le développement de 
chaque composante à la plus petite puissance de %4, on 
obtient la représentation canonique de l'arc simple au 
voisinage de l’un de ses points : 


h 
k(s+h)= à xlo) K |+R(sh) (3). 
POKOL 


En négligeant R (s, A) et en projetant le résultat 
obtenu sur les trois plans du repère de FRENET, on 
obtient finalement les « paraboles » représentées dans 
la figure A, qui indiquent la façon dont Parc étudié 
s'éloigne du point k(s) dans ce repère. On voit donc, 
si X(s) = 0, que, localement, l'arc traverse son plan 
tangent, mais reste toujours du côté du plan rectifiant 
vers lequel pointe la normale principale. 


Configurations de contact 

Si on étend le développement polynomial (1) à (n + 1) 
termes, on obtient la n°" approximation de l'arc au 
voisinage de k (s). La première approximation de larc 
donne la tangente en k(s), la deuxième donne le plan 
osculateur. 

Comme on le voit dans la figure B,, deux arcs simples 
peuvent se rencontrer de différentes façons. Pour 
étudier la configuration d’un point commun à deux arcs 
simples réguliers, on peut comparer les approximations 
de ceux-ci au voisinage du point commun. 

Si deux arcs simples réguliers ont des tangentes 
distinctes en un point commun, on dit que ce point est 
d'ordre 0, Si les tangentes sont confondues, on peut 
orienter les deux arcs de telle sorte qu’ils aient même 
vecteur unitaire pour leur tangente commune, par un 
bon choix des paramètres normaux. Si les dérivées par 
rapport à ces paramètres normaux sont égales jusqu’à 
l'ordre n, on dit que le contact est d'ordre n au moins 
(il est au moins d’ordre 1). 

On dit qu’un point commun à deux arcs simples 
réguliers est exactement d'ordre n s’il est d'ordre n 
sans être d'ordre n + 1. 

On peut également étudier l’intersection d’un arc 
simple avec une surface S régulière (cf. p. 405). On 
suppose que celle-ci est définie par F(x) = 0, F étant 


une fonction à valeurs dans IR de classe C sur un 
ouvert Q contenant S, de différentielle dF ne 
s’annulant en aucun point de Q (rz1). Si M = k(t) est 
un arc simple régulier, défini par un paramétrage 
admissible de classe C', on dira que M, = k (tọ) est un 
point commun d'ordre n au moins avec S, si d’une part 
F(k(t)) = 0, et si d’autre part les dérivées successives 
de t > F (140) sont toutes nulles en 4, jusqu’à l’ordre 
n au moins. Cette propriété est indépendante des 
représentations admissibles de Parc et de S. 


a) Intersection d’un arc simple et d’un plan 
On suppose que larc simple paramétré normalement 
a une courbure non nulle. Si l’on donne une équation 
du plan sous forme normale : < x — k (so), u (So) > = 0, 
on en a bien une représentation implicite. Selon les 
dérivations indiquées, on voit qu’une intersection du 
premier ordre doit vérifier : 

(kls) u(s,)) =0, i.e. un vecteur tangent à Parc doit 
être orthogonal au vecteur normal au plan (le plan doit 
contenir la tangente à l’arc). Pour une intersection 
d'ordre 2, on a la condition supplémentaire 
(ss), u(s,)) = 0. n (so) est donc orthogonal à u (so), 
ce qui implique que le plan est confondu avec le plan 
osculateur à larc. Si T(S) # 0, l'intersection ne peut 
être d’ordre supérieur à 2. 

b) Intersection d’un arc simple et d’une sphère 
On suppose de nouveau que % (so) # 0. La sphère est 
représentée par l'équation implicite 
<x-m,x-m>-r2z0 (cf p.197). On a d’abord 
évidemment < k (sọ) - m, k(s) - m > -= r° = 0 ; les 
conditions pour un contact d'ordre > 0 s’obtiennent 
par dérivations successives par rapport à s de 

< k(s)- m, k(s) -m >. Pour un contact du premier 
ordre, on a : (k(s,), k(s,)- m) =0 , i.e, la sphère est 
centrée dans le plan normal et passe par k (so). 

Un contact d'ordre 2 n’est possible qu'avec des 
sphères dont le centre se trouve sur une certaine droite 
du plan normal, que l’on appelle axe de courbure. En 


effet, la condition ((s,), Æ(s,)- m) + 1 =0 jointe à la 


condition (k(s,), k(s,)- m) = 0 donne : 


m= k(s) + 4 n(s,) + Hb(s9) HER. 

L'axe de courbure est donc l'axe du cercle osculateur 
(fig. B;). 

Un contact d'ordre 3 n’est, quant à lui, possible 
qu'avec une seule sphère (t(s) # 0) que l’on appelle 
sphère de courbure ou sphère osculatrice. Elle a pour 
centre 

m, = (sg) + Le (50) + H, Bso) 


Aso) 


AN 
et pour rayon r, = —— | +u; avec 
P y VE 


On peut démontrer que larc décrit par m, quand s 
varie admet pour tangente en m, l’axe de courbure. 
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e= x (she) 


Les extrémités des vecteurs ayant une 
origine commune fixe et équipollents 
aux vecteurs { (s) décrivent un arc de 
cercle dans le cas d’une hélice. 


<t(s),e> = const. => <f(s),e> —0=n(s) Le 

=>e = cose ' t(s) + sine: b(s) 

=ë = cose (s) + sine: B(s), è = 0 

=0 =(X(s): cose — t(s): sine): n (s) 

=0 = X(s): cose — ts): sine 

Da t(s) __ COSE 
X(S) sine 


= cotan € 
Cylindre 


Cylindre déroulé sur un plan 


Hélice 


En 27] Développable des tangentes 
RM Développante 


wamama Fil non élastique de longueur 
constante, que l’on « déroule » 


mm Développée 


ld (s)-k(s)|=|-s+c| Rls) = k(s) + A(s) nts) + (s) b(s) 


Développées et développantes d'une courbe 
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Ares sphériques 

Les arcs tracés sur une sphère sont dits sphériques. 
D’après les résultats de la page 399 concernant la 
sphère osculatrice en un point, la Sphère sur laquelle 
larc est tracé doit lui être osculatrice en chacun de ses 
points, lorsque k E C?, x(s) = 0 et t(s) # 0. Le rayon 
r, de la sphère osculatrice et son centre m, sont alors 
constants. On en déduit qu’un arc satisfaisant les 
hypothèses ci-dessus est sphérique si, et seulement si, 
on a, pour tout s : 


Ts) = a X(s) | 0 


x (Ge 


Hélices 

On appelle hélices les arcs dont le vecteur tangent £(s) 
en un point quelconque forme un angle constant avec 
un vecteur unitaire donné e ; l’hélice circulaire de la 
figure A, page 392 en est un exemple, le vecteur e 


0 
étant alors e-[0). Tous les arcs plans sont éga- 
1 


lement des hélices. On peut caractériser les hélices de 

C? de courbure non nulle par une relation entre la 

courbure et la torsion : un arc de C? dont la courbure 

ne s’annule pas est une hélice si, et seulement si, 

t(s) 

~ = const.. La constante vaut cotan (£ (s), e) 

xls) 

(fig. A1). 

Rem. : Les droites passant par les points de larc et de 
vecteur directeur e décrivent un cylindre (au sens 
large), appelé cylindre rectifiant ; si l’on déroule 
l’ensemble sur un plan, l'arc devient une droite 
(fig. A3). Inversement, les arcs tracés sur un 
cylindre possédant cette propriété sont des hélices. 
Les hélices circulaires sont des hélices dont le 
cylindre rectifiant est un cylindre de révolution, et 
de plus ce sont les seuls ares de C? possédant 
simultanément une courbure et une torsion 
constantes. 


Développantes d’un arc 
On a vu page 395 que la tangente en un point Æ(s) de 
l'arc était définie par 

(1) x(A) = k(s) + At (s), AER. 
L'ensemble des tangentes à Parc forme la surface dite 
développable des tangentes à Varc (fig. B,), dont une 
représentation paramétrique est 

(2) x(s, A)=k(s)+2"t(s), sELAER. 
Si l’on fait varier s en associant à chaque s un certain 
À, on obtient par ce procédé de nouveaux arcs tracés 
sur la développable des tangentes. Ces arcs sont 
donnés par leur représentation paramétrique 

(3) k(s) = k(s) + A(s) t(s), SET. 

On appelle développantes de k ceux de ces arcs qui 
coupent orthogonalement les tangentes à la courbe k 


(fig. B,). De la condition (k(s) 1(s)) =0 on tire 


immédiatement qu'il faut que À(s)=- 1. Les déve- 


loppantes de k ont donc pour représentation paramé- 
trique 
(4) d(s)=k(s)+(-s+c)t(s),  sEI, 

avec c E R. Tout arc régulier de C? possède donc une 

famille à un paramètre de développantes. On a 

évidemment |d (s) — k (s)| = |- s + c|, si bien que l’on 

peut construire une développante comme le montre la 
figure B,. Cette construction explique le choix du 
terme « développante ». 

Rem. : L'utilisation de la notation s dans la 
représentation paramétrique (4) ne signifie pas que les 
développantes admettent s comme paramétrage 
normal, En général, s n’est que la longueur de Parc k. 


Développées d’un arc 
On peut s’intéresser au problème inverse de celui 
consistant à trouver les développantes d’un arc. Etant 
donné un arc k, on doit déterminer les ares k dont k 
est une développante. Pour tout k E © avec x(s) # 0, 
on trouve une famille à un paramètre d’arcs de ce 
type, que l’on appelle développées de k. 
Pour donner une représentation paramétrique d’une 
développée, on écrit, comme dans la figure B;, 
l'équation 
F(s) = k(s) + A(s) n (s) + u(s) b(s), 
où les fonctions À (s) et (s) sont à déterminer de telle 
sorte que kls) et A(s)n(s) + u(s) b(s) soient colinéaires. 
On calcule Rls) en utilisant les formules de FRENET 
(p. 397). Le produit vectoriel du résultat obtenu par 
A(s) n (s) + u(s)b (s) doit être nul, On en déduit 
A(s) = TE et une équation différentielle pour u (s), 
S, 
Ps 
dont la solution est Hs) = A cotan | at) dt +C 
xs) Jo 
C étant une constante réelle que Pon peut choisir 


arbitrairement, on obtient une famille de développées 
de représentation paramétrique 


À(s) = kls) + = n(s) 
#6) (5). 


+ 5 cotan (f a(t) dt + c] ls) 


Rem, : Comme précédemment, la longueur s de larc 
k n'est pas en général un paramètre normal des 
développées. 

En comparant cette représentation paramétrique avec 

celle de l’axe de courbure (fig. B, p. 398), on constate 

que toutes les développées sont tracées sur la surface 
engendrée par l'axe de courbure, représentée par 


x(s, 4) = k(s) + FA n(s) + ub(s), (s, 1) E R? (6). 


Rem. : Lorsque s varie, le centre de la sphère 
osculatrice à k décrit un arc dont les tangentes sont 
les axes de courbure de k. Les développées de k sont 
donc tracées sur une développable de tangentes. 
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X(s)= lim 


a(s, h)= X (t(s), t(s + h)) 
= B(s + h) — B(s) 


UT 


ro = (t0) »io= (ue) = (E20) io (rés “ft 


kals) 
k (s) k 1(s) 
kals) (5) 


k(s) 
det(k(s), k(s)) = 


sin f(s) 
= f(s) : cos? B(s) + B(s) : sin? (s) = (9) =X(s). 


B(S) cos p(s) 


Les aspects des deux figures pour 4 > 0 font qu'on parle à gauche d’une courbure positive, à droite 


A d’une courbure négative. 


Courbure d’une courbe plane 


Cercle de 
courbure 
7 


Cercles 
de courbure 
aux sommets 


Représentation 
d’une ellipse 
X(t)= ab(a? sin? t + b? cos? 1)" 1 


Lieu des centres des cercles de courbure : 


h? 


3 
a— r, cos™t 
me ( J 


b-r) a te [0;27] 


Rg 
aè 
b 

En chacun des sommets de l'ellipse, la dérivée 
première de la courbure est nulle ; en revanche 
elle ne s’annule pas pour les autres points de la 
courbe. Cette propriété justifie la position de 
lellipse par rapport à son cercle osculateur dans 
un voisinage du point de contact : en ses sommets 
l’ellipse reste d'un même côté du cercle 
osculateur, alors qu'ailleurs elle traverse celui-ci. 


(@ Rem. : Le lieu des centres des cercles de courbure est la développée de l’ellipse dans son plan. 


Cercle de courbure pour l’ellipse 


Courbes planes 

Une courbe plane, dans le cadre de la théorie des 
courbes dans R?, est tout simplement un arc 
particulier dont la torsion t(s) est nulle en tout point 
(p. 397). On peut donc simplifier les résultats de la 
théorie des ares dans R°. Si l’on traite cependant les 
courbes planes à part, c’est qu’il est possible 
d'introduire dans le plan des propriétés intéressantes, 
car dans un plan euclidien que l’on oriente, on peut 
construire des angles orientés, processus impossible 
dans IR? même muni d’une orientation, 


Représentations d’une courbe dans IR? 


a) Représentation paramétrique 

Les représentations paramétriques d'une courbe dans 
R? se font à l’aide de fonctions de R dans R? 
données par leurs composantes 


k(i)= Hi IEL ExcfigC. 


La notion de changement de paramétrage admissible 
se définit comme dans R? (cf. p. 393). 
Si k E€ C! et si l'arc est régulier, l’abscisse curviligne 
s peut être prise comme paramètre normal. On définit 
le vecteur tangent t(s) par t(s) = k(s). 


b) Représentation explicite 

Soit f : 1 — IR une fonction de IR dans IR possédant 
des propriétés de dérivabilité convenables ; le graphe 
de cette fonction peut être considéré comme une 
courbe. L'écriture y = f(x) s'appelle équation explicite 
de la courbe. On en tire facilement une représentation 
paramétrique : 


| ju) 


Les propriétés de dérivabilité de k sont celles de f. 


c) Représentation implicite 

Quand une courbe k satisfait une équation du type 
F(x, x) = 0, c.-à-d. quand on a F(k(0, k() = 0 
pour tout £, on parle d’équation implicite de la courbe. 
F est alors une fonction de R° dans IR avec des 
propriétés de dérivabilité données (résolution dans un 
voisinage p. 325). Si, par exemple, F possède deux 
dérivées partielles qui ne s’annulent pas 
simultanément, l’équation de la tangente en un point 
oi Xoz) de la courbe s'écrit : 


pe a eaa 0. a 
(EM) ax, (Xon X02) + (12 = X02) dx, (Yor Xo2) = 0 

Courbure d’une courbe plane 

Le plan euclidien est orienté. L'angle d’un couple de 
vecteurs non nuls (et non d’une paire) est un réel 
défini à 2x près ; on peut convenir de le prendre dans 
]- x, x]. Un arc orienté de classe C! et régulier peut 
être muni d’un paramétrage normal correspondant à 
son sens d'orientation s > k(s). La tangente au point 
k(s) est orientée, comme en dimension 3, par le 
vecteur unitaire Æ(s). Si k E€ C?, le rapport 

£ (t(s), t(s +h)) 

h 

Cette limite est y(s), courbure plane non 


a une limite dans IR quand 4 — 0. 
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nécessairement positive. On a, comme dans R?, 

1%s)|=|Ř(s)| (voir p. 394). 

On constate que si Pon change une et une seule des 

deux orientations, celle du plan ou celle de la courbe, 

X (s) se change en son opposée. 

Rem. : Si on ne dispose pas d’un paramétrage 
normal, mais d’un autre paramétrage admissible en 
1, la courbure est donnée par l'expression 


der (hfe), K()) 
Re 
Ka 
d’une fonction réelle x —> f(x) = y, dans un repère 
orthonormé (O, x, y) direct, on a simplement 
a 
x)= — DRE 
[+ 21] 
(voir p. 302), l'orientation de la courbe étant prise 
dans le sens des x croissants. 
Base de FRENET 
Dans le cas d’une courbe paramétrée normalement de 
courbure non nulle, on définit, en plus du vecteur 
tangent £ (s), le vecteur normal n (s) par : 


. En particulier, si la courbe est le graphe 


. Son signe est celui de f(x) 


n(s)= FE k(s). 


En chaque point de la courbe, le couple (t), n ©) 
définit une base appelée base de FRENET (fig. B). Si 
est de classe C?, on a les formules de FRENET (voir 
p. 397) : 
ils) = xs) ns) et à(s) =- xs) Ks), 
Le théorème fondamental de la page 397 se simplifie 
dans le plan : si l’on se donne s —> x(s), fonction 
continue, la courbe k est déterminée à un déplacement 
près dans le plan orienté, 
Rem. : La normale principale est orientée par n si 
x(S) > 0, — n dans le cas contraire. 


Cercle osculateur 


Si x(s) est non nul, 1 est le rayon de courbure 
xls) 
relatif. Le cercle de courbure est le cercle centré au 


centre de courbure m, = kije js) de rayon 
s 


1|, Il est indépendant des orientations du plan et 
xs)! ï 
de la courbe, car m, = k(s) + 1 ~ k(s). C'est le seul 
xs) 
cercle ayant un contact d'ordre 2 avec la courbe k au 
point &(s) (p. 399), d’où son autre nom de cercle 
osculateur, Ex, : ill. C. 


Développantes et développées d’une courbe plane 
Les développantes et les développées d’une courbe plane 
sont définies comme à la page 401, en considérant la 
courbe comme un arc dans IR*. 

On en déduit que les développantes de la courbe se 
trouvent nécessairement dans le plan de celle-ci, tandis 
que les développées sont tracées sur un cylindre dont 
les génératrices sont perpendiculaires à ce plan. 

L'une des développées est engendrée par les centres 
des cercles osculateurs de la courbe initiale. Toutes les 
développées sont des hélices pour la direction 
commune des génératrices de ce cylindre. 
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A; 


u 


Surface définie comme image d’une fonction de R? dans IR? 
a: D R? déf. par (u, V) > a (u, V) 


fau) 


Surface définie comme graphe d’une fonction de IR? dans R 
f: D IR déf. par (u, v) > f(u, v) 


D = {(u, v)[u? +0? < 1 A 
(w+0vu<0)} 


f:D> R déf. par f (u, 0) = V1- u?- v? „ie. 


AINAN 
at= Hi 


DA 


ET et 


Les représentations paramétriques de B, et B, sont de la même classe, car il existe un changement de 
paramétrage admissible (les variables de B, sont notées à et Ù) : 


sin à cosô 
sin à sinô 


- = sin à cos à + 0 


Demi-sphère ouverte et fendue 


Log ( 
PON 


y 


j 


FA | Jigne u 


Courbes coordonnées, arcs tracés sur une nappe 
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Comme pour les arcs, on est amené à considérer 
les surfaces dans un cadre permettant Pusage des 
résultats de la géométrie différentielle. En 
particulier, on supposera que les fonctions étudiées 
possèdent des propriétés de dérivabilité suffisantes. 
Dans le cas le plus simple, on peut interpréter une 
surface comme le graphe d’une fonction de IR? dans 
R. Plus généralement, les images de certaines 
fonctions de IR? dans R? peuvent être considérées 
comme des surfaces (Ex. : fig. A et B). 

Pour obtenir une notion de surface la plus commode 
possible, on introduit d’abord la notion de nappe 
régulière, puis on définit celle de surface à la page 407. 


Notion de nappe régulière 

Par nappe, on désigne l’image dans IR d'un ouvert 
connexe D de IR? par une application continue 
injective a, que l’on appelle représentation 
paramétrique (fig. A). Cette nappe est dite régulière 
si a est continüment dérivable sur D et si le produit 
vectoriel 


da da 
1 1 
Ceran v| pn v| 
zu te) ya wY) 
ù ô da da 
A u, vx PE (ue, o): =| E u, o) f) (ue o) 
du av ou av 
da; az | 
© (u, U © (u, v 
du (uv) JV (h, |} 


est non nul pour tout (u, v) ED . 
Grâce à ces hypothèses, une telle nappe possède en 
chacun de ses points un plan tangent (voir p. 407). 
Rem. : On parle d’une nappe de classe C' (r EN \ {0}) 
quand a est continüment dérivable au moins r fois. 
Le graphe d’une fonction de IR? dans IR définie sur D 
par (u, v) —> f(u, v) est donc une portion de nappe 
régulière à condition que D soit un ouvert connexe de 
R? et que f soit de classe C'. En effet, on peut 
manifestement déduire de f une représentation 
paramétrique a; correspondante (fig. À;) continûment 
dérivable et vérifiant : 


af 
Eu v) 
du 
da da o 
1 of 
—(u, v) x -— (u, v) =| -> (u, v) #0. 
TA u) Jul vu) av! vu) 


On appelle alors f une représentation explicite de la 
nappe régulière. Æx. : fig. Bz. 

Comme un arc de courbe, une nappe régulière 
possède une classe de représentations paramétriques, 
dans laquelle on passe d’une représentation à l’autre 
par un changement de paramétrage convenable 
(admissible). à 

Si l’on effectue un changement p : D — D par 
(u, v) > (u, v), D étant un ouvert connexe de IR?, on 
obtient entre autres, sous réserve de dérivabilité, 

De nr. da 

(1) ETS (à, ©) x 30 (â, ò) = Di. à ie (u, v) a 


où = det Fa représente le déterminant 
D(ü, ©) d(à, ô) 

jacobien de p (p. 323). Aussi doit-on imposer à p 
d’être au moins de classe C', d’avoir un jacobien 
partout non nul, et de réaliser une bijection bicontinue 
de D sur D, c.-à-d. d'être un difféomorphisme de D 
sur D. On dit qu’un tel changement de paramétrage 
est admissible (Ex. : fig. B;). L'image et les propriétés 
de dérivabilité de la représentation paramétrique sont 
invariantes par un changement de paramétrage 
admissible. 


Coordonnées curvilignes, courbes coordon- 

nées sur une nappe régulière 

On voit sur la figure A, qu’à toute famille de courbes 

dans D définies par u = const. (resp. v = const.), on 

peut faire correspondre une famille de courbes sur la 
nappe régulière. On appelle celles-ci courbes 
coordonnées, en désignant souvent par lignes u, resp. 
lignes v, les courbes v = constante, resp. u = constante. 
(u, v) E D étant donné, le point a(u, v) se situe 
évidemment à l'intersection des lignes u et v corres- 
pondantes (fig. C;). Cela rappelle la détermination 
d'un point dans un système de coordonnées par 
l'intersection de droites parallèles aux axes, si bien 
que l’on appelle u et v les coordonnées curvilignes 

(ou paramètres de GAUSS) du point. 

Ex. : Sur la surface terrestre, on choisit en général la 
latitude et la longitude pour repérer un point. Les 
parallèles et les méridiens constituent alors les deux 
familles de courbes coordonnées. 

Les courbes coordonnées sont des courbes de classe 


C! (resp. de classe C’). a (u, v) est un vecteur tangent 
ou 


: : da à 

à une ligne u, En (u, v) un vecteur tangent à une 
Ov 

ligne v. Comme le produit vectoriel de ces deux 

vecteurs n’est pas nul, ils sont linéairement 

indépendants sur la nappe régulière (fig. C,). 


Courbes tracées sur une nappe régulière 

Soit une nappe régulière définie par a (u, v), avec 
(u, v) E D. On peut construire une courbe tracée sur 
cette nappe de la façon suivante : soit une fonction de 
R dans R? @ : 1 — D définie par 

t > (u, v) = q(0 = (gi), p(t)), de classe C! 
(resp. C’) et telle que (f) et (£) ne s’annulent pas 
simultanément. a o , définie par 

a(p() = a (p ()), g(0) pour t E F est alors une 
représentation paramétrique d’une courbe de classe C' 
(resp. C") tracée sur la nappe régulière (fig. C;). En 
notant k = a o g, on obtient par dérivation : 


dA (go): psl) 


Kl= ŠE o): gl) + 9% 


k'(t) est un vecteur tangent à la courbe au point 


a(o Ù). 
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7 tangent 


da 
du (ep) 


Normale 


Vecteur tangent : Vecteur unitaire normal à la surface : 


da 


du 
h* (u, 0) = = — 
da da 
Su vyx DE qu, v)| 


da 
=). 24 , da (u, v) x < (u, V) 
k (ÿ=À Ji (u, V) + u JD (u, v) dv 


Équations du plan tangent : 


DM Graphe de la fig. C,, p. 306 E Graphe de la fig. B}, p. 212 


L'intersection de toute boule ouverte centrée en P L'intersection de toute boule ouverte, centrée en P 
B, ‘vec la surface est la réunion de deux nappes. B; avec la surface est réunion d’une infinité de nappes. 


Surfaces 


Point du 
demi-espace 
positif 


Point du 
demi-espace 
G, négatif 


Orientation, orientabilité 
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Plan tangent à une nappe, vecteur normal à 
une nappe 
L'expression d’un vecteur tangent (p. 405) à une 
courbe régulière tracée sur une nappe elle-même 
régulière montre que la tangente à une telle courbe en 
un point a(ws, Vo) de la nappe appartient au plan 
da ða 
CA bre 
du öv 
plan Tọ ne dépend pas du paramétrage. De plus si l’on 
prend la courbe (u (f) = u + at, u(t) = v+ Pt), on 
constate que toute droite de T, passant par a (tp, Vo) 
est la tangente à au moins une courbe de la nappe en 
ce point. Le plan T, est par définition le plan tangent à 
la nappe au point (de contact) a (uv). On appelle 
vecteur normal à la nappe le vecteur unitaire 


(tio, Vo). On vérifie facilement que ce 


d'a; (u, v) x ET (u, v) 
h'(u, v): = a i , également noté 
da a 
TE (u, v) x 2 (u, Y) 
ðu (uv) 0 a ) 


h'(a(u, U)). On peut alors écrire l’équation du plan tan- 
gent sous forme normale : < x -a (u, v), h* (u, v) > = 0. 
La droite orthogonale au plan et passant par le point 
de contact est appelée normale. 


Notion de surface 

Le fait, par exemple, qu’une « surface » aussi 
importante qu’une Sphère, qu’un cylindre de révolution, 
ou encore qu’un cône de révolution ne soit pas une 
nappe régulière montre qu’il faut aller au-delà de cette 
notion pour concevoir ce que peut être une surface. En 
réalité ce mot peut avoir plusieurs sens, selon l'usage 
qu’on en fait, Ainsi une surface § peut être considérée 
comme une partie de IR? satisfaisant par exemple à la 
condition suivante : 

Pour la topologie induite sur $ par celle de Rî, tout 
point de $ possède au moins un voisinage qui soit 
homéomorphe à une nappe régulière de classe CA. 

On a alors une condition très forte, satisfaite par une 
sphère, un cylindre de révolution et bien d’autres 
surfaces classiques, Mais des surfaces non moins 
intéressantes, telles qu’un cône de révolution, la surface 
B, p. 400, les surfaces B, et B, p. 406 ne satisfont pas 
cette définition. Ainsi le sommet du cône doit être exclu, 
de même que les points des lignes en rouge pour les 
surfaces B, p. 400 et B, p. 406. Plus compliqué encore 
est l'exemple B, p. 406. Tous les points d’une partie 
plane incluse dans la surface doivent être exclus. 

En proposant la définition qui va suivre, on obtient des 
« surfaces » dont on exige a priori qu’une partie non 
vide soit constituée d’une réunion de nappes 
régulières, les autres points demandant une étude 
particulière. 

Une surface $ est un sous-ensemble de IR? qui peut 
être obtenu 

1) soit par une représentation implicite f (x) = 0 avec 
xX = (Xp Xy X3) E R? et f, fonction de classe C$, k > 1, 
s’annulant en au moins un point régulier 


GE f = 0 et ai, ŽL (€) = 0). 
ox, 


2) soit par une représentation paramétrique x = a (u, V), 
de classe Cf, k > 1, l'existence d’au moins un point 
régulier étant exigée (1Ë = aus, vo) avec 


ða da 
(és x 2a) (uo w) #0). 


On remarquera que 1) comme 2) permettent d’avoir 
une représentation paramétrique régulière locale 
autour de tout point régulier de la forme x; = g (x; x). 
La surface contiendra bien des nappes régulières et un 
autre sous-ensemble de points (qui peut être vide) néces- 
sitant éventuellement une étude à part. L'un des problè- 
mes qui se posent est celui du chevauchement des nappes 
régulières. Il n’est pas abordé ici (voir en particulier le 
chapitre consacré aux variétés différentiables). 

Si l’on reprend les exemples cités plus haut, le 
sommet d’un cône de révolution est un point singulier. 
Il n'appartient à aucune nappe régulière incluse dans 
le cône, de même que les points de la ligne rouge de 
B, p. 400. En revanche tout point de la ligne rouge de 
B, p. 406 appartient à deux nappes régulières. Quant 
aux points de la partie plane de B, p. 406, ils sont en 
fait tous sur une même nappe régulière. 


Orientation d’une surface 

a) Orientation d’un plan : On peut définir un plan 
dans IR? par un de ses points et un vecteur normal 
unitaire k. Cela permet de distinguer un côté positif et 
un côté négatif de part et d’autre du plan (fig. C,). On 
peut également choisir une orientation positive du 
plan, c.-à-d., conformément à l'usage, définir comme 
sens de rotation positif celui qui, vu depuis le côté 
positif du plan, tourne dans le sens inverse de celui 
des aiguilles d’une montre (fig. C,). 

Il est évidemment possible de choisir l'orientation 
inverse, dite négative. 

b) Orientation d’une surface : Comme toute surface 
régulière possède en chacun de ses points un plan 
tangent, il suffit de définir localement l'orientation d’une 
telle surface comme étant celle du plan tangent, c.-à-d. 
que l’on choisit comme orientation positive celle qui 
correspond au vecteur normal à la surface h' (fig. C). 
L'orientation dépend de la représentation para- 
métrique. La formule (1) de la page 405 montre que 
les vecteurs normaux 4'(u, V) et h'(u, v) ne coïn- 
cident après un changement de paramétrage admis- 


D 
sible p que si det -— pe >0. Sinon, l'orientation 


D(A, à 


change. 

On peut donc se demander si l’on peut paramétrer 
localement une surface régulière de telle sorte que le 
vecteur normal à la surface en chacun de ses points, 
h', puisse varier continûment le long de n'importe 
quel chemin tracé sur celle-ci, En particulier le long 
d’un chemin fermé quelconque, le vecteur ' doit 
toujours se retrouver identique à lui-même et non en 
son opposé. Si cela est possible, la surface est dite 
orientable, Une condition suffisante pour qu'une 
surface régulière soit non orientable est donc qu’il 
existe au moins un chemin fermé pour lequel le retour 
au point de départ après un tour, donne non pas le 
vecteur normal initial, mais son opposé. C’est par 
exemple le cas pour la bande de MoëBius (fig. C, ci- 
contre et fig. À p. 246). 

Cependant la bande de MoëBius, comme toute surface 
régulière, est orientable localement. 
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Représentation paramétrique : 


Coefficients de la forme fondamentale : 
F COSU COS D F COSU COS D 


E (u, v):= (a (u, V), ga (u, v) = rcosusinv |, | rcosusinv |) =r? 
du $ —rsinu —rsinu 
r COSU COSU —rsinusinv 
F (u, v):= (22 (u, V), 2e (u, v) = (|rcosusinv], | rsinucosv|) =0 
ou P =r sinu 0 
—r sinu sinv =r sinu sinv 
G (u, V): = (2 (u, v, 2 y (m DE rsinucosv|, rsinucosv|) =r? sin?u 
0 0 


A Première forme fondamentale : r° (du? + sin? u du?) 


Première forme fondamentale (sphère) 


LL <k'(to) k' k'o) 
IKEAN Co) B, 


rsin — cylindre 
fendu 
v o 
=10:27[Xx]0:; selon une 
RN 14 fi Mii W o je p M A US génératrice 
u 
k (0) PR + 
Pour une courbe tracée dans D avec k (t) = KOL te Let pour son image k par f'on a : 
2 
r cos KO 
= 
k(t)= f(k(t))= r sin - aO „telie. 
klt i 


b ii É b 
10 = f yko, ROA = [VAR OP + TROP de = k). 


fest donc isométrique. 


Enroulement d’un rectangle sur un 
cylindre fendu selon une génératrice 
ED 4 


Nappes isométriques 


Ci 
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Mesure de la longueur sur une nappe régulière 
Soit une nappe régulière définie par a(u, v) avec 
(u, v) E D, et un arc de classe C’ tracé sur cette 
nappe, d'équation K(f) = a(p() = a (pi (À, (0) avec 
t E [a, b]. En utilisant les formules de la page 395 
concernant la longueur d’un arc, on peut calculer la 
longueur de cet arc : de 


Klo) = PE (po) pilo + € (pt) pal) 


on tire 
l= f VE (gt +2F q(t) qli) + G(a(o) dr, 


où E, F et G, définis comme dans le tableau A, portent 

sur u = (f), V = p(t) (écriture abrégée). 

Rem. : En substituant u! et w? respectivement à u et v, 
on peut remplacer £, F et G par les notations corres- 
pondantes 
81v 8r (TCSP. 821) et 8% (p. 418). 

On appelle première forme fondamentale de la théorie 

des nappes (ex. tab. A) l'expression 

E(u, v)du? + 2 F (u, v)du du + G (u, v)dv?. E, F et G 

vérifient £ > 0, F > 0, EG — F? > 0 (forme quadratique 

définie positive). 

EG-F?= |28 


du 
de la forme. On le note W? ou encore g quand on 
utilise les ga. 

La première forme fondamentale est invariante par 
tout changement de paramétrage admissible, 

La longueur d’un arc AB tracé sur la nappe est l’inté- 
grale curviligne de la racine carrée positive de la 
première forme fondamentale le long de AB. 

Mesure d’angles sur une nappe régulière 
Soient deux arcs simples orientés réguliers définis sur 
une nappe régulière par k (f) = a (p (0)), avec t E 1, et 
k(1) = a eD) (avec £ EL. On suppose qu'ils se 
coupent au point k(t), k(t) = R(t). On appelle « angle 
des deux arcs en ce point commun » langle æ de leurs 
vecteurs tangents en ce point (fig. B4). I vérifie : 
(âa) 


LAUIE o)l 

Lorsque l’on connaît la première forme fondamentale, 

on peut donc également mesurer les angles. 

En particulier, on peut calculer les angles sous 

lesquels se coupent les courbes coordonnées (p. 405). 

En un point a (up, Vo) de la nappe, une ligne u a pour 

équation ọ (f) = (p ©, @(0) = (t, v), et une ligne v : 

P) =(P, (d), D:(0) = (tto ?). On en tire donc : 

cos a m — , resp. sin q= Vec- 
VEG VEG 

Un réseau de courbes coordonnées est donc 

orthogonal si, et seulement si, F = 0 partout. 

Ex. : fig. B} 

Mesure d’aires sur une nappe régulière 

Etant donné la définition $ la p. 349 et la relation 


EG - 


u, U) x Jeu, of est le discriminant 


, a E [0, x]. 


COS Q = 


Eu, v) M v)|, l'aire d’une partie 


du 


quarrable B d’une nappe régulière vaut : 
A= l EF -G° du dv. 

Quand on sait calculer la première forme 

fondamentale d’une nappe régulière, on peut donc 

étendre à cette nappe les notions de longueur, d’angle 
et d’aire. 

Rem. : La première forme fondamentale s’appelle 
également forme métrique fondamentale, car elle 
permet l'introduction d’une métrique au sens 
topologique sur la nappe. 


Nappes régulières isométriques, géométrie 
intrinsèque 

Soient deux nappes régulières N, et N, définies resp. 
par les paramétrages admissibles (D,, a,) et (D, a). Un 
difféomorphisme d appliquant le domaine D, sur le 
domaine D, permet de construire une transformation A 
amenant Yè, sur À, : a, o d o a!. Une transformation 
de ce type applique tout arc régulier 4, de À, sur un 
arc régulier 4, de X, Elle est dite isométrique si pour 
tout #,, la longueur de 4, est conservée : 
L(A) = L(A). La transformation A=! définie par 

a, o d>’ o a"! jouit des mêmes propriétés et les deux 
nappes sont dites isométriques. Ex. : fig. C.. 

On démontre que deux nappes régulières sont 
isométriques si et seulement s’il est possible de 
construire une transformation telle que, pour tout 
couple de points homologues, les premières formes 
fondamentales soient identiques. Cela n’est pas 
toujours possible, En particulier aucune nappe 
régulière sphérique ne peut être mise en correspon- 
dance isométrique avec un quelconque domaine du 
plan euclidien (p. 404 ill. B). Aucune carte géomé- 
trique plane ne respecte les distances. 

Une déformation continue sans allongement ni 
rétrécissement permet de concevoir une transfor- 
mation isométrique, sans que l’on puisse affirmer que 
toute transformation isométrique puisse être 
appréhendée de cette façon. Par exemple, si l’on 
enroule une feuille de papier sur un cylindre ou un 
cône, toute courbe tracée sur la feuille « imprime » 
sur le cylindre, resp. le cône, une courbe de même 
longueur (ill, A, p. 400). 

Si l’on définit une géométrie métrique sur une nappe 
régulière, sans tenir compte de l’espace environnant, 
c.-à-d, en utilisant seulement la donnée de la première 
forme fondamentale, la seule différence entre deux 
nappes régulières consiste en une différence de 
distance. 

Toutes les propriétés géométriques qui ne dépendent 
que de la première forme fondamentale sont dites 
propriétés intrinsèques, et on parle d'une géométrie 
intrinsèque. Des nappes régulières isométriques ont 
donc la même géométrie intrinsèque. 

Les surfaces isométriques au plan sont, en dehors des 
plans eux-mêmes, les cylindres, les cônes et les 
développables des tangentes, c.-à-d. les surfaces qui 
sont engendrées par les tangentes à une courbe 
régulière non plane (fig. B, p. 400). (voir p. 415). 
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Xa (s) et #, (s) sont définies par : 


En multipliant resp. par 4‘ (s) et h* (s) X t (s), on 
obtient : 


6) )} PA 


Avec k (s) = X% (s) -n (s) on a de plus (# (s) étant le 
vecteur normal principal) : 


O BOEKO COTON 


Calcul de la courbure normale à l’aide de la relation x, (s) = (* (s), k (s)): 


OO) 


kO E OO TON 


ora: 


du ðv 


e a? | 
GO AO AO 2 COCO) 


TAOLA ACOR AG 


et on obtient avec les écritures simplifiées L, M et N pour L (¢ (s), M ((s)} et N ((s)) : 


Courbure normale et courbure géodésique, calcul de la courbure normale 


Section normale dans la direction 
# donnée t (s) 


Mxn Centre du cercle de courbure de la 
section normale 


Xn(s) Courbure de la section normale 


Ans) = IX, (s) 
Bi 


n tangent 
en coupe) 


lan osculateur 
vu en coupe) 


ormal commun à 
S arcs tracés sur 
e ayant le même 
sp. — t (s)). 


Avec (4), fig. À, , on obtient pour y, (s) + 0 : 
UE EN | 
XO Xa) 

On en déduit le théorème de MEUSNIER : 

Pour tous les arcs d'une nappe régulière ayant en un 

point P même direction de tangente + t (s), les centres 

de courbure en P décrivent un cercle du plan normal 
B, commun en P si %, ($) + 0. 


cos (h* (s), n (s )) 


Section normale et théorème de MEUSNIER 
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Courbure d’une nappe régulière 

La « courbure » en un point a(u, v) d’une nappe 
régulière permet en général de préciser localement la 
position de celle-ci par rapport à son plan tangent. 
Pour l’étudier on sélectionne des arcs remarquables de 
la nappe passant par a(u, v) dont on calcule la 
courbure, ce qui exige pour toutes les fonctions de 
paramétrage d’être au moins de classe ©. 


Courbure normale, courbure géodésique 

Pour simplifier, dans la suite, les arcs tracés sur une 
nappe seront toujours paramétrés normalement. Pour 
exprimer la courbure x (s) = lk(s)| (p. 395) relative à 
un arc donné par k(s) = a(p(s)) on n'opère pas 
directement. Il est plus pratique d'introduire deux 
nouvelles courbures, liées au fait qu’il s’agit d’un arc 
tracé sur une nappe, la courbure normale %,(s) et la 
courbure géodésique y,(s), qui sont reliées à la 
courbure par l'égalité [x, (5) + [x (S)P = [x (s)P. 
On définit ces deux types de courbure de la façon 
suivante (cf. fig. A,) : on opère avec le trièdre de 
DaRBOUX-RIBAUCOUR défini au point a(¢(s)) par le 
vecteur normal à la surface h'(g(s)) — que l’on 
notera par la suite k'(s) — le vecteur tangent £ (s), et 
leur produit vectoriel k'(s) x t(s). (I ne faut pas 
confondre ce trièdre avec le trièdre de FRENET.) k(s) 
est dans le plan défini par k*(s) et h'(s) x t(s) et a 
pour composantes %,(s) sur h'(s) (composante 
normale) et x,(s) sur h'(s) x t(s) (composante 
tangentielle), ce qui détermine sans ambiguïté x, ($) et 
Xl). 

On en déduit les relations fondamentales entre x,(s), 
X(s) et x(s) données dans Pill. A,. 


Calcul de la courbure géodésique 

Si Pon cherche à calculer la courbure géodésique en 
un point d’un arc tracé sur une nappe régulière en 
utilisant la formule x,(s) = det (k(s) , k(s) ,h'(s)), on 
s'aperçoit que cette courbure ne dépend, en dehors de la 
courbe et de l'orientation (signe), que de la première 
forme fondamentale : elle s'exprime en effet à l’aide des 
dérivées premières et secondes de u et v par rapport à $ 
(pour la courbe), de £, F et G et de leurs six dérivées 
partielles premières en u et v (pour la première forme 
fondamentale), Cela signifie que la courbure géodésique 
est une propriété de la géométrie intrinsèque de la 
nappe. Elle n'apporte donc aucune information sur les 
propriétés de « courbure » de la nappe dans l’espace. 

On utilise la courbure géodésique pour distinguer 
certains arcs, par exemple les lignes géodésiques. On 
désigne par ce nom les arcs ayant une courbure 
géodésique nulle en tout point. En particulier tout arc 
inclus dans une droite est une géodésique puisque sa 
courbure est nulle. Une ligne géodésique non 
rectiligne possède cette propriété particulière que le 


vecteur normal principal à Parc et le vecteur normal à 

la nappe sont colinéaires. 

Rem. : Le plus court chemin entre deux points d’une 
nappe est toujours une ligne géodésique (cf. p. 369). 
Mais n'importe quelle ligne géodésique n’est pas 
forcément le plus court chemin entre deux points, 
comme le montre clairement le cas d’un grand 
cercle sur une sphère. 

Contrairement à la courbure géodésique, la courbure 

normale donne des informations sur la « courbure » 

de la nappe. 


Calcul de la courbure normale 
Le calcul du tableau A, donne : 


22 LS) + 2M ds) PAs) + N (As) 
resp. 
+ 2 , , f 2 
mad) 2M pi (t) palt) + N(g:(0) 
V BOROS +E) pal + Nlo 

où L, M et N sont les produits scalaires indiqués au 

tableau. On appelle deuxième forme fondamentale la 

forme L du? + 2 M du du + N dv’. 

Elle est, au signe près (orientation), un invariant sous 

tout changement de paramétrage admissible. 

Rem. : Si on remplace les paramètres u et w par u' et 
æ#, on note L, M et N respectivement bi, Diz (ou bzi) 
et by. L'expression LN — M? est le discriminant b de 
la deuxième forme fondamentale. Contrairement à 
celui de la première forme fondamentale, il peut 
prendre des valeurs négatives ou nulles. 

La deuxième forme fondamentale permet donc de 
calculer la courbure normale de tous les arcs passant 
par un point donné de la nappe (quotient de la 
deuxième forme fondamentale par la première forme 
fondamentale). On constate alors que la courbure 
normale en un point d’un arc régulier de la nappe ne 
dépend que de la direction de la tangente à Parc en ce 
point. Ainsi deux arcs tangents en un point ont même 
courbure normale en ce point. 

Dans ces conditions, on définit pour une direction de 

tangente donnée, le plan passant par un point de la 

nappe et contenant les vecteurs £(s) et k'(s). Son 
intersection avec la nappe régulière est un arc plan, 
que l’on appelle section normale dans la direction #(s) 

(fig. B,). Pour toute section normale, on a 

[cos (R°(s), n(9)| = 1 Le. xal) = AO! où xx) 

désigne la courbure de la section normale, On peut 

donc calculer les courbures normales en un point 
d’une nappe simplement à partir des courbures des 
sections normales en ce point. 

Le théorème de MEUSNIER (fig. B,) permet de 

remarquer que la courbure de la section normale en un 

point pour une direction de tangente donnée est la 
plus petite des courbures des arcs passant en ce point 
avec cette même direction de tangente. 
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Voisinage d’un point 


Exemple simple de voisinage Ë 
hyperbolique P 


Voisinage d’un 5 À 
d’un point parabolique P Åz 


A, Point elliptique P 


Représentation paramétrique : 


avec (u, v}e[0: 2x] x [0:27] 


Discriminant : b=r,:(r, +r, cosv):cosv 
BSCÆCOSES0 points elliptiques 
points paraboliques 


1b= 0260800! 
paoor] points hyperboliques 


Partie d’un tore 


Nappes 
possédant un point 
méplat 


X 
a(u, v) = ; a(u, v) = v 


As Surface de révolution k A6 « selle de singe » v(v? — 3u?) 


Classification des points d’une nappe 


Point 
elliptique 


B, 


Point 


hyperbolique 


On déduit de la figure : 
cose = e} ' YN(e) ct B, 
sin?e = e} YN(E). 

Le théorème d'EULER donne alors : 


Point 
parabolique 


Indicatrice de DUPIN 


Indicatrice de DUPIN 
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Classification des points d’une nappe 

On étudie ici, en un point P d’une nappe régulière, le 
signe de b. (On rappelle que b est le discriminant 
LN — M? de la deuxième forme fondamentale (p. 411) 
pour le point concerné.) 


(Db>0 

La courbure normale ne peut pas s’annuler et garde 
donc un signe constant (continuité). On peut alors 
trouver un voisinage de P sur la nappe dont tous les 
points, hormis P, sont situés dans l’un des demi- 
espaces ouverts définis par le plan tangent en P (fig. 
A). On parle de courbure elliptique en P et on dit que 
P est un point elliptique. 

Ex. : Un ellipsoïde (cf. p. 202, fig. Aal) a une 

courbure elliptique en chacun de ses points. 


2)b=0 

Si L, M et N ne sont pas tous les trois nuls, il existe 

une et une seule direction de tangente en P pour 

laquelle la courbure normale est nulle (une telle 

direction est qualifiée d’asymptotique) . On dit que P 

est un point parabolique. Le comportement de la 

nappe au voisinage d’un point parabolique peut être 

compliqué. 

Ex. : a) Tous les points d’un cylindre sont parabo- 
liques, 

b) Les nappes x, = x? +19,9 = x? txi g = x, 
admettent toutes le point (0, 0, 0) comme point 
parabolique, mais leurs comportements respectifs 
au voisinage de ce point sont très différents. 

Si L, M et N sont tous nuls, on dit que P est un point 
méplat. 
Ex. : fig. A; et Aç. 


B)b<0 
Dans ce cas il y a exactement deux directions de 
tangente pour lesquelles la courbure normale est 
nulle, i.e. exactement deux directions asymptotiques. 
Le signe de la courbure normale change au passage 
d’une direction asymptotique. Il en résulte que dans 
tout voisinage de P on peut trouver des points de la 
nappe qui se trouvent d’un côté ou de Pautre du plan 
tangent (fig. A,). On parle alors de courbure 
hyperbolique et de point hyperbolique. 

Ex. : Tous les points d’un hyperboloïde à une nappe, 
resp. d’un paraboloïde hyperbolique (p. 202, fig. 
Aa2, resp. Ba2) sont hyperboliques. 

Rem. : Sur un tore, on peut trouver des points 
elliptiques, paraboliques et hyperboliques. 


Ombilics 

Ce sont les points pour lesquels la courbure normale 

reste la même pour toute direction de tangente. Ils 

sont donc elliptiques ou méplats. Leur recherche peut 
s’avérer assez difficile. 

Ex. : Les points d’une sphère sont tous des ombilics 
elliptiques. Les points d'un plan sont tous des points 
méplats. 

Sur un ellipsoïde ou un hyperboloïde à deux nappes, il 

y a deux ou quatre ombilics selon qu’ils sont ou ne 


sont pas de révolution. Pour un paraboloïde elliptique 
on passe à un ou deux sous les mêmes conditions. 


Courbures principales 
En tout point d’une nappe qui ne soit pas un ombilic, 
il existe deux directions de tangente perpendiculaires 
pour lesquelles les courbures normales corres- 
pondantes prennent les valeurs resp. maximale et 
minimale de l’ensemble des courbures normales en ce 
point ; on notera ces valeurs x, et X% : Xi et X% 
s'appellent les courbures principales, et les directions 
des tangentes correspondantes les directions de 
courbure principale. 
L'intérêt des courbures principales est qu’elles 
permettent d'écrire les courbures normales en un 
point d’une nappe distinct d’un ombilic sous une 
forme très simple. On a en effet (théorème d’ EULER) : 
X (E) = Hi: COS? € + M * Sin? €, 
où e désigne l'angle entre la direction de courbure 
principale correspondant à x, et la direction de 
tangente correspondant à (€). 


Indicatrice de DUPIN 
Soit un point P d’une nappe possédant des directions 
de courbure principale ; on peut alors définir un 
système de coordonnées cartésiennes du plan tangent 
ayant pour origine le point P et les directions de 
courbure principale comme axes. Si l’on porte, 
comme cela est décrit dans lill. B}, pour chaque 
section normale passant par P, la valeur corres- 
pondante / j Po A CA V . , Sur la direction de 
N 


tangente, on obtient des courbes spécifiques à chaque 
type de point, Le calcul effectué dans Pill. B, montre 
qu'il s’agit de coniques ou de paires de droites 
parallèles, qui, dans tous les cas, satisfont l'équation : 
[x ei are = 1. 
Cette équation permet donc de définir simplement ces 
courbes appelées d’ailleurs indicatrices de DUPIN. 
Pour un point elliptique, les courbures principales sont 
de même signe, et l’indicatrice est donc une ellipse 
D. (fig. B;). 
Val Vhel 
S'il s’agit d’un point hyperbolique, les courbures 
principales sont de signes opposés, de sorte que 
l'indicatrice se compose de deux Ayperboles dites 
conjuguées (mêmes asymptotes, échange des 
longueurs des axes principaux et secondaires). 
Dans le cas, enfin, d’un point parabolique, Pune des 
courbures principales est nulle, et l’indicatrice est une 
paire de droites parallèles. 
On peut montrer que les courbes obtenues comme 
intersections de la nappe avec des plans parallèles au 
plan tangent à celle-ci en un de ses points ressemblent 
d'autant plus à l’indicatrice de Dupin au point 
considéré que le plan de section est proche du plan 
tangent. (voir fig. A; à A4.) 
Rem. : Dans le cas d’un ombilic pour lequel x, = % # 0, 
on peut considérer que l’indicatrice est un cercle. 


de longueur d’axes 
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—rsinu 0 cosu 
=| rcosu |, (u, v)= | 0 |, ht (u, v)= | sinu |, 
0 1 0 


E=r,F=0,G=1,L 
g=EG-P=r,b= 


Représentation paramétrique : 


E=r,F=0,G=r?°sin?u, L= —r, M =0, N = —r sin? u, 
g=EG-F?=rsin?u, b=LN — M? =r° sin?u, 


Cylindre (r(u) = const.) 


Surfaces réglées 
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Lignes de courbure 

Les arcs tracés sur des nappes régulières pour lesquels 
en chaque point la direction de tangente coïncide avec 
une direction de courbure principale sont appelés 
lignes de courbure. 

Si la nappe est de classe C?, alors par tout point 
distinct d’un ombilic passent deux lignes de courbure 
orthogonales entre elles. Si pour un réseau de courbes 
coordonnées les coefficients F et M sont partout nuls, 
alors ce réseau est celui des lignes de courbure. 


Lignes asymptotiques 

On appelle lignes asymptotiques les ares tracés sur des 
nappes régulières pour lesquels en chaque point la 
direction de tangente coïncide avec une direction 
asymptotique (i.e. une direction pour laquelle x, (s) = 0). 
Il n'existe aucune ligne asymptotique dans un 
voisinage suffisamment petit d’un point elliptique. En 
revanche, il existe exactement deux lignes 
asymptotiques passant par un point hyperbolique. 
Toutes les lignes droites sont des lignes asymptotiques. 
Si pour un réseau de courbes coordonnées les 
coefficients L et N sont partout nuls, alors ce réseau 
est celui des lignes asymptotiques. 


Courbure moyenne, courbure totale 

Pour un point d'une nappe régulière distinct d’un 
ombilic, on appelle courbure moyenne H la valeur 
moyenne des courbures principales x, et x, et 
courbure totale, où courbure de GAUSS K leur produit : 


His $+% K: = a 


On notera que les deux courbures principales x, et Xy 
sont solutions de l'équation x —2 H y + K =0. 

Un calcul donne les relations définissant H et K en 
fonction des coefficients des première et deuxième 
formes fondamentales : 


RN 7 b_LN-M° 
H=- (EN-2FM4+GL),K= 2-2, 
28 ( L) K= TR 


Ces deux relations permettent d'étendre les définitions 
de ces deux courbures aux nappes contenant des 
ombilics. 

A priori, aucune de ces deux nouvelles notions ne 
semble appartenir à la géométrie intrinsèque de la 
nappe. L'exemple suivant confirme effectivement 
cette non-appartenance pour la courbure moyenne. 

La courbure moyenne en un point P d’un cylindre est 


H=- $ , où r désigne le rayon de courbure de la sec- 


tion droite du cylindre en P (fig. A,). Pour un point 
quelconque d’un plan, on a toujours H = 0. Comme il 
existe une isométrie du cylindre sur un plan (fig. C, 
p. 408), on en déduit que la courbure moyenne n’est 
pas une notion appartenant à la géométrie intrinsèque 
de la nappe. 

En revanche, la courbure de Gauss est une notion 
appartenant à la géométrie intrinsèque d’une nappe 


sse suffisante, car on peut transformer 
b 


l'expression g donnée plus haut de telle sorte qu’elle 
ne dépende plus que de la première forme fondamentale 
(cf. p. 416, tab. A5). Ce résultat remarquable dû à Gauss 
fait l’objet de son théorème d'excellence. 

Des nappes régulières dont les courbures de GAUSS ne 
peuvent se correspondre, ne sont donc pas isomé- 
triques (p. 409) ; par exemple, il n'existe pas 
d'application conservant la distance entre une nappe 
sphérique et un domaine plan, comme cela a déjà été 
mentionné à la p. 409 (fig. A;). (On sait que cela a son 
importance pour la cartographie). 

L'égalité des courbures de Gauss entre points 
homologues est donc une condition nécessaire pour 
une isométrie, mais elle n’est pas suffisante, en dehors 
de certains cas particuliers, Un de ces cas particuliers 
est celui dans lequel on a affaire localement à des 
courbures de GAUSS égales et constantes. 


Surfaces réglées, surfaces développables 

On peut se demander quelles sont les nappes pour 
lesquelles il existe une isométrie avec un domaine plan. 
Il est manifestement nécessaire que Pon ait partout sur 
la nappe K = 0. Pour des nappes suffisamment petites et 
de classe C?, cette condition est suffisante. 

L'étude des nappes régulières dont la courbure de 
Gauss vaut 0 conduit à la définition de surfaces réglées 
particulières (cf. infra), les surfaces développables, et 
au résultat suivant : toute nappe suffisamment petite de 
classe C? peut être mise en correspondance isométrique 
avec un domaine plan si, et seulement si, elle est 
incluse dans une surface développable. 

Le terme surface réglée indique qu’il s’agit d’une 
surface obtenue par déplacement continu d’une droite 
dans l’espace (fig. B). I suffit donc, pour la 
construire, de connaître Parc décrit par un point de la 
droite ainsi que les variations d’un vecteur directeur 
de la droite, On parvient de cette manière à une 
définition paramétrique : une surface réglée peut être 
définie localement par une représentation de la 
forme : 

x(u, v) = k(u) + vu: r(u), avec u EI, v ER et r (u) # 0. 
Les courbes u = constante sont les droites dites 
génératrices : ce sont des lignes asymptotiques. Les 
courbes v = constante sont autant de courbes 
directrices sur lesquelles s'appuient les génératrices. 
On appelle surface développable une surface réglée 
telle qu’en deux points réguliers quelconques d’une 
même génératrice les plans tangents soient confondus. 
On montre qu’il s’agit en fait des plans, cylindres, 
cônes et développables des tangentes (p. 400). 

Une nappe réglée vérifiant partout la condition 


det( k(s), r(s), r(s)) = 0 (où Pon utilise comme para- 
mètre l’abscisse curviligne s) est incluse dans une 
surface développable (cette condition est localement 
équivalente à LN - M? = 0). 
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Les produits scalaires de a,, 
TESP. 4, PAT luo Ayo Et Ayy dONNENT 
avec les indices convenables les 
symboles de CHRISTOFFEL 
(premier type) T;; j, par ex. : 


Dza = Law au? 
Formules de GAUSS 


au Me, oo ht On obtient les coefficients c € R en multipliant 


scalairement par h*. 
uv -H au -gi astera h On obtient T (deuxième type) 


ipliant scalai ë t a, (système 
JE. R ht T} e R en multipliant scalairement par a, et a, 
Ce RE RO d'équations à résoudre). 


(g=EG — F?) 
On définit de plus: n}: = Nh, DA= 1%. 


Formules de WEINGARTEN 
ht, =g aura ay +i h 
h, =i) a, HSA a, HS3) A 


En multipliant scalairement par &,, 4, et h*, on obtient 
un système d'équations pour r, s,€ R. 


(g=EG-—F?) 


Relations de GAUSS et MAINARDI-CODAZZI 


p ORTONE LNA ARS Mon 


Formule de calcul pour la courbure de GAUSS K 


Les relations (1) à (4) du tableau A, donnent la formule de la courbure de GAUSS : 


La 


Formules et relations en rapport avec le théorème fondamental 
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On a démontré, dans la théorie des courbes, que 
lorsque l’on donne arbitrairement deux fonctions 
continues de l’abscisse curviligne pour la courbure 
(è 0) et la torsion, larc est défini de manière unique à 
un déplacement près (théorème fondamental, p. 397). 
Il est intéressant de savoir s’il existe une propriété 
comparable concernant les nappes. Au lieu de la 
courbure et de la torsion, on utilise ici les deux formes 
fondamentales. 
Est-il possible, en imposant certaines conditions aux 
deux formes fondamentales, de construire une nappe 
associée, définie de manière unique à un déplacement 
près? Le théorème fondamental de la théorie des 
nappes (cf. ci-dessous) donne une réponse positive à 
cette question, mais pour l’expliquer, il faut d’abord 
présenter quelques résultats importants concernant les 
coefficients des formes fondamentales. 
Formules de GAUSS et de WEINGARTEN 
Dans la suite, (u, v) — a (u, v) définit une nappe rég. 
de classe C? ; le trièdre de Gauss, composé de 
da da 
ðu (uv), au 
de sorte que tout autre vecteur peut s’écrire comme 
combinaison linéaire de ces trois vecteurs, en particu- 
„lda d'a d'a 
lier ——(u, v), —— (u, v) et — (u, v). 

ðu ðu dv av 
Pour simplifier l'écriture on négligera la parenthèse 
(u, v), et on notera les dérivées partielles en indiçant a 
par les variables de dérivation. Les dérivées ci-dessus 
seront donc notées dy, 4, 4, Ayy Ct Ayy 
On peut tirer du tableau A, la façon dont s’obtiennent 
les coefficients £, F, G (p. 409) et L, M, N (p. 411) 
des formes fondamentales à partir des produits 
scalaires portant sur les dérivées partielles de a, le 
vecteur normal à la nappe A‘, et les dérivées partielles 
hieth}. 
Si l’on écrit a, a, et 4, dans le repère de GAUSS, on 
obtient les formules de Gauss (tab. A;). Pour 
condenser l'écriture, on fait intervenir les symboles de 
CHRISTOFFEL (deuxième type), qui ne dépendent que 
des coefficients de la première forme fondamentale et 
de leurs dérivées. 
Si l’on écrit h} et hi, dans le repère de Gauss, on 
obtient les formules de WEINGARTEN (tab. A;). 


Relations de GAUSS et de MAINARDI-CODAZZI 
L'appartenance de a à la classe C? a pour conséquences 
Que = ua À una = (Cu) 

Par suite, en dérivant convenablement les trois 
formules de Gauss, on obtient deux relations entre les 
dérivées des seconds membres. Si on exprime celles- 
ci dans la base de GAUSS en utilisant les formules de 
Gauss et de WEINGARTEN, on obtient finalement deux 
équations de la forme Qj; a, + zkay, + @çh' = 0 
(ax E R, k E {1,2}). Comme a, a, et h* sont 
linéairement indépendants, cela n’est possible que si 


u, v) et h'(u, v) définit une base, 


tous les coefficients sont nuls. On en tire les relations 

données dans le tab. A4. 

Les quatre premières sont dues à Gauss ; il en résulte 

immédiatement que la courbure de GAUSS K, qui vaut 

(c’est le théorème d'excellence, p. 415). 

Les deux dernières relations du tab. A, sont les 

formules de MAINARDI-CODAZZI. 

Rem. : Le tab. A; donne diverses expressions de la 
courbure de Gauss K, qui peuvent également servir 
à calculer le discriminant b de la deuxième forme 
fondamentale. 
La dernière formule a l'intérêt de montrer comment 
on peut calculer b à partir des coefficients de la 
première forme fondamentale. La connaissance 
d’une nappe (par ex. d’une sphère) permet donc de 
déduire la courbure de GAUSS K seulement à partir 
de mesures sur la nappe (première forme fonda- 


ne dépend'que de la première forme fondamentale 


A ` . D ee 
mentale), grâce à la relation K = p , Sans utiliser de 


conna ances concernant l’espace environnant, 


Théorème fondamental 

Dans la théorie des courbes, on peut se donner 

arbitrairement les fonctions continues de l’abscisse 

curvilignes $ courbure (> 0) et torsion. Il existe une et 
une seule courbe définie à un déplacement près dans 

R? orienté satisfaisant les relations de FRENET (p. 397). 

Dans la théorie des surfaces, il ne suffit pas de se 

donner deux formes différentielles quadratiques 

Edu?+2Fdu du + Gdu? et Ldu? + 2Mdu du + Ndu?, 

où E, F, G, L, M, N sont des fonctions continues des 

deux paramètres u et v sur un même domaine de IR?, 
satisfaisant à £ > 0, EG — F° > 0 (donc G > 0), pour 

assurer l’existence d’une nappe régulière de classe C? 

dont elles seraient les deux formes fondamentales. Les 

six fonctions E, F, G, L, M, N doivent également 
satisfaire d’une part certaines conditions de différen- 
tiabilité, d'autre part plusieurs relations de dépendance. 

On peut comparer ces restrictions à celles qu’il faut 

imposer à trois fonctions f, de classe C', de IR? dans IR 

lorsqu'on cherche une fonction f de R? dans IR 
admettant les f; comme dérivées partielles premières. 

On a le théorème d’existence et d’unicité suivant : 

Th. fondamental (de BONNET) : Soient trois 
fonctions E, F et G de R? dans R définies sur un 
domaine de R?, de classe Œ, telles que E > 0, 
EF -G?>0 et trois fonctions L, M et N de R? dans 
R définies sur le même domaine, de classe C!, Si 
ces fonctions satisfont les conditions de GAUSS 
(expression de b en fonction de E, F, G et de leurs 
dérivées, tab. A;), et de MAINARDI-CODAZA, alors il 
existe dans R? orienté une nappe unique à un 
déplacement près, de classe ©, admettant E, F, G, 
et L, M, N resp. comme coefficients des deux formes 
fondamentales. 
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D’une part l'emploi des tenseurs permet un maniement 
formel très élégant de la théorie des surfaces. D’autre 
part le concept de tenseur en permet une généralisation, 
conduisant à la géométrie riemannienne. 

Convention de sommation 

La convention de sommation d’EINSTEIN autorise une 
écriture simplifiée de certaines sommes. En 
contrepartie elle exige une lecture attentive : 

Toutes les fois que dans un terme figure deux fois le 
même indice, une fois supérieurement et une fois 
inférieurement, on doit sommer tous les termes 
obtenus en donnant à cet indice toutes les valeurs 
autorisées ; on peut alors supprimer le signe Ÿ de 
cette sommation. 


Ex. : x b; $ xb; a x= À ax 


(les indices supérieurs ne deigan jamais, ni ici, ni 
dans ce qui suit, des exposants ; si des exposants 
doivent intervenir, il faut mettre les parenthèses 
approprićes), 
agx yt = Re ax x y 
= ap X! y + ay X! y +... + a X" Y" 
= ly X y'= ap X y 
(on peut changer les lettres désignant les indices de 
sommation), 
ap X= a, X! +... + 4, X” (un indice qui ne figure pas 
simultanément en haut et en bas, ne conduit pas à une 
sommation ; dans cet exemple l'indice v sert 
simplement à caractériser des sommes différentes). 
Enfin a} c$ ne conduit à aucune sommation puisqu’aucun 
des indices n apparaît à la fois en haut et en bas. 
Rem. : Pour des termes comportant des dérivées 
partielles, par ex. 2%, an: 
ðu añ 
dénominateur, ici i, est considéré comme indice 
inférieur. De façon analogue, dans a, i est également 
un indice inférieur. 
Dual, bidual 
Soit V un espace vectoriel sur R de dimension n. 
* = Q (V, IR), espace dual de V, est l’espace vectoriel 
des formes linéaires f définies sur V. Sa dimension est n 
(p. 89). V** = (V*)* s’appelle le bidual de V. Il est 
également de dimension n. V, V*, V** sont évidemment 
isomorphes, mais il existe un isomorphisme canonique 
entre V et V**, c.-à-d. un isomorphisme indépendant de 
tout choix des bases : à tout x € V on associe ¥ € V** en 
posant ¥ (f) = f(x) pour tout f e V*. On vérifie 
facilement que l'application x + ¥ est un isomorphisme 
entre Vet V'*. 
Si V possède de plus une structure cuclidienne, on 
peut également construire un isomorphisme 
canonique entre V et V* : si w € V, l'application de V 
dans R, x => w x = f(x) est une forme linéaire et la 
correspondance entre w et f, définit un isomorphisme 
canonique entre V et V*. 


, l'indice figurant au 


Bases, changements de bases 

Si b = {b,, ... , b,} est une base de V, tout vecteur x € V 
peut s'écrire de façon unique x = x b; (convention de 
sommation !). Ici les coordonnées sont repérées par 
des indices supérieurs, contrairement à une écriture 
courante en algèbre. L'application x > g'(x) = x est 


une forme linéaire et les n formes ainsi défin 

, @" constituent une base b* de V*, appelée base 

duale de b. Tout élément f de V* peut s’écrire, de 
façon unique, f = f; pi. La correspondance entre b et 
b* est une bijection entre l’ensemble des bases de V et 
celui des bases de V* : toute base de V* est la duale 
d’une et une seule base de V, son antéduale. 
Si b = įbp b,} est une autre base de V, la matrice 
A = (af) des coordonnées selon b, écrites colonne par 
colonne, des vecteurs b,, est la matrice de changement 
de base. Elle est régulière : A € GL, (R) = Aut. (V, V) 
(p. 91) (réciproquement toute matrice de GL, (R) 
permet de définir un changement de base). 
Comme b; = cé bp Xi b; = x b; = Xi af b, = x b, = xb, 
on obtient donc les anciennes coordonnées en 
fonction des nouvelles, soit x = Dar. 
La matrice (B}) associée à Pécriture b; = p¥ D, est la 
matrice inverse de (qf), (BA) = (afy'. Elle permet 
d'écrire x* = x! Bf, c.-à-d. les nouvelles coord. en 
fonction des anciennes. Il apparaît donc un 
comportement dit contravariant des coord. d’un 
vecteur x € V, lors d’un changement de base : la 
matrice exprimant la base b dans la base b permet 
d'écrire les coord. selon b en fonction des coord. 
selon b. 
Si maintenant on étudie le changement de base duale 
induit dans V*, on est amené à écrire f = f; p‘ dans la 
base duale b* de b, = f; @* dans la base duale b* de b. 
Comme f(x) =f Xi =f xt =f xi af , on en déduit 
d’abord f; = f; a}, puis f p' =f at pi =f p, 
soit p{= ak pi 
Ici l'expression f; = f, a} montre qu’on a directement 
les nouvelles coord. de f en fonction des anciennes. 
On dit qu’elles ont un comportement covariant. 
De f; = f, a$, on tire f= f, BA, expression donnant les 
anciennes coordonnées en fonction des nouvelles. En 
confrontant les positions de l'indice mobile dans les 
formules 8, = af b, * = af p' (échange des indices), 
on en déduit que la matrice changement de base qu’il 
faut prendre dans V* est (a}) !, appelée matrice 
contragrédiente de (af). 

Enfin, en passant au bidual, la matrice contragrédiente 

de (af) étant (&}), on en conclut que le comportement 

associé au changement de base est identique à celui 

observé dans V. 

Rem. : Si V est un esp. euclidien, on peut donner une 
interprétation intéressante des coord. f, Soit fe V* : 
Alw e V tel que f(x) = w- x (isomorphisme 
canonique entre V et V*). Dans la base b, w = w' b; 
w:x = w b;x = wi xen posant b,’ x = x; Les x, 
s'appellent les coord. covariantes de x, alors que les x! 
sont les coord. contravariantes. Il existe une 
correspondance linéaire bijective entre les coord. x‘ et 
les coord. x; Les x; s'expriment linéairement en 
fonction des x! par le système ($) x; = b; xb, = b;bixt, 
On peut prouver que (S) est un système de CRAMER 
par rapport aux x (pp. 91, 93), donc calculer les x en 
fonction des x, L adjectif covariant se par la 
simple écriture x, = b;: x = af byt x = ak xy 
En reprenant la forme f de coord. fo <. Jı dans b*, 
on a successivement 
JA = fix t. + fat we x, Sb) = f= w: b, qui 


est la ième coord. covariante de w. Les coord. de f 
dans b* sont les coordonnées covariantes du vecteur 
w de V canoniquement associé à f € V*. 


Tenseurs 


Soit (p, q) € N x N. On appelle tenseur d’espèce (p, q) 
toute application (p + q) linéaire T de V*? x V° dans R. 


En posant h’ e V',i=1,. eV,j=1,..q, 0na 
donc (h', ... RP, Vi, … v)r Fu. hP, vi, n V) E€ R, 


linéairement selon tout “hi et tout v,. 
On dit que T'est p fois contravariant et q fois covariant. 
Dans les calculs on utilise toujours une base b de V 
avec, simultanément, b* pour V*. 
Ex. : a) Un tenseur d’espèce (0, 1) est une forme 
linéaire sur V : 
TX) = T" by t x" b,) = x TON +. x" TE) 
=a, X'+... a, xX", en posant a; = T(bj). Les a; sont les 
coordonnées de T selon la base b de V. Si V est 
euclidien, les a; sont les E Re covariantes du 
vecteur de V biunivoquement a é à cette forme 
linéaire. Tout vecteur de V euclidien permet donc de 
définir un tenseur d’espèce (0, 1) ou tenseur covariant 
d'ordre 1. Les coordonnées de ce tenseur sont les 
composantes covariantes du vecteur relativement à b. 
b) Un tenseur d'espèce (1, 0) est une forme linéaire 
sur V*, C’est donc un élément de V**. Si a est fixe 
dans V, si f décrit V*, f = f(a) est une forme linéaire 
sur V*, et toute forme linéaire sur V* peut s’écrire de 
cette façon (isomorphisme canonique entre V et V**). 
Si a = a'b, dans b = (b, ... b), f =f p’ dans b* = (Q ', 0"), 
FA =H p) (a b) =f a pib) = fa ôl = a (ô! = 5 =0 
= symbole de KRONECKE R p. 89). En écrivant 
TA =T p") = T(p'}f on voit que les coordonnées 
T (ọ*) de T's’identifient aux af. 
Tout vecteur de V permet donc de définir un tenseur 
d'espèce (1, 0) ou tenseur contravariant d'ordre 1. Les 
coordonnées de ce tenseur sont les composantes 
contravariantes du vecteur relativement à b. 
c) Un tenseur d'espèce (0, 2) est une forme bilinéaire 
sur V x V: (x, z) > T(x, 2). En posant T(b;, b) = a, on 


a donc T(x, z) = a, x 2, où les a; sont les coordonnées 
de T selon b. 
Si V (x, z) € V?, T(x, z) = T(z, x), le tenseur est dit 


symétrique Le V (i, j) a= a) 

d) On considère le produit scalaire de deux vecteurs x, 
z dans V supposé euclidien. 

En écrivant x = x b, z = 2 b, l'application 

(x, z) = x: z= b: bx 2 définit une forme bilinéaire 
symétrique sur v, c Sest- -à-dire un tenseur symétrique 
d'espèce (0, 2). 

Mais comme l'écriture x + z peut également s’inter- 
préter en f,(z) où f, est la forme linéaire canoni- 
quement associée à x, on aura aussi un tenseur T, 
d'espèce (1, 1), dont l'expression relative à b est 
particulièrement simple : Tp (fe x) = x: z =x;2' 

T,, est dit tenseur métrique et la norme euclidienne de 


Jax 


On remarquera que Tp (fu 2) = Tao x) puisque le 
produit scalaire est commutatif, soit x; zt = x z,, et que 
les coordonnées de T, relativement à b sont les 6} ; 
elles ne dépendent pas du choix de b. 


x est égale à |x| 
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Coordonnées d’un tenseur, Cas général 
On doit développer T(h', … h”, v,, … v,). On pose ht 
=y pi n= xh bj, (à et Ji décrivent Pensemble 


dentiers {1 Fe n}. 
va) = TP, 


T Vies 
=T (p, ... P, bp b) Yi- yEx xh 


yeo, xib, … xib) 


D 7 
Di, eyx a 
Les coordonnées de T selon b sont les n°*1 fa 


scalaires ai. 


x, somme de #”*1 termes. 


Si l’on fait un changement de base, b + b 

(donc b* = b*), les coordonnées contravariantes x 
sont à remplacer par x œ} , les coordonnées cova- 
riantes y% par J4 Ba 


Cela donne a! NOÉ DA sign a} ; d'où le 
coefficient d 
al o APAR 
a D Pt 
L'étude des tenseurs ne se borne pas à leur écriture 
associée à une base de V. Produits tensoriels, 
combinaisons linéaires de tenseurs, étude de tenseurs 
particuliers (symétriques, antisymétriques, ...) entrent 
dans le cadre de l’algèbre dite tensorielle. Pour la 
géométrie différentielle c’est un auxiliaire efficace. En 
voici un aperçu élémentaire : 


op. Brah... ah 
S ao be no A 


Tenseurs et nappes injectives 

On considère une nappe injective de classe C’, 
représentée par le paramétrage a (u', w?). La désignation 
par u! et u? des coordonnées locales, au lieu des lettres 
u et v rencontrées en des pages antérieures, se prête à la 
convention de sommation: Le passage à d’autres 
coordonnées locales u! et u? se fait par un changement 
de paramétrage admissible (p. 405) : 

(ul, w?) = (p(w, ü u2), p(w, u ) les fonctions p! et p? 
étant toutes deux de classe C'et la matrice fonc- 

du! ou! 


anl aa? 
du di 
? Qu? 


tionnelle ayant un déterminant non nul 


du 
Al 182 
du où 
À ce changement de paramétrage on peut associer un 
changement de base dans le plan tangent en un point, 
que l’on peut considérer comme espace vectoriel 
euclidien de dimension 2. 
Si on choisit comme base {a,v a}, avec a, = 


ða 
du? 
alors le changement en la base (ap, a) a pour 
matrice (a!) la matrice fonctionnelle précédente, I 
suffit d'appliquer la règle des dérivées partielles à a; 
(l'index į dans a, et est inférieur) : 

i 
ða _ ða ðu _ du’ 
aat ow aa a 
La matrice inverse (8 s'identifie avec la matrice 
fonctionnelle obtenue en échangeant les rôles des u' et 
uk, 
Tout vecteur du plan tangent permet de définir, par ses 
coordonnées contravariantes, un tenseur contravariant 
d'ordre 1, et par ses coordonnées covariantes un 
tenseur covariant d'ordre 1. 
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Application bijective, 
bicontinue 


bijective, bicontinue 


Rem. : Une 
réalisation de la 
variété dans un 
espace 
tridimensionnel, 
comme le 
suggère le 
dessin, n'est pas 
toujours 
possible. 


Illustration de la compatibilité 


Variété de dimension 2 


Pi 


Surface dans R? 


so; ! Représentation paramétrique 
(u!, w?) > (x, (ui, u’), x, (ul, 1), x (ul, u°) 


Surface dans IR? 
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Les points des différents ensembles usuels que l’on 
rencontre en géométrie différentielle (courbes, 
surfaces) ont la propriété de pouvoir être appréhendés, 
tout au moins localement, comme éléments d'espaces 
topologiques particuliers, grâce à l’expression de leurs 
coordonnées. Si l’on veut placer ces résultats dans un 
cadre plus général, il faut poser la question des 
hypothèses minimales exigibles d’un espace 
topologique destiné à recevoir une géométrie 
différentielle « raisonnable ». Et simultanément il faut 
se demander dans quelle mesure il est possible de 
définir une « géométrie intrinsèque » à un tel espace, 
c’est-à-dire indépendante de l'existence d’un sur- 
espace dans lequel il serait plongé (les courbes et les 
surfaces ont l’avantage d’être plongées dans R°). 

Les recherches faites dans cette direction ont conduit à la 
notion de variété. Les explications qui suivent peuvent 
s'adapter sans trop de difficultés au cas 7-dimensionnel. 


Variété de dimension 2 
Sous ce vocable on peut se représenter un espace 
topologique qui, localement, c’est-à-dire dans un voisinage 
ouvert de chacun de ses points, ne diffère pas 
essentiellement de IR?, D'une manière plus précise on pose : 
Déf, 1 : Un espace d'HAUSDORFF connexe (pp. 223, 227) 
possédant une base d’ouverts dénombrable (p. 217) 
est appelé variété (topologique) de dimension 2 si 
chaque point possède un voisinage homéomorphe 
(p. 219) à un ouvert de IR? muni de sa topologie 
naturelle (p. 215) (fig. A,). L’ensemble sous-jacent 
d’une telle variété sera en général noté V?. 
Pour voisinage ouvert dans IR? on peut par ex. prendre 
un domaine, et plus particulièrement un disque ouvert. 
La désignation 2-dimensionnelle est due aux 
théorèmes 2 et 4 de la p. 233. Ex. : surface sphérique 
considérée comme sous-espace de (IR?, N°). 
Cartes, atlas 
Pour disposer, au voisinage d’un point P d’une variété 
de dimension 2, de deux coordonnées dites locales, u! 
et u? on se sert de l’homéomorphisme local 
précédemment défini. I existe sur V° un voisinage 
ouvert U (P) homéomorphe à un ouvert de IR? par Pp, 
application bijective et bicontinue de U(P) sur 
P(U(P)) S R°. L'application p7! transfère par ex. 
les coordonnées cartésiennes u', u? des points de 
Pr(U(P)) à ceux de U(P) : u' et u? deviennent 
coordonnées locales dans U(P). Un couple de type 
(U (P) ; pp) s'appelle une carte de V? en P (ill. A,). Il 
est bien évident qu’une carte en P est également une 


carte en tout point de U(P). 

Pour atteindre tous les points de V2, il faut choisir un 

ensemble de cartes (U; ; @,), i € 1, de telle sorte que 

{U, i € 1} constitue un recouvrement ouvert de V°, On 

peut ainsi associer à chaque point de V? au moins un 

couple de coordonnées locales (suivant la carte choisie 

le contenant). L'ensemble des cartes {(U;, @)), i € 1} 

s'appelle un atlas (topologique) de V2. Pour une sphère 

il faut au moins deux cartes pour obtenir un atlas. 

Variété différentiable 

On considère ici les intersections U; N U, (i # k) de 

deux ouverts du recouvrement {U, j € 1} qui sont non 

vides. Certains points de V? vont donc posséder plus 
d’un système de coordonnées locales. Si P est repéré 

par (ul, u”), resp. (u'*, u), on a (u'*, u) = P, o 03' 

(ui, ui), l'application @, o @;! étant convention- 

nellement définie sur @, (U; N U, (fig. A3). 

Cette application g, o @ ;' est un homéomorphisme 

entre p; (U; N U,) et ø (U; N U,) . On dit que les deux 

cartes (U, p) et (Up @,) sont compatibles si les deux 

fonctions définies dans R? , à valeurs dans R?, 

Po pi! et po p,! sont différentiables. Si la 

compatibilité est vérifiée pour tout U; N U; non vide, 

on dit que l’atlas est différentiable. Un atlas sera dit 
de classe C si les fonctions précédentes sont toutes de 
eC. 

+ Une variété V? est dite différentiable, resp. (C') 
différentiable, ou encore possède une structure de (C') 
différentiabilité, si on peut lui associer un atlas 
différentiable, resp. (C') différentiable. Deux (C") 
atlas de V? sont dits équivalents si leur réunion est un 
(C') atlas de V?. II s’agit d’une relation d'équivalence, 
d’où l'existence de classes d'équivalence et l'intérêt 
qu'il faut porter aux propriétés indépendantes du 
choix d’un atlas dans une classe donnée, 

Rem. : On peut effectivement construire des exemples 
de variétés munies de structures de différentiabilité 
différentes. 

Surfaces dans IR? 

Soit une variété V? de dim. 2, de classe C" ; on 

suppose qu'il existe une application s : V? + Rẹ, telle 

que pour toute carte (U; @) la fonction de IR? dans IR? 

s o 07," soit une fonction de classe C dont les dérivées 

partielles premières définissent partout des vecteurs 

indépendants. On dit alors que $(V?) est une surface 

(régulière) de classe C" dans R? et qu'elle réalise V? 

dans R? (fig. B). On notera que les fonctions s og: 

peuvent être regardées comme des représentations 
paramétriques locales de la surface. 


(Suite de la p. 419) Le produit scalaire de deux vecteurs x, z du plan tangent conduit avec l'écriture 
(x'a) (z'a,)= {a ayxi} à un tenseur symétrique d’ordre 2 deux fois covariant, dont les coordonnées g; = ay "a, 
ont été vues (p. 409) : gi = E, go = 8a = F, gp = G, g = det (g), x z = E x! 21 + F (x' 2 +x? 21) + G xX? 2°, On sait 
que le tenseur métrique d'espèce (1, 1) a des coordonnées indépendantes de la base choisie, le produit scalaire 
étant égal à x z; = x, 2!, Si l’on veut exprimer le produit scalaire à l’aide uniquement des coordonnées covariantes de 
x et z, on doit simplement remplacer dans x z; les coordonnées contravariantes par leurs expressions en fonction 
des coordonnées covariantes. Comme x; = (xta „)* ay soit x; =" gy (S), l'écriture x = g* x, s'obtient en résolvant le 


1 G 2 
Spin ps" de 


1 1 DC AN E 9 
=g =- dgn =- dga =- Eg? 12ga 


système (S) : En posant g"! 


x'z=glxz= (Ga zı -F (xı z + x321) + Ex; 2). 


On en tire les coordonnées du tenseur d’espèce (2, 0) associé, tenseur symétrique d'ordre 2, deux fois contravariant. 
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(V2; 10) 


5 


A 


Correspondance entre variétés 


L'application k : Z —> V définit 
un arc continûment différentiable 
si les fonctions de IR dans R°. 
Q; ° k définies par u” = w (t), 
v= 1, 2, satisfont à la condition 
de la déf. 3. 


Arc de courbe sur une variété 


V: w) 


Les arcs ky, ky, k, appartiennent 
à la même classe en P si d'une 
part k, (to) = k (to) = k; (fo) et 
d'autre part les trois couples 
des dérivées des coordonnées 
locales coïncident en t. 


c 


Arcs équivalents 
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Correspondances entre variétés 

On sait que la compatibilité d’une application avec 

des structures topologiques passe par la continuité 

(p. 219). On exigera donc ici d’une application f d’une 

variété V dans une autre V qu’elle soit continue, c’est- 

à-dire que l’antécédent de tout ouvert © soit un ouvert 

O. Mais comme de plus on s'intéresse aux variétés 

différentiables, voire de classe C’, on exigera que la 

« confrontation entre f et les cartes » respecte la (C”) 

différentiabilité. 

La figure A illustre cette démarche et l’on pose : 

Déf. 3 : V? et V? désignant deux variétés de dimension 
2 et de classe C’, une application f : (V?, 8?) + 
(V2, 8?) est dite (C') différentiable, si f est continue 
et si Vi, k) la fonction @, o f o pi! de IR? dans IR? 
représentée dans la fig. A est (C”) différentiable. 


Arcs injectifs sur des variétés, vecteurs tangents, 
espace tangent 

Un arc injectif est l’image d’une application continue 
injective k d’un intervalle Z dans une variété (on a 
donc une application continue bijective de 7 sur (D). 
Par arc injectif (continûment) différentiable on entend 
évidemment que les fonctions coordonnées locales 
u” = u”(t) qui le définissent sont (continûment) 
différentiables. Si l’on veut reprendre la notion de 
vecteur tangent en un point de l'arc on ne peut pas 
opérer comme à la page 405, car on ne peut pas se 
référer à un espace vectoriel ambiant, Mais il est 
possible d’avoir recours à une propriété qui d’une part 
permet de classer toutes les courbes qui se rencontrent 
en ce point et d’autre part peut être associée à la variété. 
Deux arcs injectifs définis respectivement par £ = k(t) 
et / = k(t) qui ont en commun le point P = k (to) = 
k (tọ) sont dits équivalents en ce point si les fonctions 
coordonnées locales correspondantes u” = u”(f), resp. 


" ANS x du du’ DEn a 
u” = u”(f) satisfont à en (t) = di (to), c.-à-d. si 


du! a) r je di? 
de’ dr s dr” dt 
(fig. C). Cette notion est indépendante des paramé- 
trages admissibles et des cartes utilisées. 

Il s’agit d'une relation d'équivalence dont les classes 
sont appelées vecteurs tangents. Ceux-ci sont donc 
représentés par les couples (£!, &) où & : = a (to). 


les couples ( | coïncident en f 


L'ensemble des vecteurs tangents en un point d’une 
variété de dimension 2 est un espace vectoriel de 
dimension 2. On le désigne par espace tangent en P à 
la variété. Il correspond au plan tangent usuel. 


Variété riemannienne, géométrie riemannienne 
Le problème fondamental d’une géométrie intrinsèque 
à une variété est bien celui de la « mesure des 
longueurs ». On procède par analogie avec la longueur 
d’un arc de courbe. 


Rappelons que pour calculer la longueur d’un arc 
tracé sur une surface dans Ron se sert de la première 
forme fondamentale, c.-à-d. de la forme quadratique 
EX + 2Fìu + Gi, (À, u) € R?, dans laquelle on 
remplace À par Q1 (À et u par p;(0, les valeurs de £, 
F, G étant prises au point de paramètres u = @,(?) et 
v = (t) (p. 409). Cette forme quadratique est définie 
positive en tout point d’une nappe régul. (E2? + 2 FA 
+ Ge > 0 pour Q. H) # (0, 0)), puisqu’elle représente 
le carré scalaire du vecteur de coordonnées À et 4 dans 
la base (2 (u, v), 24 (u, v)}du plan tangent (p. 406). 
Si l’on pose u! = u, u? = v, 8n = E, 8n = 8u = F, 8&2 = 
G, on introduit une écriture tensorielle et finalement 
un champ de tenseurs symétriques deux fois 
covariants, dont les coordonnées g,(u', 1), g,,(u!, u?) = 


(ul, w), g(u, u?) pour la base Es 2) définis- 


du!” ou? 
sent une forme quadratique non dégénérée positive 
(tenseurs métriques). C’est par cette interprétation que 
Pon peut passer à une variété V? pour introduire une 
« mesure des longueurs ». Une structure riemannienne 
sur une variété V? est définie par la donnée, en tout 
point P de V?, d’un tenseur métrique. V?, munie du 
champ de tenseurs ainsi défini, s'appelle une variété 
riemannienne (on dit aussi espace riemannien). La 
géométrie intrinsèque correspondante est dite 
géométrie riemannienne. Le tenseur métrique au point 
P définit une structure euclidienne sur l’espace 
tangent en P, Si x = (Et, &) et y = (n!, 7°) sont deux 
vecteurs de cette espace, on a (x , y) = guën, et 
|x|= Vsa 
La longueur d’un arc injectif de classe C' est 

NN 

[= M (gaiit 0) dt, en posant conventionnellement 


Ja 


i 
ù’ = S , Pour mesurer langle de deux arcs admettant 


dt 
pour vecteurs tangents x, resp. y, On écrit 
ELENE Ada n : 
cos & = 0< a < x. Enfin pour une partie 


7 penp ] 
[xli 
mesurable G de V’, la théorie montre que son « aire » est 


égale à /(G) = | yg du’ du? où g = gu go Bip le 
JG 


domaine d'intégration étant celui qui correspond à la 

définition de G dans le plan des (u', u®). 

Rem. : Pour la définition d'une variété n- 
dimensionnelle on remplace simplement IR? par 
R”. Un champ de tenseurs métriques plus 
généraux permettra en particulier l'introduction 
d’une géométrie intrinsèque à une telle variété. On 
aboutit ainsi à la géométrie riemannienne en 
dimension n. 


Rem. de la p. 419 (suite) : On définit un champ de tenseurs sur un ouvert O, si à tout point v € O on associe un 
tenseur de même espèce T, relativement à un espace vectoriel V, de dim. » si O C IR", Les coordonnées de T, 


pour une base b de V sont fonction de v. 


Ex. :E, F, G (resp. S, z E z 


de tenseurs d'espèce (0, 2) et un d'espèce (2, 0). 


) définissent sur louvert de IR? où sont définies les coordonnées locales un champ 
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Différentes formulations équivalentes de l'holomorphie d’une fonction sur un domaine D 


Le domaine d'holomorphie de f peut être une surface de RIEMANN S, constituée par des feuillets 
appliqués sur tout ou partie de €, déroulés autour de points dits de branchement, empilés les uns sur les 
autres et raccordés les uns aux autres, I peut y en avoir un ensemble fini ou infini, Si Æ désigne l’ensemble 
des points de branchement, §\ Æ a localement la même structure que € et f admet au voisinage de tout 
point a de SNÆ un développement en série entière dépendant du feuillet auquel a appartient. 


À Mémo des € =€ -fonctions (AD | 


On convient ici que f peut prendre ses valeurs dans € et que si f (a) = %, ) 
a 


dite méromorphe sur un domaine D de € si pour tout a de D, il existe un voisinage ouvert connexe 


=0 : f est alors 


de a sur lequel f ou 7 est holomorphe. 


On peut étendre le domaine dit d'holomorphie de la fonction par passage au plan achevé 
C=C LU {%} dans les conditions suivantes : f (z) est holomorphe pour |z| > r > 0 et a une limite 


LEC quand z — ©, On pose g (2) = f { 1) pour 0 <|z|< 1 et g (0) = l. Si g est holomorphe sur 


un disque ouvert contenant 0, on convient de dire que fest holomorphe sur un domaine contenant %. 


EE S 
2 om dec D 


Holomorphie au sens strict, comme dans tab. A. 


Extension de la notion d’holomorphie 


La branche mathématique appelée théorie des 
fonctions analytiques s'intéresse aux fonctions à 
valeurs et arguments complexes. Pour les fonctions 
réelles de la variable réelle, la propriété d’approxi- 
mation linéaire permet de définir la classe des 
fonctions différentiables, celle d’intégrabilité les 
classes des fonctions RIEMANN — intégrables, resp. 
LEBESGUE — intégrables. Si Pon passe de R à €, on 
peut également rechercher a priori des classes de 
fonctions. 


Historiquement, différentes voies ont été abordées 
pour des fonctions complexes de la variable 
complexe : introduction des séries entières 
(WEIERSTRASS), propriété d’intégrabilité (CAUCHY), 
propriétés topologiques et dérivation complexe 
(RIEMANN), définition de transformations géo- 
métriques particulières (ABEL). Or toutes ces cons- 
tructions ont conduit à une seule et même classe de 
fonctions, celle des fonctions holomorphes. 


L’agrégation de tous ces points de vue fournit une 
théorie étonnamment complète qui apporte une 
solution à de nombreux problèmes que la théorie des 
fonctions de variable réelle ne permettait pas de 
résoudre. Il apparaît souvent qu'un prolongement 
complexe convenable d’une fonction de variable 
réelle peut seul donner des renseignements satis- 
faisants sur son comportement. 


Dans ce qui suit, on présente d’abord brièvement le 
corps topologique € des nombres complexes et ses 
principales propriétés, puis on effectue sa 
compactification topologique. Elle donne le plan 
achevé C (p. 427). Sur €, resp. €, on peut aborder 
l'étude des limites pour les suites ou les fonctions. 
Elles conduisent aux notions de continuité (p. 429) et 
d’holomorphie (p. 431). 


L'holomorphie sera définie comme une dérivabilité 
complexe. Comme les fonctions de € dans € sont 
identifiables aux fonctions de IR? dans IR?, on verra 
comment une fonction dont les composantes réelles 
sont continäment dérivables peut être holomorphe 
(conditions aux dérivées de CAUCHY-RIEMANN). 


L'étude des intégrales curvilignes dans le plan 
complexe, en particulier de leur indépendance 
éventuelle du chemin suivi, fournit, pour les 
fonctions complexes, une propriété équivalente à 
l’holomorphie (p. 433). Les formules intégrales de 
Caucuy permettent de montrer un résultat 
remarquable : une fonction holomorphe sur un 
domaine D limité par une courbe de JORDAN C 
rectifiable, continue sur DUC, est entièrement 
définie par ses valeurs sur la frontière C. 
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On démontre ensuite l’équivalence entre les 
fonctions holomorphes et les fonctions développables 
en série entière (p. 435). L'étude des domaines de 
convergence des séries entières conduit d’une part à 
la notion de singularités, points exceptionnels où le 
prolongement holomorphe n’est pas possible et 
d’autre part à la mise en place d’un processus de 
prolongement holomorphe à un domaine maximal 
(p. 437). Parmi les singularités d’une fonction, 
certaines peuvent disparaître si l’on étend de manière 
convenable la notion de fonction, d’autres ne le 
peuvent pas (singularités essentielles). La notion de 
méromorphie dans le plan complexe compactifié et 
l'extension du domaine de définition à des ensembles 
de points de dimension 2 superposés au plan 
complexe fournissent des outils puissants pour ces 
prolongements (surface de RIEMANN pp. 443 sqq.). 
Seule la notion de fonction analytique sur une surface 
de RIEMANN permet vraiment de définir les fonctions 
qui sont l’objet de la théorie des fonctions. Dans 
la démarche suivie apparaissent alors des séries 
généralisées (par exemple les séries de LAURENT, 
p. 439). 


Par des exemples sur les fonctions entières, 
périodiques, algébriques, on montre la portée de la 
théorie (pp. 447 sqq.). On découvre en particulier des 
propriétés remarquables du prolongement analytique 
complexe de la fonction exponentielle réelle qui se 
révèle être périodique et en étroite relation avec les 
fonctions circulaires. Enfin les fonctions double- 
ment périodiques font découvrir des propriétés 
complètement nouvelles qui, par essence, ne peuvent 
pas apparaître dans le cas des fonctions de la variable 
réelle. 


Pour clore l'étude des fonctions d’une variable 
complexe, on recherche les propriétés géomé- 
triques des fonctions analytiques. Le cas des 
transformations conformes (pp. 455 sqq.) conduit à 
une nouvelle condition équivalente à l’holomorphie. 
Un des résultats les plus importants est le théorème de 
transformation de RIEMANN. Il en ressort, en faisant le 
lien avec les transformations linéaires, une vision 
complète des transformations conformes sur des 
domaines simplement connexes. 


Dans un dernier paragraphe, on essaie d'étendre les 
résultats obtenus pour des fonctions d’une variable à 
des fonctions de plusieurs variables, Cette extension 
n’est pas toujours possible et présente des difficultés. 
Certains problèmes conduisent à des concepts 
pP p 
nouveaux. Ainsi, l'étude du domaine de convergence 
d’une série aboutit à l'introduction des domaines de 
REINHARDT (tout domaine ne peut pas être domaine 
d’holomorphie d’une fonction). 
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Les triangles NOP, et Nz, O sont semblables (triangles rectangles ayant un même angle, l'angle en N). 
On en déduit s, : s; = 1: 4 ie. sı 4 = 1. On a de même 


La relation sı 4 = sh entraîne que s, : s2 = h : d, ce qui signifie que les triangles NP, P, et Nz, 2, 
sont semblables. I vient alors : 


da) i 
-z| h 


1 
h Ain yi 


[A 


Plan des complexes, sphère de RIEMANN, distance cordale 


B, 


Courbes de JORDAN dans € 
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Le corps des nombres complexes 

Le corps des nombres complexes € a été construit en 
tant que surcorps de IR (p. 65). Les éléments ze € 
s'écrivent sous la forme z = x + iy où x, yeR et 
È? =- 1. x s'appelle la partie réelle et y la partie 
imaginaire du nombre z. On représente le nombre 
complexe z = x + iy par le point de coordonnées (x, y) 
dans IR? (plan de GAUSS). Le nombre complexe 
conjugué de z = x + iy est Z, Z = x ~ iy. 

€ est algébriquement clos, ce qui signifie que tout 
polynôme de € [X] non constant est entièrement 
scindable, c.-à-d. décomposable en un produit de 
facteurs de degré 1. 

Les propriétés topologiques de € sont importantes 
pour l'analyse. On définit la valeur absolue ou 


module de z = x + iy en posant |z|= Vety. 


C’est une norme euclidienne qui permet donc 
de considérer C comme un espace métrique 
(d (z, z') = |z -2'|). On a l'égalité |z|? = zZ. Les 
e-voisinages de z dans le plan de Gauss sont les 
disques ouverts de centre z et de rayon £. € muni de la 
topologie métrique associée à d est un espace 
localement compact, mais non compact (p. 229). € est 
de plus un espace complet, ce qui signifie que dans € 
toute suite de CAUCHY converge. 


Compactification de C 
Par l’adjonction d’un point complémentaire à €, 
appelé point à l'infini et noté œ, on peut compactifier 
l’espace topologique localement compact € (p. 229). 
On notera € = Cu {w}. La topologie de € qui, on va 
le voir, est obtenue à partir d’une construction géo- 
métrique remarquable, admet comme topologie 
induite sur € celle qui est précisément définie par la 
distance d précédente. 
Une projection stéréographique du plan de Gauss (C) 
sur une sphère § de diamètre l’unité, tangente en 0 à 
(C), à partir du point NES diamétralement opposé à 
0, met en correspondance bijective € et $ \ {N} (S est 
dite sphère de RIEMANN, cf. p. 66 ill. C). On convient 
de compléter cette bijection par % + N. € est donc en 
bijection p avec S. S et (C) sont plongés dans l’espace 
euclidien de dim. 3. La distance euclidienne d (z,, z;) 
de deux points z, et z, de (C) est |z; - z|. Celle 
de leurs homologues P, et P, est donnée par l'expres- 
; J |z 1-2 p 
sion d (2,, 2) = fig. A). 
Vaz DAH zD 


La distance de N à P, image de z, est donnée par 


1 
l'expression d (%, z) = J =, 
(CHAR 


La topologie de € est la topologie métrique définie 
par la distance d, dite distance cordale. La restriction 
de d à € définit les mêmes ouverts que la distance d. 


Déf. 1 : (C, d) est le plan de Gauss achevé, en abrégé 
plan achevé. 

Rem. 1 : La distance d est bornée par 1, tandis que d 
n’est pas bornée. p 

Rem. 2 : Toutes les parties de € qui contiennent % 
et l'extérieur d’un cercle de centre 0 dans C 


appartiennent à l’ensemble des voisinages de % 
(noté U (%)), puisque 


|z| >r <> d(z, %)< 


1 
ÿ1 tr 


Rem. 3 : Dire que la suite (z,), définie dans €, tend 
vers œ dans €, c’est dire que |z,] est fortement 
divergente dans IR' (ce qui explique le choix du 
vocabulaire « point à l'infini »), ou de manière 
équivalente d (z, ©) > 0. 


Rem. 4 : Il faut signaler que % ne peut être manipulé 
comme un nombre complexe. Sans doute peut-on 
tolérer les écritures VzeC, z +% = © + z = ©, 
tA = 0, VzeC", z: © = œ , mais il ne peut être 


r 5 oo 
question de donner un sens à % + %, (+00, æ. 


Une partie ouverte de (C, d) resp. (C, d) est connexe 
si elle n’est pas la réunion de deux ouverts disjoints 
non vides, conformément aux définitions 2 et 3 
p. 223. 


Déf. 2 : Une telle partie s’appelle un domaine. 


Les ensembles de définition des fonctions 
holomorphes sont en général des domaines ; dans 
certains cas ils auront une propriété supplémentaire : 
ils seront simplement connexes (pp. 213, 239). 


Rem. 1 : Si œ% est un point extérieur à un domaine D 
de €, alors D est un domaine borné de (€, d) et 
réciproquement. 


Rem. 2 : si © est intérieur à un domaine D de €, alors 
D \ {w} est un domaine de € et il n’est pas borné 
dans (C, d). L'exemple le plus simple 
revanche il faut remarquer que si D' 
domaine non borné de €, D'u {%} n’est peut-être 
pas un domaine de € (par ex. z EC / Re z > 0}). 


Si L est une courbe de JORDAN (p. 235) dans (€, d), 
€ \ Z est la réunion de deux domaines disjoints, dont 
l'un est borné (l'intérieur de L) et Pautre £ non borné. 
E U {%} est un domaine de €. Si L est une courbe de 
Jordan dans €, c’est-à-dire l’image dans € par la 
bijection q ! d'une courbe de JORDAN L' tracée sur S, 
deux cas peuvent se présenter : © ÉL, L est dans € et 
Pon retrouve le cas précédent. Si EL, € \ L est la 
réunion dans € de deux sous-domaines disjoints non 
bornés (fig. B, et B;). 

Dans l'étude des fonctions f : D; > C, avec D; & C, 
on sera amené aussi bien à étudier les prolongements 


de l’ensemble de définition D&E € € € que le 
prolongement de l’espace d'arrivée € en €. 

Si le prolongement du plan de GAUSS par un seul 
élément diffère du prolongement projectif d’un plan 
réel (p. 139), c’est que son but est différent : l'usage 
de € apporte de l'élégance aux raisonnements et à 
l'expression des résultats. De plus € est une surface 
de RIEMANN (pp. 442 sqq.). 
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Coupe du plan des complexes et de la sphère de Riemann avec la double représentation de la suite (a,) 
où 4,=(-1l)'n, nEN. 
Sur la sphère de RIEMANN, % est la seule valeur d’adhérence de la suite et c’est donc la limite de la suite. 


GE] ~a dy 
a s 
-3 =g 2 3 4 


A 


Exemple de convergence dans € 


AE Y 


surf: due Surface des valeurs absolues de la foncti 
Surface des valeurs absolues de la fonction # alcurs absolues de la fonction 


1 f: CC définie parz} sinz 


f: C*—C définie parz > - £ 
(cf. p. 436, ill, A) 


Bi, * B, 


Surfaces des valeurs absolues de fonctions complexes 


f: D; € avec D,={z/|z-11 <1} déf. parz + 


D, est l’intérieur du disque centré en 1 de rayon 1. 
Le prolongement de f à € est partout continu pour 
la distance cordale, f est donc uniformément 
continue pour la distance cordale. 

Par contre, f n’est pas uniformément continue 
pour la distance dans C. En effet, si on choisit 


£= I , quel que soit à E R}, il existe v E N° 


tel que pour 


on ait 
; 


1 i s 
1220 Zivl= 3 <ð mais 


Suns 


C Ea) nl v> e. 


Continuité uniforme 


nn 
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Suites complexes 

€ étant un espace métrique, la convergence d’une 
suite de nombres complexes (z,) vers une limite a 
s'énonce de façon connue : la suite (2,), Z, EC 
converge vers a E € 

ssi Ye ER, ,EN/Vnans,|z,-a|se. 


Prop. 1 : Une condition nécessaire et suffisante de 
convergence de (z,) vers a est que les deux suites 
(Re z,) et (Im z,) convergent respectivement vers 
Re a et Im a. 


La convergence au sens de la topologie usuelle 

implique celle au sens de la topologie définie par la 

distance cordale, La distance cordale permet, de plus, 

d'introduire la notion de convergence pour des suites 

ayant leurs éléments dans € : la suite (z,), z, E C 

converge vers a EC si, et seulement si : 

Ye ER; / Im EN / Yn = ny d (Zp 4) < €. 

Prop. 2 : Une suite dans (C, d ) ayant une limite finie 
a ses valeurs dans € à partir d'un certain rang et 
converge alors dans (C, d ) vers la même limite. 


Dans l'analyse réelle, on parle de divergence vers + 0 
ou — % (p. 277). Dans le cas complexe, on dit qu’il y a 
convergence vers %. Ainsi, par exemple, la suite 
((- 1)": n) est convergente dans € et sa limite est . Il 
apparaît clairement sur la Sphère de RIEMANN que 
cette suite possède une unique valeur d’adhérence 
dans € (ill. A). Dans €, toute suite possède au moins 
une valeur d’adhérence. 


Fonctions complexes 

Les fonctions complexes de variable complexe entrent 
dans le cadre général des fonctions (p. 33). Selon que 
l'on autorise ou non le point % dans les ensembles de 
définition et de valeurs des fonctions, on parle de 
€-C,C-C, C-C ou C-C-fonction. 

Une C-C-fonction se ramène à deux fonctions réelles 
de deux variables réelles, Si on pose z = x + iy, on 
aura f (z) = f (x + iy) = u (x, y) + iu (x, y), où u et v 
sont des R?-R-fonctions, que l’on peut considérer 
comme les composantes d’une IR?-IR?-Fonction F 
Réciproquement toute IR?-IR°-fonction définit une 
C-C-fonction, 

Le graphe d’une fonction complexe est un ensemble 
de points de l'espace €? ou R’, de dimension quatre 
sur R, ce qui exclut toute représentation usuelle. On 
obtient un renseignement qui peut être utile en portant 
au-dessus de tout point 2ED/ la valeur FOIE 
L'ensemble de points de € x IR* ainsi obtenu s'appelle 
surface des valeurs absolues (ill. B). 


Continuité 
Une limite de fonction complexe se définit dans 
les termes de déf. 4, p. 283 en remplaçant IR par € 
resp. C. La notion topologique de continuité d’une 
fonction peut être formulée au moyen de la dis- 
tance puisque € et C sont des espaces métriques 
(cf. prop. 3, p. 285). 
Prop. 3 : Une C-C-fonction f est continue en a ED fi 
ssi Ye ER; JAER, / Yz ED, |z-a] < ô 
=> | SC) -S la)| < e. PN 
On a un résultat analogue pour une C-C-fonction 
en remplaçant la valeur absolue par d . 


Si le point % est l'argument de la fonction, il s’ensuit : 
Si f(%) # ©, f est continue en © ssi VeER, 
Fr ER; / Yz ED}, |z| > r= |f (z)-f(9)| < £ 
Si f (a) = %, f est continue en a # % ssi YMER’, 
Jô ER; / Yz ED; |z -a| < ô= | f (z)| > M. 

Si f (©) = %, f est continue en % ssi YMER’, 
Ir ER, / Yz ED}; |z| >r = |f @)| >M. 

Les fonctions rationnelles, qu’on supposera ici 

définies par des fractions rationnelles irréductibles, 

forment une classe importante au sein de l’ensemble 
des fonctions continues. Si z EC et f (z) # ©, la 
continuité se justifie comme dans le cas réel. 

La continuité est encore valable en si on prolonge la 

fonction définie par : 


fo a 2"+a, 2" ++ ag 
Ms Ms ak? 
b2 tbe tb, 


a, # 0, bp, #0, n, m EN 


de manière convenable en ce point : il suffit de poser 
(cf. p. 305) : 
[ 0 sin<m 


LS 
Si nam 


I= ig 
E si n>m 

Si a est un pôle de f (p. 303), on pose f (a) = %. 
Les fonctions rationnelles sont alors des C- C-fonc- 
tions définies et continues sur tout €. 


Continuité uniforme 

Dans l'étude de la continuité, le fait que l’on choisisse 
la métrique définie par la distance cordale ou, dans le 
cas de points et de valeurs dans €, celle dérivant de la 
valeur absolue, ne joue aucun rôle. Dans l'étude de la 
continuité uniforme (cf. p. 289), la métrique choisie 
est déterminante, 


Déf. : Une application f d’un espace métrique (£, d;) 
dans un espace métrique (Es, d,) est dite 
uniformément continue sur FS E, si Ve > 0, 
36>0/V(z,2)EF x F, di (Zp 2) < Ô 
= d, (f), CE) < €. 


Ex 1: F=E =E= 0 di =h Ed z> f ES 

n’est pas uniformément continue sur F, car si à 
i ee 1 L ô 

existait pour € < 1, en faisant 2, = gang +5 
on aurait | z?-23| > 1, ce qui est contradictoire avec 
|2- z}| < €. 

Ex. 2: F =E, = C, d= d, E=C,; dy=d, 
z> f (z2) = 2. f est uniformément continue 
sur F car 

[zi +z 


df ENS E) = zzl - = <2/z,-21| 
vi +a +121) 

Prop. 4 : Toute application f continue d'un compact 
métrique C dans un espace métrique est 
uniformément continue sur C. 

Donc si f est continue sur F supposé compact dans 

(C, d), resp. (Cd), quel que soit l’espace image choisi 

(C, d) ou (C, d ), f est uniformément continue sur F. 
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du, du | 
Uilli X) = Xi, — (x)= 1, — (%,4) = 0, 
un dx, à 
dv 
DR X2)= X2, i (xo %) = 0, A a C0) = 1. 
+ g [22 
Ji est holomorphe, f; (2) = 1. i a 
hO=z=x, -ix Jus n 
ua(Xi, X2)=X1, re G)= 1, x, (2) = 0, 
1 2 
= dv, du 
valis x)= Ta z“ (4) = 0, z Gx)=- 1. 
f n’est pas holomorphe. ox; dx, 
du 
3 
u(x, X2)= XI =x}, T Ana) = 2an 
ox 
ðu 
va(X1, X2)=2x1X2, F 3 (2) = 22, 
ox 
fy est holomorphe, f$ (2)=22. ' 
ðu 
Ua(X1, X2)= € cos x) , e + (Xi 42) = ei cos x, 
[LAS 
1 2 
N EEE dus y av, 
af X2)= €" sinx, -5 (xp 4) = et sin x, — (xp) = e"! cos xy. 
Ja est holomorphe, f4 (2) = eè. 9x1 0x? 
dus En dus 
Us(X1.X2)=0, — (x,x%) = 0, — (x, 2%) = 0 
s( 1 2) ax; 1 axy ( 1 2) , 
ðv dv 
5 
vs(X1, X2)=4x1X2, a Mrt) =t e (2) = 4x. 
1 Las 
A Js n’est pas holomorphe sur € mais elle est dérivable par rapport à z en 0. 


Vérification de l’holomorphie à l’aide des conditions aux dérivées de CAUCHY-RIEMANN 


Soit z = x, + ix, f (2) = u (X, 22) + iv (xp à 


si fest continûment dérivable par rapport à x, et x, alors : 
af 


1-10- Aa ap- 2 


(a): (x2= a3) 


lim ——— - =0; 
za Iz-a| 
De z-a=(x-a)+i(t-a) et Z- a=(x-a)-i(x,-@) on tire 
: zi RENA _ 1 X 
OURS (G-a)+(2- a)) et x,-a,= 3 (G-a)-G-a)). 
j i wa OU of i r 
Ces relations permettent d'écrire i (a) (x, a) + 3 (a): (x; — a) sous la forme conventionnelle 
OX} 9X3 


a (a):(z- a) avec 


Comme f (2) = u (x, x) + iu (x, x), on a 


of _ 1 { du ðu ; 
a Onl a O 


d À di 
a (a) = 0 est donc équivalente aux conditions de CAUCHY-RIEMANN en a. 
oz 


ð 
Dans ce cas of (a) = f' (a). 
az 


Dérivées partielles formelles suivant z et Z. 


Différentiabilité réelle 

f étant une fonction de € dans €, en écrivant 
z = x + ix et f (2) = u (Xi, X2) + iU (x, 3) (cf. p. 429), 
on définit une application F de IR? dans R°: 
(Xp 12) > (u (x, X), V (Xp x). Si F est différentiable 
au point (a,, a) (p. 323), on dit que la fonction f est 
R -différentiable au point a = a, + ia,. 

Dérivabilité complexe 

La différentiabilité des composantes réelles u et v 
permet de définir une approximation linéaire de F. 
On peut alors se demander si on peut approcher 
une fonction complexe R-différentiable par une 


application linéaire, c.-à-d. si lim LO W existe 


puisque l'écriture f (z) — f (a) = (z- a) L + (z - a) € (2), 

où € (a) = 0 et € continue en a, est équivalente à 
Z)—} (a à 

TOSO —> L quand z — a. L'exemple suivant 

montre que ce n’est pas toujours le cas : 

Soit f la C-C-fonction définie par z> Z. 

La R?-R?°-fonction F correspondante est définie par 

(xx) Mie (u Qi), V (Xi, 22)) = (ri, = 12). 

Les fonctions u et v admettent en tout point de IR? des 

dérivées partielles selon x, et x, continues. La prop. 2 

p. 321 permet de conclure à la différentiabilité de F 

sur IR?et donc à la R-différentiabilité de f. 

On a d’autre part : 

SOSA _ @-a)-i(;- a) 


z-a  (x-a)+i(x,-a) 


Pour x, = 4, et x, # a, cette expression vaut 1. Elle 

vaut — 1 pour x, = 4, et x, # a. Elle n’admet donc pas 

de limite quand z — a. 

Le fait qu’une fonction complexe puisse 

être approchée de manière linéaire implique la 

R -différentiabilité mais la réciproque est fausse. 

On définit : 

Déf. 1 : La C-C-fonction f : on — C est dite 
C-dérivable en aEC si a est un point d’accumula- 


tion de D; et si lim f OT Q 


existe. 

Déf. 2 : La C-C-fonction f : D; — € est dite 
holomorphe sur le domaine D ED; (resp. en un 
point a intérieur à Dp) si f est C-dérivable en tout 
point de D (resp. au point a). 

FOTO 

4 


La valeur lim — > 


s'appelle dérivée de f 
en a et on la note f’ (a). Par z1 f' (z), on définit sur 
D la fonction f’, dérivée de f sur D. 

Conditions de CAUCHY-RIEMANN 


ua . JG, 
Si f est holomorphe en a, lim Taca = f'(a) 


pour toute suite z, > a = a, + ia, Z, # a. On prend 
successivement z, = a + hp Z, = à + ih,, où MER’, 
h — 0. 
LENSI 

h 


n 


[u (a, + hp a3) -u (a p a)l] i [U (a; +h,a,)-v(a,, a) 
E — = 
à >S 
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Donc eu et Ov existent en a 
0x, dx 
ou : OU 
et f'(a)= = (apa) ti (a, a). 
RO ACTE ACT) 
PEENI | 
ih, É 
lu(a,,a,;+h,)-u(a,a)]+ifu(a,,a,+h,)-v(a;,a,)] 
=, ii 
5 r > f'(a) 
Donc oi et gu existent en a 
ax, OX, 


5 . ðu au 
et f'(a)=-i-— (apa) + = (a, a). 
ROSE ACTE Ona) 
En comparant les deux écritures, on a les conditions 
de CAUCHY-RIEMANN 


ðu ou 
3 (4,4;)= -=— (4,4 
a, (ma) = ge Cra) 


du 
ax, 


Prop. 1: f : D; — C est holomorphe en a intérieur à 
Dy ssi u et ù sont différentiables en a et satisfont 
aux conditions de CAUCHY-RIEMANN. 

Dans l'exemple précédent, où la fonction f était 

définie par f (z) = z, la première condition de CAUCHY- 

RIEMANN n’est pas satisfaite, Le tableau A donne 

d’autres exemples d'étude de l’holomorphie d’une 

fonction. Le tableau B crée un lien formel entre 
dérivabilité et IR-différentiabilité. 

Les règles de dérivation formulées dans les prop. 2, 

3, 5 et 6 pp. 293, 295 s'étendent à la dérivation 

complexe. On en déduit en particulier que les C-C- 

fonctions rationnelles sont holomorphes sur tout leur 

domaine de définition (c.-à-d. € diminué des pôles). 

Fonctions harmoniques 

Comme les parties réelles et imaginaires des fonctions 

holomorphes sont deux fois continâment dérivables 

(cf. prop. 3 p. 433), les égalités de CAUCHY-RIEMANN 


ðu 

(an a) =- FA (a, a). On peut alors prouver : 
Le 

si 


t ð u 


n 

E d 

impliquent que — Dr 
0x, 0x,0%, 


d'u Fv 
RÉ A O 
ox, ox, ðX, 
gt 
a =0. 


axt ox; 
Déf. 3 : Une IR°-R-fonction p deux fois continûment 
dérivable sur un domaine D est dite fonction 
harmonique sur D si elle vérifie en tout point de D 
2 2 
a "d'i® 4 A 
la condition —— + — =0. 
ox; 


Prop. 2 : Les parties réelle et imaginaire d'une 
fonction holomorphe sont harmoniques. À toute 
fonction harmonique u sur un domaine D simplement 
connexe correspond une fonction harmonique v, 
définie à une constante additive près, telle que u et v 
puissent être considérées comme les parties resp. 
réelle et imaginaire d’une fonction holomorphe. 
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A, Exemple de calcul d’intégrales curvilignes le long d’un chemin continûment différentiable par 
x 1 
morceaux en utilisant la formule générale | [ @jdz= | T (KOK (0) dr. 
1 Ja 
k 
ki()=1-t+it, tE [0,1]; k, () = 1-1, t E [0,1] ; k; (i) =i t, t E [0,1]. 
" M xi é 
| zaz= |, d-ri- Ddr=Gi-DI| (-Ddr+i f tdr=-1 
J A J0 


ki 
A si a. f m E n 
] zdz= | Qi Ddr=(- DI @-ndr-i |, tdt]=i 
‘1 
On a aussi | zdz= | 242=- | zaz=- f zaz=-Ł. 

Kz K3 Ka K3 Š 


A, Cas où f(z) = g'(z). Dans ce cas l'intégrale ne dépend pas du chemin suivi pour joindre le point de 


départ au point d'arrivée : | g'(z)dz= fk B'(KCK'(Ðd t = g(k(b)) — g(k(a)) = g(B) - g(A). 
k 


A, Ainsi | zdz= | zdz= li = 1 tandis que zdz=0% | zdz=i. 
TA ki katk3 ki 


Calcul d’intégrales curvilignes 


On suppose f holomorphe sur un ouvert U contenant le triangle A de frontière T orientée, de périmètre S et 
de diamètre D. On divise À en quatre triangles égaux dont on oriente convenablement les frontières. Soit 


À, Pun de ces triangles tel que | |. f (z)dz 
ges) 


soit maximal, On a 7 = If, Sdz] salf, f@)dz|. 


On réitère l'opération sur A}. 
… D'où une suite de triangles emboîtés A,, dont les sommets convergent vers zy point commun à tous les A, 


On a d’une part 7 < 4" | | S) dz| (T, frontière de A,), d'autre part /(2) = /(20) + f'(&)(z — z) + NAE- 2), 


où n(z) tend vers 0) avec |z — zo|. D'après A, [ fG)d z = | |z = zo [n(z)dz. D'où 1 s d'm,D2" S2", où 
P Ta z Ta 
D2" = diamètre de A, S2” = périmètre de A „ m, = sup{|n@)|||z- z| < D2”}. Finalement 7 = 0. 


B 


Justification des formules d'intégration de CAUCHY 


kt L=k+k-K'-k, 


S) 
-z 


| ME dE=0= [AE dE [AE dE 
` kt kt 


C 


Démonstration de la formule intégrale de CAUCHY 
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Intégrale curviligne complexe 
On aborde ici l'intégration d’une C-C-fonction 
f: D; > C. On a besoin de la notion d’intégrale 
curviligne (cf. déf. 1 p. 351). Étant donné un arc de 
Jordan C orienté rectifiable (p. 347) paramétré par 
une R-C-fonction k : [a, b] — €, on définit une 
intégrale curviligne complexe le long de cet arc 
orienté de la même façon qu’une intégrale curviligne 
réelle. On ne fait que remplacer dans la somme 

m 
S (k, f, D, B) = 

= 
scalaire par un produit de nombres complexes et on 
obtient, après avoir changé le nom des variables 


S (k, f, D, B) = À FE) (G, —2,.,) . On pose alors 


(f (x,), a, a,.,) le produit 


| fdz := lim S (k, f, Zw B,) si cette limite 
Jk ue 


existe dans les mêmes conditions que celles relatives 
à une intégrale curviligne réelle. On a égale- 


ment | r@&=| f@dz si k est un autre 
Jk Jk 
paramétrage admissible de C, respectant son 
orientation (notation commune | fdz). 
Je 


Si la restriction de f à C est continue et si k est 
continûment dérivable, il s'ensuit : 


| fG@)dz= i CO) k' (t)dt (cf: prop. 2 p. 351). 


L'intégrale curviligne peut ainsi être évaluée comme 
une intégrale de RIEMANN réelle. Si la fonction k est 
seulement continüment dérivable par morceaux, on 
peut évaluer l'intégrale sur chacun des morceaux puis, 
par sommation, en déduire l'intégrale curviligne. Le 
tableau A fournit des exemples de calculs d’intégrales 
curvilignes. Les règles d’intégrations K, à K, de la 
p. 351 sont valables pour ces intégrales curvilignes. 
Propriété intégrale de CAUCHY 
Les exemples du tab. A montrent qu’en général 
l'intégrale curviligne dépend non seulement des 
points de départ et d'arrivée de l'intégration mais 
aussi du chemin suivi entre ces deux points. Si 
l'intégrale curviligne ne dépend pas du chemin suivi, 
l'intégrale le long d’une courbe fermée vaut 0. 
On à alor 
Prop. 1 : Soit D € € un domaine simplement connexe 
(p. 239) et f : D — € une fonction holomorphe ; alors 
pour toute courbe de JORDAN rectifiable k tracée 


dans D on a | fdz =0. 


Pour prouver cette proposition, on approche k par un 
polygone p. En faisant appel à des propriétés de 
continuité uniforme, on peut rendre la différence 


[ko d- | fe) +) aussi proche que l’on veut de 
4 Jp 
0. Si on découpe le polygone orienté en n triangles de 
bords T, (ill. B), on a : 
x Here 
fors | f (œ) dz . On montre ensuite que 
Jp 1 Ur 


intégration de CAUCI 


pour tout Ty, | f@)dz =0 (ill. B) 
Jr, 
Rem. : k étant une courbe de JORDAN orientée 


rectifiable dans €, d'intérieur Q, si f est continue 
sur kU Q, holomorphe sur Q, on a encore 


| fdz = 0 car on peut approcher k par une 
Jk 


suite de polygones intérieurs. 


Formules intégrales de CAUCHY 

Prop. 2 : Soit f une fonction, holomorphe sur 
l'intérieur Q d'une courbe de JORDAN rectifiable k, 
continue sur k U Q. Pour tout zEQ on a : 


joe [FO ue. 


~ Zinj Ẹ-z 


Pour prouver cette proposition, on se donne un cercle 
K assez petit entourant z (ill. C). Vu la remarque 
précédente, on peut remplacer l'intégration sur k par 
l'intégration sur K sans changer la valeur de 
l'intégrale. On a donc : 


La deuxième intégrale du membre de droite vaut 0 car 
elle porte sur une expression bornée, puisque f est 
dérivable au point z et que K peut être choisi aussi 
petit que Pon veut. La première vaut 2 ix étant donné 
les résultats du tab. A (£-z = re", 0 E[0, 2x]). 

Prop. 3 : Sous les hypothèses de la prop. 2, f possède 
sur l’intérieur de k des dérivées à n'importe quel 
ordre et on a VnEN \ {0} 

1% @)= nf fO dé 


2 ine (6-2"* 77 
(formule intégrale de CAUCHY),. 
Une justification de cette formule consiste à prouver 
qu'on a le droit de dériver par rapport à z sous le signe 
d'intégration. 
La dérivabilité au premier ordre d’une fonction 
complexe implique donc l'existence de dérivées à 
n'importe quel ordre. 
Prop. 4 (MORERA) : Soit DEC un domaine 
simplement connexe et f : D — € continue. Si le 
long de toute courbe de Jordan rectifiable orientée 


kCD on a | f()dz=0, alors f est holomorphe 
Jk 


sur D. 

La propriété d’holomorphie pour une fonction 
complexe est, comme on l’a déjà vu, beaucoup plus 
fructueuse que celle de dérivabilité pour les fonctions 
de variable réelle. Pour les fonctions de variable réelle, 
la fonction dérivée n’est pas toujours continue. 
L'holomorphie sur un domaine D entraîne par contre la 
dérivabilité à n'importe quel ordre ; les valeurs d’une 
fonction et de toutes ses dérivées sur l’intérieur d’une 
courbe de JORDAN rectifiable kC D sont fixées par les 
valeurs de la fonction sur k ; la théorie de POISSON 
prouve même qu’il suffit de connaître la partie réelle 
de la fonction sur la courbe k pour la connaître partout 
sur l’intérieur, 
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convergence seulement en z = 0. 


v=0 

a 

Dust, convergence pour|z| < 1, 

0 . 

x divergence pour|z| > 1. 

o y 

» x , convergence pour |z| < 1 sauf pour z = 1, 
vat 


divergence pour|z| >1etz=1. 


convergence pour|z| < 1, 
divergence pour|z| > 1. 


convergence pour tout z E € 


A 


Domaine de convergence de certaines séries entières 


JEEN} > Cdét par z = L est développable en série entière autour du point 5 + 4 i. 


On transforme : 
frs 1 oeei a 1 
z—=2 3+4i+(z-(5+4i)  3+4i i | z—(5+ s) 
3+4i 


La série géométrique converge pour 
z—(5+4 
| 3+di 
ier=5 


Y <1, Iz= (5+4i <13 +4il=5, 


B 


Exemple de développement en série entière d’une fonction rationnelle 


Si deux fonctions /, et f, holomorphes sur un même domaine 
D, prennent des valeurs égales pour tout z = z, (,) étant ici une 
suite injective tendant vers a € D, f, et f, coincident sur un 
disque ouvert Q centrée en a, intérieur à D. On peut même en 
conclure que f, = f sur D : en effet soit z E D en lequel on 
n'aurait pas f, (z) = f (2). I existe une ligne polygonale 
injective incluse dans D, liant a à z car D est un domaine. Si on 
parcourt cette ligne de a vers z, (fi —f) (m) variera continûment 
de 0 à fi (2) -f (2) # 0, en conservant d’ailleurs la valeur O prise 
au départ, sur une partie de la ligne polygonale (au moins sur 
Q) ; d’une manière précise il existe une sous-ligne polygonale 
(a, b) maximale sur laquelle f, (m) = f, (m). Comme b est point 
d’accumulation de (a, b), fi — fà sera nulle sur un disque centré 
en b, d’après ce qui précède ; mais alors, si b # z, (a, b) ne 
serait plus maximale, Il y a contradiction : 

AORO. 

C 


Propriété d’unicité 
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Développement en série 

La dérivabilité à n’importe quel ordre en un point a 
est une condition nécessaire mais non suffisante pour 
qu’une fonction réelle admette un développement en 
série de TAYLOR autour de a (p. 301). On peut de ce 
fait se demander si une fonction holomorphe est 
développable en une série similaire à la série 
de TAYLOR. 

Pour cela, on va étudier certaines propriétés des séries 
entières complexes (cf. p. 289). 


% 
Prop. 1 : Si la série > a, Ga)" converge pour 


A 
zı» a, il en va de même de la série Ÿ a,(z-a)' 
v=0 
pour tout z tel que |z -a| < |z- a]. 
L'ensemble des points z tels que |z -a| < |z- a| 
constitue l’intérieur du disque de centre a passant 
par zy. 


œ 
Prop. 2 : Si la série Y a,(z—a)" converge pour 
0 


v= 
des points z différents de a mais ne converge pas 
sur tout €, il existe rER, tel que cette série 
converge pour tout z tel que |z- a| < r et diverge 
pour tout z tel que |z ~a | > r ; r est défini par : 

o ÍI 

= 
dim \/la,| 
r s'appelle le rayon de convergence de la série. 
L'ensemble des points où la série converge est 
constitué de l’intérieur d’un disque de centre a et 
éventuellement de points de la frontière de ce dis- 
que (tab. A). La série est normalement, donc 
uniformément, convergente sur tout disque de centre a 
et de rayon p < r. 


r= 


Prop. 3 : La fonction définie par 


oo 


ze f()= À a,@-—a)" est holomorphe sur 


l'intérieur du disque de convergence, Par dériva- 
tion terme à terme, on montre qu'on obtient la 


o 
dérivée f’ (z) = À va, a)" ! (même disque 
ouvert de convergence). 

On prouve de manière plus générale que la somme 

d’une série de fonctions holomorphes uniformément 

convergente sur un domaine D est une fonction 
holomorphe sur D et que celle-ci peut être dérivée 
terme à terme à un ordre quelconque, et de même 

intégrée terme à terme entre deux points de D. 

La possibilité de développer une fonction holomorphe 

en série entière découle de la proposition suivante, qui 

est exactement la réciproque de la proposition 3. 

Prop. 4 : Soit f : D —> C une fonction holomorphe sur 
un domaine DEC. f est développable en série 
entière autour de tout point aED et on a : 


æ f™ 
see $ Lea). 


so Vl 
La série converge nécessairement vers f sur le plus 
grand disque ouvert centré en a sur lequel f est 
holomorphe. 


Soit r le rayon du plus grand disque centré en a sur 
l'intérieur duquel f est holomorphe. On considère un 
cercle K, de rayon r, < r, centré en a. 

Pour tout point z de l’intérieur de K,, on a : 


= + f VE 
fG)= in Je E-z dé. 
1 
1 a 6- a 
— l peut s'écrire sous la forme — >74, d 
z peut s’écrire sous la forme ira onc 


-a 
comme la somme d’une série géométrique : 
1 LR E-a)" 
E-z 0(E- a) 
on tire légalité : 
ra= a he (5 BED je 
2in JK? |%0 (&- a)" a 
Comme la série converge uniformément sur K,, on 
peut intégrer terme à terme et on obtient : 


< F f: > v 
see (El, gaat) 


v=0 
o pt 
et de là f (z) = p 2 © (z-a)" étant donnée la 
prop. 3, p. 433. 
La propriété 4 est remarquable puisqu'elle prouve 
qu'une fonction holomorphe sur D, i. e. une fois 
dérivable sur D, est développable en série de TAYLOR 
autour de tout point de D. Dans le cas des fonctions 
réelles, par contre, on a vu (cf. p. 300 ill. A) que la 
dérivabilité à un ordre quelconque n'implique pas 
l'existence d’un tel développement. 
Le développement d’une fonction holomorphe en 
série entière autour d’un point a est unique. Le 
tableau B donne un procédé qui permet de développer 
en série entière des fonctions rationnelles, en utilisant 
des séries géométriques. 
Deux séries entières autour d’un point a sont 
identiques ssi elles fournissent les mêmes valeurs pour 
une infinité de points a, admettant a comme point 
d’accumulation. On peut sous les mêmes hypothèses 
conclure à l'identité de deux fonctions holomorphes : 
Prop. 5 (propriété d’identité) : Soit f4 : D>C et 
fa: DC deux fonctions holomorphes sur le 
domaine D. Si pour une infinité de points ay 
intérieurs à D admettant a comme point 
d'accumulation dans D f, (a,) = f, (ay) alors 
fi= fasur D. 
Les hypothèses sont évidemment vérifićes si deux 
fonctions holomorphes coïncident sur un sous- 
domaine de D ou sur un arc de JORDAN k C D. 
Toute fonction holomorphe non constante possède 
donc en tout point a ED un voisinage de a sur lequel la 
valeur f (a) n’est prise qu’en a. En particulier, tous les 
zéros dans D d’une fonction holomorphe non 
constante sur D sont des points isolés. Les seuls points 
d’accumulation possibles des zéros sont des points de 
la frontière de D. Le prolongement d’une fonction 
holomorphe définie sur un domaine D à un domaine 
D'DD est donc unique quand il est possible. 


q pour |z-a|<|Ë-a, d'où 
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ner 


Les dév. en série entière des fonctions réelles sin, cos, sh, ch, exp ont un rayon de convergence infini. Ils 
dé ent donc des fonctions holomorphes sur €. On remplace selon l’usage x par z pour les fonctions 
complexes. On calcule les dérivées en dérivant terme à terme et l’on retrouve : exp’ = exp, sin = cos, etc. 
Les dév. en série entière permettent d'écrire certaines relations entre ces fonctions. En plus de celles citées 
à la p. 437, on trouve par ex. : 

sin z = sin (x + iy) = sin x ch y + i cos x sh y 

cos z = cos (x + iy) = cos x ch y — i sin x sh y. 
De plus, toutes les formules usuelles restent valables sur C. 
Toutes ces fonctions sont périodiques. La période des fonctions sin et cos vaut 2 7, celle des fonctions exp, 
sh, ch vaut 2ix. Dans le cas complexe, les fonctions sin et cos ne sont pas bornées. On a en effet les 
relations sin iy = i sh y et cos iy = ch y, fonctions non bornées sur R. 


A 


Prolongement holomorphe de certaines fonctions réelles i 


B 


Prolongement analytique suivant le procédé des cercles enchaînés. 


La fonction f (x) = x pour x € R* (racine carrée positive de x) se prolonge dans C grâce à son 
développement en série entière sur le disque ouvert de centre 1 et de rayon 1 : 


2 


on à, pour xE po, ie- (cf. p. 300). 


=x /1 
On pose pourze Cet|z-1| <1, f(= Ž (2) @-1)". 


v=0\v 
La relation f? (2) = z, valable sur R, est toujours valable sur le disque ouvert |z-1| < 1, si bien 


cr. 
que siz= ref, -5 <p< E „0 <r<2cos p, onaf(2)= vr E 
Par prolongement analytique vers — 1 le long du 
demi-cercle supérieur k, on obtient une fonction f 
définie sur le domaine bordé de rouge, avec 


„S1 
RO= iÈ 2| C1)" (+ 1)" pour |z+1] <1. 


Par prolongement analytique le long du demi- 
cercle inférieur k,, on obtient par contre une 
fonction f, définie sur le domaine bordé de vert, avec 


Ona donc f,(-1)=i et f,(- D = 
fi et f, sont des prolongements de f mais f, n’est 
C pas un prolongement de f. 


Prolongements analytiques le long de différents chemins | 
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Prolongement holomorphe 

Une fonction réelle analytique en a (déf. 3 p. 301) est 
développable en série entière autour de a. La 
définition du rayon de convergence d’une série entière 
est la même dans les deux cas réel et complexe. Le 
développement en série entière d’une fonction réelle 
analytique, pris en tant que développement en série 
sur €, est donc convergent sur l’intérieur d’un disque 
centré en a et de rayon le rayon de convergence de la 
série réelle. Cette série définit sur ce disque une 
fonction holomorphe, le prolongement holomorphe de 
la fonction réelle. 

Pour des séries entières convergeant partout sur IR, 
comme c’est le cas pour les fonctions sin, cos, exp, sh, 
ch, on obtient à l’aide d’un tel prolongement des 
fonctions holomorphes sur tout €, fonctions que l’on 
désignera toujours par le même symbole (tab. A). Si 
on compare les développements en série obtenus ici 
avec ceux de pp. 308, 310, on trouve les relations 
suivantes : cos z + i sin z, €" Ÿ = cos z — Í sin z, 


k (=e, 


cosz = j (e +e’), sinz= 
i 


Nj 


ch z = cos iz, sh z = — i sin iz. 

Elles prouvent que dans le cas complexe les fonctions 
exponentielles et hyperboliques sont périodiques, leur 
période étant complexe et valant 2 ix. 

Si le rayon de convergence d’un développement en 
série entière d’une fonction réelle analytique est fini, 
il existe sur la frontière du disque de convergence des 
points où la fonction prolongée ne pourra être 
holomorphe (prop. 4 p. 435). 


Ex. : La fonction réelle définie par f (x) = 1 5 
1+x* 
possède autour de a = 0 un développement en série 
entière f (x) = 1 — x? + x*-— x° + xf — ... dont 


le rayon de convergence est 1. La fonction est 

analytique sur tout l'axe réel, en particulier aux 

points — 1 et 1, frontières de l'intervalle de 

convergence. Le prolongement holomorphe de cette 

fonction défini par f (2) = 1 ; n’est pas défini 

1+2* 
aux points — i et i, situés sur le bord du disque de 
co 

s X (—-1)"z2", et n’est pas 

vel 
borné lorsque l’on s'approche de ces points (pôles). 
Ceci explique la divergence de la série pour |z| > 1. 

Prolongement analytique 

Déf. : Soit f : D, > € et g : D, ~> € deux fonctions 
holomorphes resp. sur les domaines D; et Dy 
SiD,nD, # Ø et f (z) = g (z) pour tout z E DAD, 
alors g est appelé un prolongement analytique de f 
ct f un prolongement analytique de g. 

La prop. d’unicité (p. 435) permet d'affirmer qu'un 

prolongement analytique de f sur un domaine 

contenant D, est unique, s’il existe. 

Pour obtenir éventuellement un prolongement 

analytique, on peut développer f en série entière 

autour d’un point ZED,. f est alors à nouveau 

développable en tout point z, du disque (ouvert) de 


fOe) 
pl 


convergence de la si 


convergence de cette série. Les cocfficients 


de la nouvelle série se calculent à partir de ceux de la 
première. Si, grâce au nouveau développement on sort 
du disque de convergence initial, on peut réitérer le 
procédé pour un point z, intérieur au deuxième disque 
de convergence mais extérieur au premier, En réitérant 
cette méthode, on peut obtenir un prolongement 
analytique sur une suite de disques ouverts de centres 
Z, qui se recoupent. On peut relier les z, par un arc de 
JORDAN k situé dans la réunion des disques précités. 
On dit alors que l’on a prolongé la fonction f de 
manière analytique le long de k. Ce type de 
construction est appelé procédé des cercles de 
convergence enchaînés (ill. B). 
Il existe toutefois des fonctions pour lesquelles le 
prolongement au-delà du premier cercle de 
convergence n’est pas possible (ex. dans tab. A 
p- 438). On a d’ailleurs le résultat suivant : 
Prop. 1 : Pour tout domaine DCC, il existe une 
fonction holomorphe f sur D qui ne peut être 
prolongée de manière holomorphe en dehors de D. 


Le problème, étant donné une fonction f, de trouver le 
plus grand domaine Dy sur lequel f puisse être 
prolongée de manière analytique n’est pas simple. En 
effet, s’il existe des prolongements analytiques le long 
de deux arcs k, et k, de même point de départ z, = a et 
se rencontrant en un autre point b, rien ne prouve 
qu’on obtient le même développement en série entière 
en b. 
Dans l'exemple de Pill, C, les prolongements de f le 
long de k,, resp. k», ne sont pas des prolongements 
Pun de l’autre ; la réunion de ces deux prolongements 
ne définit pas de fonction car les deux séries ne 
fournissent pas la même valeur en b. 
Si on analyse la situation de lex. de Pill. C, on 
constate que la réunion des deux arcs de cercles k, et 
k, constitue une courbe de JoRDAN dont l’intérieur 
contient le point O qui est un point singulier pour la 
fonction f, car il n'existe pas de série entière en z de 
rayon non nul dont le carré s’identifie à z. Les deux 
arcs k et k, ne sont pas homotopes dans € \ {0} au 
sens de déf. 2, p. 237 ou encore la réunion de k, et k, 
n’est pas homotope à un point dans € \ {0}. On peut, 
d’une manière générale, énoncer le théorème 
Prop. 2 (monodromie) : Soit k, et k, deux arcs de 
JoRDAN reliant des points a et b, Si f est 
prolongeable de manière analytique le long de k, et 
k, depuis a jusqu'en b et si k, peut se déformer 
continûment en k, a et b restant fixes, de telle façon 
que f soit prolongeable de manière analytique le 
long de tout arc intermédiaire, d'extrémités a et b, 
alors les deux prolongements donnent le même 
développement en série entière en b. 


Comme toute fonction holomorphe sur un domaine D 
est définie de manière unique par son développement 
en série entière autour d’un point a ED et que toute 
série entière possédant un rayon de convergence 
strictement positif définit une fonction holomorphe, 
on dit que les séries entières de rayon strictement 
positif définissent des germes de fonctions 
holomorphes ou encore des éléments de fonction 
(Généralisation p. 445). 
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f: {z | |z|< 1} — C, déf. par f () = 5 as 


v=0 


est holomorphe sur l’intérieur du disque unité car lim la la Fi si e fonction n’est pas prolongeable 


de manière analytique à l'extérieur du disque unité : on choisit p= + : 27, p € Z, qe NS {0}, 
pgcd (p, q) = 1 ; on a, pour z= re? =r ei 7 ‘2% avec O<r<l, 
q-1 
l'égalité f (z) = 5 re" » À APCE 5 pY 
v=0 =0 v=q 
Si r — 1, le second terme tend vers œ% tandis que la contribution du premier est plus petit que q en valeur 
2 2pr 
absolue. On a donc lim f (re?) = o si p= Eng T. Tous les points du cercle unité de la forme e'~ 4 


rl q 
sont des points singuliers non isolés. 


Exemple d'une fonction non prolongeable analytiquement 


ee bat 


1 7O 1 SO ay 
2 mr Nr ee 
zat r: SO 
car p W er 7 a% =0. 


B Mirres 


Représentation intégrale d’une fonction hol 


ans une couronne 


La fonction définie par f (z) = ls- i + -i a des singularités isolées en 0, 1 et 2 i. 
Elle admet trois développements en isine de LAURENT autour de 0. On a : 
-l =- r = 5 z" pour |z[<1, 
ig mz v=0 
1 1 1 (RAT ON 
z=1 z 1! r= (3) 27 
pour |z|>1, 
De plus, 
1 i 1 


pour |z|<2, 


De là, pour |z|>2, 


c 


Développements en série de LAURENT 
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Singularités d’une fonction holomorphe 
Soit f une fonction holomorphe sur un domaine D de 
€. Si D = C, f est une fonction entière, c’est-à-dire 
que f est la somme d’une série entière X a,z" de 
v=0 
rayon infini. Si D est différent de €, D possède au 
moins un point frontière. Soit a un tel point. S’il 
existe une série entière en (z — a) de rayon non nul, de 
co 
4 v gia: 
somme $ (z)= Ÿ a,(z-a)”, etun voisinage ouvert 
v=0 


V de a tel que f et § coïncident sur 
(V \ {a}) AD, alors f est prolongeable en une fonction 
holomorphe sur D U V, domaine plus grand que D. 
Déf. 1 : Un point frontière a qui ne possède pas la 
propriété précédente est dit point singulier. Il est 
isolé s'il est le centre d'un disque ouvert Q tel que 
VbEQ \ {a}, il existe un prolongement de f à un 
domaine D, contenant b. Il est isolé simple s’il est 
le centre d’un disque ouvert Q tel que f admette un 
prolongement holomorphe à D U (Q \ {a}). 


Ex. : a) z> f(2)= sZ est holomorphe sur € \ {0}. 


On fait, elle est prolongeable sur € tout entier par 
% 2v 

z— PET 

2, (2v+1)! 


b) z — f(z) = 1 admet le point O0 comme 


. On est dans le premier cas. 


point singulier isolé simple. 


c)z—f(2)= (sin ry 


singulier mais il n’est pas isolé car il est point 


admet 0 comme point 


d’accumulation des points z, = L , EN’, qui sont 
des points singuliers isolés simples. 

d) Tous les points du cercle centré en 0, de 
rayon 1, sont des points singuliers non isolés pour 


la fonction holomorphe z — f (z) = 5 z“! définie 
pour |z| <1. m0 
Il existe des fonctions holomorphes z > f (z) telles 
que [f (2)? = z. Si 0 est un point frontière du domaine 
de définition D d’une telle fonction, ce qui est le cas 
pour les exemples de la fig. C p. 436, O est un point 
singulier isolé non simple. 
Séries de LAURENT 
Autour d'un point singulier isolé simple existe un 
développement en série qui généralise un 
développement en série de TAYLOR. Soit f 
holomorphe sur un disque ouvert 42 épointé de son 
centre a, celui-ci étant point singulier isolé simple de 
J. Soit K, et K, deux cercles centrés en a, contenus 
dans Q. K, désignant le plus petit des deux, on se 
place en un point z de la couronne ouverte extérieure à 
K, intérieure à K, (ill. B). Un raisonnement semblable 
à celui de la démonstration de la prop. 4 p. 435 
conduit à la formule : 
-+f FO ai FO, 
DSi de E-z © Zix Je E-z" 
On transforme l'expression sous la première intégrale 
1 _& G-a)" 
-z v=0(¢-a) yT 


z est extérieur à K,, sous la deuxième intégrale 


comme à la p. 435 : . Comme 


on peut écrire : 
RE (£-a)"" } ES z-a)” 
E-z vA Ga)"  v#i E-a)" +1? 
Après intégration terme à terme et réarrangement des 
fermano on obtient une série de la forme : 


a if O 
CR akaa 


vEZ où K est un cercle quelconque centré en a situé 
dans la couronne. 
Une telle série s'appelle une série de LAURENT 
admettant a comme point de développement. Elle se 
distingue d’une série de TAYLOR par l'apparition des 
puissances négatives de (z — a) (cf. les séries pour 
cotan et coth pp. 308, 310). Les séries de TAYLOR sont 
des séries de LAURENT pour lesquelles a, = 0 si vEZ". 
Déf. 2 : Un point singulier isolé simple est appelé 
pôle d'ordre k (KEIN”) si dans la série de LAURENT 
de la fonction, on a a_; # O mais a, = 0 si v < — k. 
S’il existe une infinité d'indices v < O tels que 
a, # 0, on dit que le point a est un point singulier 
isolé essentiel. 
Pour une classification plus précise des points 
singuliers isolés non simples, voir p. 444. 
Les développements en série de LAURENT sont 
valables, comme on vient de le voir, pour des 
fonctions holomorphes ayant des points singuliers 
isolés simples ; ils sont également valables pour des 
fonctions holomorphes sur une couronne centrée en a. 
Une telle fonction peut, dans ce cas, ne pas être 
définie dans le disque intérieur. On a alors pour les 
rayons de convergence intérieur et extérieur les 
formules suivantes : 


= lim Yla] bre 1 
yae m Vla,l 


v=% 


[ =%,sİ Jim Yla, 1=0). 


La convergence est uniforme sur tout compact du 
domaine de convergence. Si r; # 0 (resp. r, # %), il 
existe sur le bord intérieur (resp. extérieur) au moins 
un point singulier pour f. 

On peut avoir différents développements en série de 

LAURENT autour d’un même point, correspondant à 

différentes couronnes (ill. C). 

Une fonction rationnelle z +> f(z) tend vers © si z 

tend vers un pôle (p. 429), On a, de façon générale, 

les résultats suivants : 

Prop. 1 : Soit f : D, — Cet a un pôle de f. Pour tout 
MER, il existe ER; tel que |f (2)| > M pour 
tout z vérifiant |z- a| < à 

Pour un point singulier isolé essentiel, la situation est 

plus compliquée : 

Prop. 2 (PICARD) : Soit f : D} > C une fonction 
holomorphe sur un voisinage épointé de a 
U (a) \ {a} où a est un point singulier isolé essentiel 
de f : alors f prend dans tout voisinage épointé de a 
toute valeur de € sauf au plus une seule valeur. 

Si Pon opère avec des C-C-fonctions au lieu de C-C- 

fonctions et qu’on inclut les pôles dans les domaines de 

définition des fonctions, on élimine le caractère 
exceptionnel des pôles. D’après la prop. 2, cela n’est 
pas possible pour les points singuliers isolés essentiels. 


dọ, 


z-a)” avec a= 
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Comme les raccordements sont parcourus deux fois, en sens opposés, 
|  f@dz= f  f()dz=0, donc 


AD+K4+S 2D+K 
er l 1 A Le, Ps 
Sri 3 Jedz=- zz O dz = Gi o fe)dz = 2 (res f) (24) 


Calcul de f 


= © 


1+x? 


La fonction f (z) = a z à dans le demi-plan supérieur un seul pôle, i, dont le résidu vaut -į .Onaen 
+ 


bs 1 1 1 
effet la décomposition : = + r 
a 1+z? 2(1+iz) 2(1-iz) 


On choisit un chemin d'intégration conformément au dessin et on trouve : 


lé i i p l 
= 5 s ydz=n. 
2ni | L+z° 2 | mens 
L'intégrale sur le demi-cercle est bornée par FT r 
Elle tend donc vers 0 quand r — co. gl 


dz= — 


o% 


On a donc f i Ta dx=r. 


Pour calculer f r(x)dx , où r est une fonction rationnelle 


dont les n pôles z, n'appartiennent pas à Rẹ, et pour laquelle le 
degré du polynôme du dénominateur est supérieur d’au moins 
deux unités au degré du polynôme du numérateur, on choisit un 
chemin d'intégration qui « enferme » tous les pôles, comme sur 
le dessin ci-contre. 
On pose Z : i Î r(z)Inzdz. 
ATI Kiewit Ktw 

Comme la valeur de In change de 2 i x après un tour autour 
de O dans le sens direct (cf. p. 452, ill. A,), on a : 

f r(z)inzdz= — f r(z) (Inz + 2ri)dz, 

w wa 

1 ; P 

3x De DE Joe i rez. 
Les intégrales sur K, et K, tendent vers 0 quand r, — 0 et r, — œ, On obtient donc : 


[radx= - F (res(r : In))(z,). 
vai 


0 


ni 


1 RR? 2 
Pour r(z)= Te n22, on aen particulier z,=e",z,=2}""!,ve{l,...,n}, 
(2v -= I)ri Q2v—ljri 3, 
res(r: D) E.) = E a a n a 
m | 
| mire 
dx= 2v—1)22"T1 
A 14x" n? 2 di. 
n 
Pour simplifier la somme S= Y (2v— 1325", on calcule 
vel 
not 
s(l i> (Q2n—1)zt 142 Ð 20*', 
vel 
S(1 — 2?) =2, +23 — (2n + 1)2?"* ! + (2n — 122043, 
2nz,(1l — 2?) (car z3" = 1), 
2 2nz, 2n 2n n ng D 
N me = — T= , d'oùontire: 
l-z} 4 c"—e " ising 


1 n 
n 


dx= —=—. 
B o 1+x" sin} 


elles à l'aide du théorème des résidus 


Calcul d'intégrales 
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Méromorphie 

Soit f une fonction définie sur un domaine D de € 

contenant %, à valeurs dans C. 

Déf. 1 : f est dite holomorphe sur D si elle est 
holomorphe sur le domaine D \ {w} au sens usuel 
et s’il existe m > 0 tel que : 


CA 


a 
VzEC, |z| > m= f(z)=f(%)+ DER (a,EC). 


Soit maintenant f holomorphe sur D \{w}, D étant 


comme précédemment un domaine de € contenant 
%, mais % étant cette fois-ci un point singulier pour f. 
w% 


On pourra écrire pour | z| >m > 0, f (2) = 2 az" 


série de LAURENT autour de %, où les coefficients 

d'indice strictement positif ne sont pas tous nuls. Si 

l’ensemble des v > 0 tels que a, # 0 est infini, œ% est 
un point singulier essentiel (ex. f (z) = e’). S'il existe 

k > 0 tel que a, # 0 et a, = 0 pour tout v > k, œ est dit 

pôle d'ordre k (ex. toute fonction polynôme de degré 

p > 0 admet % comme pôle d'ordre p). 

Déf. 2 : Une fonction f holomorphe sur un domaine D 
de C, sauf en des points isolés de D qui sont des 
pôles est dite méromorphe sur D. Si E est 
l’ensemble des pôles, on peut poser pour tout a EE, 
f (a) = © : alors f est une application continue 
de D dans €, la restriction de cette fonction 
méromorphe au domaine D \ E étant holomorphe. 


Si a est un pôle d’ordre k à distance finie, on peut 
écrire, dans un voisinage ouvert connexe épointé de a, 
a 


f= 2a,@-a)" avec 4 4 # 0. 


Si œ est un pôle d’ordre k, Am > 0 tel que : 
k 
Yz, |z| >m, f) = > a,z" avec a,» 0. 


Ex. 1 : Toute fonction rationnelle est méromorphe 


sur C. 
sronda 
Si f (2) = BO 
premiers entre eux, les pôles de f sont les zéros 
de B et % si degré A > degré B. 

Ex. 2 : z |> cotan z est méromorphe sur €, l’ensemble 
de ses pôles étant xZ (pôles simples). Cette 
fonction n’est pas méromorphe sur €, car © est un 
point singulier non isolé (% adhère à xZ). 

Déf. 3 : On désigne par partie principale relative au 
pôle a d'une fonction méromorphe la partie de la 
série de LAURENT en a constituée des puissances 
négatives au sens large de (z — a) si a # œ% et la 
partie de la série constituée des puissances positives 
au sens large de z si a = ©, 


où A et B sont des polynômes 


Résidus 

De nombreuses propriétés des fonctions holomorphes 
sont encore valables pour les fonctions méromorphes. 
C’est par exemple le cas pour la propriété d’unicité 
(p. 435). En revanche la propriété intégrale de CaucHY 
ne se transmet pas aux fonctions méromorphes. On 


obtient en effet l | d = 1 où k désigne une courbe 
2inJk Z 


de JorDAN rectifiable entourant l’origine. 


Déf, 4 : Soit f holomorphe sur un voisinage ouvert 
connexe épointé de a # © et k une courbe de 
JORDAN rectifiable de ce voisinage entourant a, 
orientée dans le sens positif. On appelle résidu de f 


en a la quantité (res f) (a) : = z- f@)dz. 
Jk 


Si a # © est un pôle ou un point singulier essentiel, f 
admet sur un voisinage ouvert connexe épointé de a 
un développement en série de la forme : 

+o 
f= > a „(z= a)" ; on obtient, en intégrant terme 
à terme sur k, (res f) (a) = a. 
Si f est holomorphe en a # %, (res f) (a) = 0. 
Au point %, le développement en série de LAURENT 

+o 


f@ = 2 az” implique que (res f ) (%) = = a., 


(intégration dans le sens indirect). 

Le théorème suivant est une généralisation de la 

propriété de CAUCHY. 

Prop. 1 (théorème des résidus) : Soit D un domaine 
de € dont la frontière ðD est une réunion finie de 
courbes de JORDAN rectifiables. Soit f une fonction 
holomorphe sur D sauf en un nombre fini de points 
Zz, qui sont des pôles ou des points singuliers isolés 
essentiels et dont l’ensemble est désigné par E. 
Si f est continue sur (D \E) U ðD on a : 


A FEES Ÿ es DC) (ill. A). 


2ix. 
Le théorème des résidus permet de calculer des 
intégrales réelles (ex. dans tab. B) : on considère 
une courbe de JORDAN rectifiable contenant une partie 
du chemin réel d'intégration à laquelle on applique 

1 | 5 

> f()dz = > (res f)(z,) ; on déforme 
2 in Jant vz RE 
cette courbe de façon à faire apparaître l'intégrale 
cherchée comme une limite d’une expression liée au 
second membre de : 


Lf Jo = Sese). 
òD val 


2 in. 

Le théorème des résidus permet en outre de trouver des 

résultats remarquables sur les valeurs prises par une 

fonction holomorphe. 

Prop. 2 : Soit f une fonction méromorphe sur un 
domaine D’ dont les zéros et les pôles constituent 
un ensemble fini. Soit D un domaine dont la 
frontière ƏD est une réunion finie de courbes de 
JORDAN rectifiables, ne passant par aucun pôle et 
aucun zéro de f et dont l'adhérence DU ðD C D" 

Lf LO enap son 

Imlo TE Sa P,oùn 

désigne le nombre de zéros et p le nombre de pôles 

de f sur D. Les zéros et les pôles doivent être 
comptés avec leur ordre de multiplicité. 


Alors on a 


Pour prouver cette proposition, on applique le 
' 


théorème des résidus à la fonction g = * T’ dont les 
pôles sont les pôles et les zéros de f. Au voisinage 
d’un zéro z, d'ordre n, on a f (z) = (z — z,)”» h (2) avec 
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Topologiquement, la surface correspond à la surface 
engendrée par deux sphères dans lesquelles on aurait effectué une coupure le long, d’un arc de cercle et dont on 
aurait identifié les bords 2 à 2, c.-à-d. à une sphère ou un plan achevé (points de branchement 0 et compris). 


Surface de RIEMANN de la fonction racine carrée 
| 
E) Du F 


æ5= 


Un plan muni d’une coupure le long d’une demi-droite est topologiquement équivalent à une bande du 
plan. La surface est donc homéomorphe au plan euclidien (points de branchement 0 et s0 exclus). 


<— 


Surface de RIEMANN de la fonction logarithme 


€ La surface correspond top. à une sphère avec 
une anse, c.-à-d. (voir p. 246) à un tore 
(points de branchement compris). 


Surface de RIEMANN de l’exemple 3 

Structure topologique des surfaces de Riemann des exemples 1 à 3 (suite de la p. 443) 

Les surfaces de Riemann construites jusqu'ici ont, en dehors des points de branchements, localement une 
structure identique à celle de la partie du plan complexe qu’elles recouvrent. Localement ces surfaces, 
diminuées de leurs points de branchement, sont donc partout bidimensionnelles mais leur structure topologique 
globale est très différente de celle d’un espace de dimension deux. Il existe par ex. sur la surface définie dans 
l'ex. 3 des courbes simples fermées qui ne séparent pas la surface en deux parties (ill. C). k 

Par des méthodes comme celles de la p. 246, on voit que les surfaces introduites sont respectivement 
homéomorphes à une sphère (ou un plan achevé) avec ses deux points de branchement, ou à un plan réel (ou à ! 
une sphère privée d’un point), ou à un tore avec ses quatre points de branchement. 
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h holomorphe et A (z,) # 0, et de là : 


g= re = FE + zo i.e. (res g) (z,) = ny 


De même (res g) (z,) = — p, pour un pôle z, d'ordre p, 
Si on remplace f par f— € qui a les mêmes pôles que 
f, on constate que la prop. 2 reste valable pour 
Pensemble des antécédents de c par f. Car si la valeur 
c n’est pas prise sur dD, il en est de même pour toute 
valeur d’un voisinage assez petit de c. Toutes ces 
valeurs sont donc prises exactement le même nombre 
de fois quand z parcourt D. 

Le passage de € à C permet d'éliminer un certain 
nombre de points exceptionnels d’une fonction, 
comme les pôles, à condition de passer du concept 
d’holomorphie à celui de méromorphie. D’autres 
singularités apparaissant dans le prolongement 
analytique (p. 436 ill. C) sont parfois supprimées par 
une extension différente du domaine de définition. 

Ex. 1 : L'expression /Z n’a pas de sens précis sur € 
sans convention supplémentaire, car un nombre 
complexe non nul a deux racines carrées. Si x est un 
réel > 0, vx est, par définition, la racine carrée 
positive de x. En écrivant pour 0 < x < 2, 


définir le prolongement analytique complexe : 


œo fl 
f@=1+ ÿbje- 1)" qui est une fonction 
r\n 


racine carrée du nombre complexe z sur le disque 
fermé |z — I| < 1 (convergence normale sur ce 
disque). 

Le long du cercle |z| = 1 on peut prolonger la 
restriction de f au disque ouvert |z — 1| < 1 qui est 
holomorphe, par des séries entières de la forme : 


L A 0 1 
e? |1 + See 8_1)"|, en faisant varier 

T \n 
continûment p depuis la valeur 0 : pour p=% 


w fl 
on obtient i|1+ Ÿ (>) (= 1)" (z + 1)"|, et la série 
r\n 


opposée pour p = — x. On voit bien apparaître le fait 
qu'il y a deux racines possibles. 

Une telle ambiguïté n’est pas compatible avec la 
notion habituelle de fonction. 

On peut résoudre ce problème si, selon le procédé de 
RIEMANN, on prend comme domaine de définition non 
plus un domaine de € ou C mais une « surface » qui 
recouvre le plan ou la sphère de RIEMANN. 

Dans l'exemple de la racine carrée où Pon revient à la 
même fonction après deux tours autour de 0, on place 
deux plans appelés feuillets sur le plan complexe. II 
faut alors imaginer que l’on a effectué une coupure de 
ces deux plans suivant l'axe des réels négatifs et que 
Pon a identifié les bords ainsi définis en croix (ill. A) 
si bien que lorsqu'on traverse laxe réel négatif on 
passe du plan supérieur au plan inférieur et vice-versa. 
On aurait bien sûr pu effectuer la coupure le long de 


toute demi-droite allant de 0 à %. L'identification 
n’est possible dans IR? que par introduction de points 
multiples (cf. pp. 246 sqq.). Tout point de €, en 
dehors de 0 et %, est recouvert par deux points de la 
nouvelle « surface » : les points 0 et %, appelés points 
de branchement, sont recouverts par un seul point. La 
« surface » que l’on vient de construire est une 
surface de RIEMANN. On peut maintenant définir 
z> Wz sur cette « surface » : VO =0, Vo =, et 
pour deux points situés l’un au-dessus de l’autre les 
valeurs sont prises opposées en respectant la 
continuité sur chaque feuillet. La fonction ainsi 
définie est partout continue et, en dehors des points de 
branchement, holomorphe. 

Pour définir la fonction @=VG-a)G-b) , il faut 
considérer une surface à deux feuillets comme la 
précédente mais dont les points de branchements sont 
aetb, 

Si on s'intéresse à des racines d’ordre supérieur, il 
convient d'introduire une surface de RIEMANN pos- 
sédant un nombre de feuillets en rapport avec cet 
ordre dont les bords sont identifiés de manière 
convenable, Des points de branchement d’ordre 
supérieur à deux apparaissent (par ex. pour définir 
z> Wz , il faut n feuillets se raccordant le long 
de l'axe des réels négatifs, 1 à 2,2 à 3, p n- 1 àn, 
nà D). 


Ex. 2: On peut concevoir également des 
comportements encore plus compliqués. C’est par 
exemple le cas pour la fonction définie par 
o= JE Lu , Où k est un chemin rectifiable qui 
va de 1 à z sans passer par 0. Dans le cas de la 
fonction racine carrée, un tour autour de l’origine 
induisait un passage à la valeur opposée. Il induit ici 
une addition de + 2 im (cf. p. 441). On ne peut donc 
jamais revenir à la valeur initiale en tournant autour 
de 0 dans le même sens, La surface de RIEMANN qu'il 
convient d'introduire dans cet exemple a une infinité 
dénombrable de feuillets dont les bords sont identifiés 
successivement (ill. B). Les points O et % sont des 
points de branchement logarithmiques. La fonction 
est holomorphe sur toute la surface si on exclut O et %. 
Ex. 3 : Avant d'étudier des propriétés topologiques 
concernant les surfaces de RIEMANN, on considère un 
dernier exemple. Soit f la fonction que l’on veut 


définir par f(D=VG-4)G-b)G-0)&-d), où 
a, b, c, d sont deux à deux distincts. En dehors des 
points a, b, c, d où la fonction vaudra O et du point 
à l'infini où elle vaudra %, il existera deux valeurs 
pour f. On introduit donc à nouveau une surface à 
deux feuillets, qui possède quatre points de 
branchements. Si on coupe les deux feuillets le long, 
des segments [a, b] et [c, d] supposés, ce qui 
est loisible, sans points communs, et qu’on identifie 
en croix les bords ainsi créés, on obtient une surface 


de RIEMANN qui recouvre € (ill. C) sur laquelle 
f est holomorphe en dehors des points de bran- 
chement. Aux points de branchement la fonction est 
continue. 
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U(A)n U(B) | 


1 
Pr Pa 
holomorphe 


A 


Compatibilité holomorphe des cartes d’un atlas 


plan 7 


plan z 


spa’ 


Application trace, fonction de représentation locale 


Tous les points autour desquels une fonction peut être développée en une série de LAURENT selon un 
paramètre d’uniformisation convenable, ne contenant qu’un nombre fini de termes affectés d’une puissance 
négative, seront intégrés dans le domaine de définition de la surface de RIEMANN correspondante (points 
d’'holomorphie, pôles, ramifications algébriques). Les points suivants peuvent apparaître comme points 
frontières de la surface de RIEMANN : 


Exemples 


Fonction Point 


singularités 
non isolées 


singularités 
simples isolées 


singularités isolées sur 
k feuillets 


singularités 
logarithmiques isolées 


Pour d) : une singularité logarithmique isolée a est dite régulière pour f si 4re R tel que 


lim | (z-a)" f (z)| = 0. Sinon c’est une singularité non régulière. 

za 

Le point 0 est une singularité régulière pour f, et une singularité non régulière pour fs. 
€ 


Singularités des fonctions analytiques 


pr 
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Surfaces de RIEMANN abstraites 

On peut, plus généralement, définir une fonction 

méromorphe sur un domaine porté par des feuillets 

plutôt que par €. Ce procédé permet de supprimer 
certaines ambiguités lors des prolongements 
analytiques. Pour ce faire, les « surfaces » que l’on 
doit définir sont évidemment des variétés de 

dimension deux, conformément à la déf. 1 p. 421. 

Pour tout point À d’une telle « surface », il existe un 

homéomorphisme qui transforme un certain voisinage 

U (A) de A en un domaine DEC : q : U (A) > €. 

Mais il faut adapter la notion de compatibilité de deux 

cartes (U (A), p) et (U(B), Pp) vue dans le cas des 

variétés différentiables réelles (p. 421). 

Déf. 1 : On appelle surface de RIEMANN une variété 
connexe de dimension 2 pour laquelle on a la 
propriété : si U (A) et U (B) sont des voisinages de 
A et B du type précédent et d’intersection non 
vide, alors la fonction p°} définie sur 
Pa (U(A)NU(B)), image de l'intersection, est 
holomorphe, L'atlas correspondant est appelé 
structure complexe de la surface de RIEMANN. 

Le passage d’un système de coordonnées locales à 

Pautre se fait donc par l'intermédiaire d’une fonction 

holomorphe (ill. A). 

Rem. : Les surfaces de RIEMANN sont toujours 
orientables (cf. p. 247). 

Déf. 2 : Une fonction f définie sur une surface de 
RIEMANN R, f : R — € est dite holomorphe (resp. 
méromorphe) au voisinage de A si fo g}! l’est au 
voisinage de q (A). 


Surfaces de RIEMANN concrètes 

Les surfaces de RIEMANN introduites dans la déf. 1 
sont des surfaces de RIEMANN abstraites, par 
opposition à celles introduites à la p. 443 définies 
comme des recouvrements de domaines de €, 
appelées surfaces de RIEMANN concrètes, On peut 
montrer que toute surface de RIEMANN est l’ensemble 
de définition d’une fonction g qui lui donne un 
caractère concret. 

Pour les surfaces concrètes, tout point AER peut être 
mis en liaison avec un point s (A) de € appelé trace 
par l'application trace s : R > €. Les applications 
0! sont dites fonctions de représentation locales. 
Elles sont méromorphes (ou holomorphes à valeurs 
dans €). Sur un domaine contenant a = p (A)EC on 
peut donc les développer, moyennant un chan- 
gement d’origine convenable, soit sous la forme 


co 


b+ Y, at", avec k> 0, a» 0 si b EC, soit sous la 
v=k 


œ 
forme $ a,1", avec k >0, a 4 #0, si a = ©. 

v=-k 
La valeur de k est indépendante des paramétrages 


locaux adoptés (invariance sous un homéomorphisme 
holomorphe pour une surface de RIEMANN concrète 
donnée). Elle a donc une signification intrinsèque 
pour tout point d’une telle surface. Pour une surface 
de RIEMANN abstraite, k ne peut apparaître qu’après le 
choix de g et dépend de g. 


Paramétrage local canonique 

Par homéomorphisme holomorphe les séries 
précédentes se ramènent soit à w = 44, soit à w = L š 
t 
avec k E N \ {0}. On obtient ainsi des fonctions de 
représentation locale, canoniques : £ prend le nom de 
paramètre d’uniformisation locale, Comme la 
fonction £ > w prend exactement k fois toute valeur 
de C*, il existera un domaine entourant a dont les 
points, sauf a, sont atteints k fois. On dit que a est 
point de ramification d'indice k (ou aussi point de 
branchement d'ordre k — 1). Pour qu’il y ait isomor- 
phisme local, il faut et il suffit que l’on ait k = 1. 


Fonctions analytiques 
Déf, 3 : Une fonction f : R — C définie sur une 
surface de RIEMANN concrète R est dite analytique 
si elle admet en tout point un développement en 
série de LAURENT, suivant le paramètre d’unifor- 
misation locale, ne comportant qu’un nombre fini 
de termes ayant des puissances négatives. 
Les points de branchement d'ordre fini non nul sont 
des singularités des C-C-fonctions. La plupart du 
temps, ils perdent cette propriété lorsque les fonctions 
sont définies sur des surfaces de RIEMANN, i.e. des 
R-C-fonctions. Les séries de LAURENT vérifiant la 
propriété décrite dans déf. 3 sont des éléments de 
fonction analytique. Ce concept comprend celui 
d'élément de fonction holomorphe de la p. 437, Si on 
dispose d’un élément de fonction analytique d’une 
C-C-fonction méromorphe, on peut par prolongement 
analytique obtenir de nouveaux éléments de fonction 
analytique. L'ensemble de tous les éléments de 
fonction analytique dont on dispose finalement 
s'appelle la représentation analytique de la fonction 
considérée ainsi prolongée. On montre que la 
représentation analytique forme une surface de 
RIEMANN au sens de la déf. 2, surface de RIEMANN 
concrète sur laquelle les éléments de fonction 
définissent une fonction. On peut inversement trouver 
pour toute surface de RIEMANN concrète R une fonction 
qui soit méromorphe sur tout À, qui a, en des points 
différents mais de même trace, des éléments de 
fonction différents et ne soit pas prolongeable 
analytiquement en dehors de R, La surface de RIEMANN 
et la fonction sont, dans ce cas, dites correspondantes. 
Le tab. C montre différents types de singularités 
essentielles de fonctions analytiques. 
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Soit ©, et @, deux nombres de € \ {0}, dont le quotient n’est pas réel. (Les vecteurs représentatifs @, et @ 
dans IR? ne sont pas colinéaires.) L'ensemble des points vo, et 1@,, (V, H) E 2°, définit un maillage régulier 
de R?. Le “it ayant pour sommets 0, @,, @, et ©, + @, est appel 


On veut maintenant construire une fonction ayant en tout point du maillage un zéro d'ordre 1. On pose 


dy = VO, + HO, V, HEZ. 
On parcourt tous les points du maillage en suivant le chemin tracé sur la figure. Le point 0 étant l'origine 
du chemin, on rencontre successivement : 


fl | n \l 
18.2 sommets d'un parallélogramme du 29 ordre et de manière générale 


8.n sommets d'un parallélogramme du n®™ ordre. 


Pour les parallélogrammes du n°" ordre, on a : Ja w| > nh, où h désigne la plus petite hauteur du 
parallélogramme fondamental. 
3 3 
lal 8l, 


De là, on tire : 
5, (n) 6 
h? h? 


où la sommation porte sur tous les points du maillage du parallélogramme du n°"* ordre. 


3 
< 8n 


DZ 1 N 
ayu n2 pour ze €, 


co 

z \à : et ici effectuée 

Comme > L converge, X | = J] est absolument convergente sur €. La sommation est ici effectuée 
rR vu 

pour tous les couples (v, u) EZ ?, excepté le couple (0, 0). L'étoile désigne ce type de sommation. 

Dans la prop. du produit de WBIERSTRASS, on peut donc prendre m, = 2. 


re E RCE T 


s'appelle fonction ø. Ses zéros sont les points du maillage et co est une singularité essentielle. Comme on a 
absolue convergence, l'ordre des facteurs ne joue aucun rôle. 


Construction de la fonction o de WEIERSTRASS 


Fonctions entières 

Les fonctions polynomiales de degré n sont 

holomorphes sur tout € et possèdent en % un pôle 

d'ordre n. On pose : 

Déf. 1 : Une fonction holomorphe sur € est dite 
fonction entière. Une fonction entière qui n’est pas 
polynomiale est dite fonction entière transcendante 
(ex. z > exp z). 

Les fonctions entières sont développables en série de 

TAYLOR en tout point de €, le rayon de convergence 

de la série étant %. Les coefficients a, de la série 

vérifient Jim V/lal =0. Si un nombre fini de a, 

est différent de 0, la fonction est polynomiale, sinon 

elle est entière transcendante. Dans le second cas co 
est une singularité essentielle. La propriété suivante 
est très importante : 

Prop. 1 (LIOUVILLE) : Toute fonction entière et 
bornée est constante. 

Pour prouver cette proposition, on calcule les 

coefficients du développement en série de TAYLOR de 

la fonction autour de 0, à l’aide de la formule 
intégrale de CAUCHY 


ev) PTT" 
40). RE 


A in) el 


Si on suppose que pour tout E C, |f ()] <M et que 
k est un cercle de centre O de rayon p, on a alors la 


a 


v 


. M à 
relation |a,| < p: Comme p est quelconque, 


on en déduit que a, = 0 si v # 0, d’où la prop. Ce résul- 

tat permet de justifier la propriété algébrique fonda- 

mentale de € (p. 67). 

Prop. 2 : Toute fonction polynomiale de degré 
n > 0 sur € a au moins un zéro. 

Soit en effet une fonction f polynomiale sans 


zéro. Dans ce cas est holomorphe sur C. C’est 


donc une fonction entière. Un raisonnement simple 


montre que ~ est bornée et donc constante d’après la 
prop. 1. Par suite f est constante et donc x = 0. Les 
fonctions entières transcendantes n’ont pas forcément 
de zéro comme le prouve l'exemple de la fonction 
exponentielle. Si g est une fonction entière, il en va de 
même pour la fonction déf. par e*®. De plus cette 
dernière fonction n’a pas de zéro. On peut montrer que : 
Prop. 3 : Pour toute fonction entière f sans zéro, il 
existe une fonction entière g telle que f (z) = e“ 
pour tout z de €. 
Si on s'intéresse maintenant à une fonction entière 
non nulle f pouvant prendre la valeur 0, on doit 
d’abord remarquer que les zéros éventuels de f situés 
dans un disque fermé sont en nombre fini, sinon f 
serait nulle en vertu de la propriété d’unicité (p. 435). 
On en déduit que l’ensemble des zéros de f est au 
plus dénombrable. 
On peut alors se demander si on peut trouver une 
fonction entière possédant des zéros a, d'ordre k, 
donnés où v décrit tout ou partie de IN. 
Si l’ensemble des zéros est fini, la fonction déf. 


par f (2) = rl (z-a 


k ; 
}"" est une solution du problème. 


v 
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Pour toute autre solution F, on a 


n 
F (2) =e: I (z — a)", où g est une fonction entière. 


Si l’ensemble des zéros est infini dénombrable, le produit 

correspondant ne converge pas toujours (cf. p. 281). 

Cependant, en introduisant des facteurs convenables, 

on peut rétablir la convergence : 

Prop. 4 (prop. du produit de WEIERSTRASS) : Soit 
(a), vE N \ {0} une suite de € \ {0} n'ayant pas de 
valeur d'adhérence dans € et (k,), k, E N \ {0}, une 
suite d’entiers. Il existe une suite d’entiers (m,), 
m,E N \ {0}, telle que le produit : 


(1 i Zoki nfa) 


ky 


converge unifor- 


mément sur tout domaine borné de €. La fonction 
définie par f (Z) possède au point a, un zéro d'ordre 
k, et n'a pas d'autres zéros que les a, Si 0 est un zéro 
d'ordre ky il convient d'introduire en plus dans le 
produit le facteur zt». f est une fonction entière. 
Toute autre fonction entière ayant les mêmes 
prop. concernant ses zéros se distingue de cette 
fonction particulière simplement par un facteur e“*, 
où g est une fonction entière. 

Les nombres m, sont choisis de telle façon que 


zim,+l Lies 
y ka | converge absolument pour tout zE €. 
v= v 


C’est toujours réalisé si Pon prend m, = k, + v, 

mais on peut parfois obtenir cette convergence pour 

des valeurs plus petites de m, . 

Bks 

a) Représentation par un produit de la fonc- 

tion sinus 

La fonction sinus possède un zéro du premier ordre en 

tout multiple entier de x. Il suffit ici de prendre m, = 1 

pour tout v. On obtient alors 
o 


sinz=zc!® IT (1 = 
vel 


o E 
=z60 II |[1-——— 
val x 

D'autres propriétés de la fonction sinus permettent de 
montrer que g = 0, d’où l'égalité : 

œ 2 
i 2i 
sinz=z II (ı - 

T AD 

v=l Vin 
b) Représentation par un produit de la fonc- 
tion gamma 
Les fonctions entières qui possèdent en tout point 
entier négatif ou nul un zéro du premier ordre, 


co è 
sont de la forme f (z) = ze“ T (1 + z) ew, 


Si on prend g(z) = Cz (C désigne la constante 
d’ EULER), la fonction f (z) représente pour tout z réel 
l'inverse du développement en produit infini de la 


fonction gamma (p. 311). r St donc prolongeable 


de manière holomorphe sur € ; F est de ce fait 
méromorphe sur €, sans zéro et ses pôles sont les 
points de Z~. Tous ses pôles sont du premier ordre. 
Une autre fonction entière importante est décrite dans 
Fill, ci-contre. 
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- 


Pour les extensions holomorphes des fonctions du tableau C, p. 304, on a les décompositions en éléments 
simples suivante 


Pôles d'ordre Len —3 ct 1 


Pôle d'ordre 2 en 1 


Pôle d’ordre 1 en 0 et %, 
Pôle d'ordre 2 en 2 


Pôles d’ordre 1 en 4, iet—i 


1 1 z z? 
De: es ee a ee 
E—a,,) An Au Av 
ET lat < layl 
= t z+ z dy, 
2 3 4 10 
din din CM 
: 1 S n+l » 
on tire : = D nry 
G-a) dy mai O 
, : [i S n+l à < SES 
c'est-à-dire  g()— -r = }* } "= À (nt ls,422 
z nn tr Avy n=1 


Se du Ch 
où y= i ao of CES 
va 


Comme pour tout indice impair s, = 0, on a donc 


On pose 
d2:= 6054,  g3:= 1405. 
La fonction entière {9° -4 {° + g, { est, comme chacun de ses termes, doublement périodique (p. 451), 


donc constante. On a donc : 


Rem. 1 : La fonction p est solution de l'équation différentielle w° = 4 w° — g, w- gs. 
Rem. 2 : En posant w° = 4 zè — g, z = gy on définit une fonction algébrique qui peut être paramétrée par : 
w= p'(),z= Ø (0. I s'agit d'un cas particulier d'une propriété plus générale. 
On peut montrer que pour toute fonction analytique f définie sur une surface de RIEMANN R il existe 
deux fonctions méromorphes p, et p, définies sur un domaine D E € telles que : 
Kp (0, P (ONE D} = 46s (P), F (PYIP ER}. 
Rem. 3 : Le début du développement en série de LAURENT de la fonction fo autour de 0 est : 


fan, 99,84 03 64 3020 0. 
1200 © ~ 6160 


plz) = -r +562 tag? 
B z 20 28 É i 


Autres propriétés de la fonction f2 
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Décomposition partielle en éléments simples 


Le comportement d’une fonction rationnelle en ses pôles 
devient clair si on effectue une décomposition 
partielle de la fonction en éléments simples. Les 
facteurs quadratiques q, (x) qui pouvaient apparaître en 
dénominateur dans le cas de décomposition en 
éléments simples réels de fonctions réelles (p. 305) 
disparaissent dans le cas complexe. La décomposition 
partielle relative aux pôles est exactement la somme des 
parties principales des séries de LAURENT autour de tous 
les pôles isolés de la fonction (ill. A). L'éventuelle partie 
polynomiale correspond à la partie principale de la série 
de LAURENT en %, 

Un pôle d’une fonction rationnelle peut être décrit par la 
donnée de la partie principale de la fonction en ce pôle. 
La méthode de décomposition n’est pas extensible à toute 
fonction méromorphe sur €. En effet, la série des 
parties principales des séries de LAURENT relatives aux 
pôles peut ne pas converger si on a un nombre infini de 
pôles. La prop. suivante prouve qu’en ajoutant des termes 
convenables on peut rétablir la convergence : 


Prop. de décomposition de MITTAG-LEFFLER : 


Soit (a,) une suite où a, EC, n'ayant pas de valeur 
d'adhérence dans € et (h,(2)) une suite de fonctions 
rationnelles de la forme : 


k, n 
Cvp 


h, (z)= TT 

h @) À (z-a,)" 

Il existe une suite (g,) de fonctions polynomiales telle 

que la série f (2): = D (h, (2) — g, (2)) converge 
ve0 


uniformément sur tout fermé borné K C €, pourvu 
qu'on exclue les termes portant sur les a, EK. La 
fonction déf. par f (2) est méromorphe. Elle possède en 
tout point a, un pôle dont la partie principale est h, (z), 
et n'a pas d'autre pôle sur €. Toute autre fonction 
ayant cette propriété se déduit de f par l'addition 
d'une fonction entière. 


Ex: 
a) Décomposition en éléments simples de la fonc- 
tion cotangente 


La fonction cotangente possède un pôle d’ordre 1 en tout 
multiple entier de x. Le résidu y prend la valeur 1. Les 
termes à ajouter pour que l’on ait convergence 
peuvent être de degré 0. 


she LS l | 
cotan z= g (+ z + 2, An EEE T 


se: j 
+ Fr Tv 


| 1 
=8@+ zt À Es H F) 
LaS is) 
=6@+zt2 D. 
val z“= 
Des recherches plus poussées montrent que g = 0, si 
a 
bien que cotan z = a +2: X — L - 


b) Décomposition en éléments simples de la fonc- 
tion T 
Les pôles de la fonction F sont les entiers négatifs au sens 


large — v (p. 447). Les résidus valent lim G+Vr(. 
2 -v 


r(z+1 
En utilisant plusieurs fois la relation F (z) = An p 
f 1)" NT 
on obtient (res F) (- v) = ET La partie principale 


du développement autour de — v vaut donc 


h,(@)= "2. I est ici inutile d'ajouter des 


termes pour obtenir la convergence. On obtient donc 


x SE MU. | 

r (z)=g(2)+ p I am De est une fonction 
entière qui ne s’exprime pas à l’aide des fonctions 
élémentaires. 

c) La fonction f 

On veut maintenant construire une fonction qui 
possède en tout zéro de la fonction Ø (p. 446) un pôle 


du deuxième ordre. Pour ay, = vo, + uw, v, p EZ, 
w 


1 à ru 
z3 non réel, la partie principale correspondante est 
w 

1 


hO: ——. 
(z-a) 
Les termes correctifs correspondants pour obtenir la 
convergence peuvent être pris sous la forme 
Ev (2) = L avec (v, u) # (0, 0). La fonction 
a 
vi 


vj 


définie par f (2) = , + D f n - a) , Où v 
Z“ (vn) (2-4) ay 
et u parcourent de manières indépendantes tous les 
entiers relatifs mais ne peuvent être simultanément 
nuls — c’est pourquoi on fait apparaître une étoile à 
côté du signe de sommation — satisfait les exigences 
que l’on s’est données et s'appelle la fonction p 
(prononcer : fonction pé). Sa construction, comme celle 
de la fonction ø revient à WEIERSTRASS. Si on veut 
spécifier le choix de œ, et œ, on écrit 9 uw La 
fonction g est étroitement liée à la fonction Ø. On a en 
1 1 A 


effet (In 6) (2) = 22e 1 oh a] 


PIZ =A y A 


" 1 * l 1 
(Mo @=- 3-2 Len T :) 020) 


2 
z v, H) ayp 
1 


La dérivée de p vaut p'(z)=-2 za 
WEZ? (Z= a yp) 


Cette série montre que 9’ (z +) = p' (z +%)= p' (2) 
c.-à-d, que la fonction g’ est périodique de périodes «, et 
@,. Par intégration, on trouve f (z +0) = p (2) + c. En 
prenant : 
w, i a ( 21] 

= — ->~ , 0n trouve # | -=)= |- A 
z z »ontrouve p | z ]=6 51* 
Mais comme f (z) = p (-2) on a c = 0. œ et œ sont 
donc aussi des périodes de la fonction . 
Le tab. B donne d’autres propriétés de la fonction p. 
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A; 


Bandes de périodes, parallélogrammes de périodes 


À Soit œ, une période de module minimal et œ, une période 
prise parmi celles qui ne sont pas de la forme vo, VE Z, 

w, +w, de module minimal également. Toutes les périodes sont 

alors de la forme v@, + HO, (V, 1) € Z°. 

En effet toute période peut s’écrire 

O, = (Vo + 0) ©, + (Ho + 03) @, où (Vo, Ho) € Z°, 

0<0,<1,0<0,< 1 et (0, 0)» (0, 0). Alors 

©’, = 0, ©, + 0, @, est aussi une période. Ce nombre est 

situé dans le parallélogramme dont les sommets sont 0, 

©, ©, ©, + @. Si @', n'est pas dans le triangle 0, @,, @,, 

w, = — (@'; -= W,- @) a celte propriété. 

Sa norme est plus petite que | ©, | , ce qui est contraire à 

/ l'hypothèse. 


© 


w — 0z 


B 


Fonctions doublement périodiques 


Les développements en série de FOURIER sont des développements de la forme : 


to an, 
Sej=. E ae 
à v= = 00 
Exemples : 
: Gr vs AE 0 de A + 
sinz zi = TE 2 ce", zeť (w=2ni), 
sinz ; À i 
anz = 2 - 1)",  Imz>0 =n). 
tan ss To +2i È (—lJ'e (wo = 7) 


væl 
Par les fonctions réelles périodiques, on préfère développer en sinus et cosinus, à cause de la périodicité 
réelle de ces fonctions. 
On utilise la relation : 
2ni ya 2nv 5 ARE 
e cos z+1sim z 
[12] w 
On obtient ainsi des séries de la forme : 


CA 


à 2nv PARLAN 
MEINA (b, cos ŽE xt essin A x). 


C “#0 


Développements en série de FOURIER réelle ou complexe 
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Périodes des fonctions complexes 
Déf. 1 : Une fonction complexe f : D, > € est dite 
périodique S'il existe un nombre wE € \ {0} tel que 
pour tout z E D, on ait z + wE D, et f (z + œ) = f (2). 
w s'appelle période de f. 
Si P est l’ensemble des périodes de f, alors (PU {0}, +) 
est un groupe. C’est le groupe des périodes de f (on 
convient de dire que le groupe des périodes d’une 
fonction non périodique est réduit à {0}). Si œ est une 
période de f, Zw est un sous-groupe du groupe des 
périodes. 
Dans la suite, f sera toujours supposée méromorphe sur 
€. Si le groupe des périodes de f admet un point 
d’accumulation, ce ne peut être évidemment un pôle, et f 
est constante en vertu de la propriété d'identité. Pour une 
fonction méromorphe périodique non constante il existe 
donc une période «w, telle que || = inf {[w|, © E P}. Si 
Zu, cst le groupe des périodes de f, f est dite simple- 
ment périodique et œ (ou — œ) est dite période primi- 
tive de f. Si P'= P \ Z'o, n’est pas vide, il existe une 
période œ, telle que |w] = inf {[w|, © E P’ }. On voit 
w 
facilement que 7 


n’est pas réel ; par suite {0 @} 


est une base du R-espace vectoriel €. Le raisonnement 
du tab. B montre que les périodes de f peuvent alors 
s'écrire sous la forme vo, + uw, v, u E Z, (v, p) # (0, 0). 
f est dans ce cas dite doublement périodique. 

Un couple (w, w,) s'appelle un couple de périodes 
primitives si toutes les périodes peuvent s’écrire sous la 
forme vo, + uw, Le procédé décrit ci-dessus pour 
trouver un couple de périodes primitives n’est pas 
univoque. 

Fonctions simplement périodiques 

Soit f une fonction méromorphe simplement pério- 
dique et œw une période primitive, On considère une 
droite passant par O et ne passant pas par ©, et on 
construit toutes les parallèles à cette droite pa 
les vw, vE Z', Le plan complexe est ainsi découpé en 
bandes dites bandes de période (ill. A) qui peuvent 
être identifiées les unes aux autres à l’aide des 
translations dont la représentation est z’ =z + vw, vE Z 
(on incorpore seulement une des deux droites 
frontières dans une bande) ; la fonction est alors 
entièrement connue par sa restriction à une bande. 

La fonction simplement périodique la plus 
remarquable est la fonction exponentielle dont la 
période vaut 2ix (cf. p. 437). On peut à partir de cette 
fonction obtenir la fonction de période œ : 


Dr, i . 
£g (2) = e ® * à laquelle se ramènent toutes les fonc- 
tions simplement périodiques de période wœ. Soit en 
effet g ' la fonction inverse de g définie sur une 
surface de RIEMANN ayant un nombre infini de 
feuillets. Les valeurs de cette fonction en des points 
ZE agé: P 
ayant la même trace {= e © * diffèrent d’un multiple 
de w, si bien que la fonction f o g~’ est une fonction 


sur C’ dont la valeur en £ est f o g ~' (f) =S (ziz -In 1). 


Si z> f (z) est holomorphe sur une bande ouverte de 
€ limitée par deux droites de direction œ, il en va de 
même de {1 f o g`! (£) sur une couronne ouverte de C 
centrée en 0. 


w% 


2i AT 
Dei= w? tfog'(= À a,t"ontire 
vo 
$ drys Le na 
f@= 5 a,e o "? (développement en série de 
v2 


FOURIER ; ex. dans tab. C). 

Rem. : Si f est une fonction périodique de IR dans IR 
ou C, continûment différentiable, elle peut être 
développée en série de FOURIER sous la forme 

o 
-an aia A 
Jœ) = À (bvcos VA cysin Sr VX). 
Plus généralement une fonction continue appliquant 
[a, a+ ©] C R dans R ou € peut être développée 
sur Ja, & + w| sous la même forme dans des condi- 
tions plus larges. 


Fonctions doublement périodiques 

Les bandes de période utilisées dans le cas des 
fonctions simplement périodiques deviennent des 
parallélogrammes de périodes pour les fonctions 
doublement périodiques, parallélogrammes dans 
lesquels on n’inclut qu’un des sommets et deux des 
côtés (on assimile ces côtés à des intervalles semi- 
ouverts) (ill. A,). Comme une fonction entière est 
bornée sur un domaine borné, il ne peut, conformé- 
ment à la prop. de LIOUVILLE, exister de fonction 
doublement périodique entière non constante. 


Déf, 2 : Une fonction méromorphe sur € doublement 
périodique est appelée fonction elliptique. 

Ses singularités sur € sont ses pôles. © est une 

singularité essentielle. 

Déf, 3 : On entend par ordre d’une fonction elliptique 
J la somme des ordres des pôles dans un parallé- 
logramme de périodes dont la frontière ne contient 

aucun pôle (cette somme ne dépend que de f). 
À cause de la périodicité, l'intégrale de f sur la 
frontière d’un tel parallélogramme vaut 0. La somme 
des résidus des pôles dans un tel parallélogramme 
vaut donc également 0. Il ne peut de ce fait exister de 
fonction elliptique du premier ordre, 
On peut aussi montrer qu’une fonction elliptique du 
ke ordre prend, sur un parallélogramme de périodes, 
k fois toutes les valeurs de C', 
La fonction £ o, w, (p. 449) est une fonction elliptique 
du deuxième ordre dont un couple de périodes 
primitives est (@, ©). Sa dérivée p’ est du troisième 
ordre. La fonction f, avec sa dérivée, joue, dans le 
cas des fonctions doublement périodiques, un rôle 
aussi important que la fonction exp. dans le cas des 
fonctions simplement périodiques. On a en effet la 
prop. 

Prop. : Toute fonction doublement périodique f 
s'écrit sous la forme f = r, 0 9 + @':(r,0 pjoùr, 
et r, désignent des fonctions rationnelles. 
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Soit ką un chemin de 1 à z, situé dans le plan € épointé, coupé 
le long de l’axe réel positif, les points de cette demi-droite étant 
comptés dans le demi-plan supérieur. 
f z% est alors noté In z : c’est la détermination principale 
ko 
du logarithme naturel. 
Soit k un autre chemin allant de 1 à z dans CX {0}. On a la 
relation [ra =nz+2mivoùve Z est le nombre de 
k 
tours effectués autour de 0. L'intégrale ne permet pas de définir 
une fonction sur CN {0}. La configuration analytique est une 
infinité dénombrable de plans épointés superposés. La trace de la fonction réciproque est la fonction 
exponentielle. 
Ai 
Soit f définie par 
122 VG-06G-H&-0 a,b,c 
distincts deux à deux. La surface de 
RIEMANN R correspondant à cette fonction 
possède deux feuillets dont les points de 
branchement sont a, b, c et œ. R est 
homémorphe à un tore : or un tore d’axe d 
muni d’une frontière constituée de deux 
de ses cercles l’un coaxial à d, l’autre coplanaire à d, devient homéomorphe à un parallélogramme de 
périodes, donc simplement connexe (pp. 246, 442, 450). Ici R muni de w, et w, devient R’ simplement 
connexe. cal 
On pose : et @,:= [56 dé . 
Soit kọ un chemin de R’ fa oo vers un point P ; alors I(P)= [= F 7 Ta) dé est indépendant du chemin suivi. 
Par contre [x TÖ dé = I (P) + vo, + HO, (V, H) € Z°, si kest un chemin quelconque de R reliant o et P. 
La akita analytique de Iz FÖ dé est une surface de RIEMANN comportant une infinité de feuillets 
superposés sur R. La trace de la Had réciproque est doublement périodique. 
Le facteur 2 dans f (z) et l’origine du chemin d'intégration k ont été choisis pour que la fonction 
doublement périodique sont la fonction f2. Elle prend sur tout parallélogramme de périodes (p. 450) 
À 2 fois chaque valeur de T puisque R est une surface à 2 feuillets sur €. | 
2 
Intégrales abéliénnes 
(Suite de la p. 453) | 
L'étude de ces intégrales a conduit à introduire les transformations dites birationnelles (f et f’ rationnelles) de 
façon à mettre en évidence des propriétés intrinsèques (F et P sont des fonctions rationnelles), On a pu classer | 
les intégrales abéliennes en trois espèces (les ex. A, et A, sont d'espèces différentes). Le sujet ne peut être N 


abordé ici. 
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Fonctions algébriques 

Soit PEC [X, Y], P&C [X], P¢ € [Y], P étant égale- 

ment supposé irréductible, c’est-à-dire non décom- 

posable en un produit de deux polynômes non 
constants. La relation P (x, y) = 0, (x, y) EC ?, permet 
de définir implicitement y en fonction de x, resp. x en 
fonction de y (fonctions multiformes en général dont 

il s’agit de préciser les branches). On peut énoncer un 

premier théorème qui reprend des situations connues 

dans le cas réel. 

Th. 1: Si PO Yo) = 0 et si P; (Xo Yo) # 0, il existe 
p> 0 et une et une seule fonction continue y = ¢ (x) 
définie pour |x — x,| < p telle que y, = Ẹ (x) et 
V x ED (xo P) P (x, p &) = = 0, De plus de fonc- 
tion est holomorphe au voisinage de x, : 


-P AA (x)) 


P; (x, p(x) 
(même formule que dans le cas réel). 
Quitte à faire une translation, on prend pour simplifier 
P (0, 0) = 0. Alors, on peut écrire 
P (x, y) = A, (x, y) + … + A, (x, y) où les A, sont des 
polynômes homogènes de degré k en (x, y). On pose 
P; (0, 0) = a, P; (0, 0) = b, soit A, (x, y) = ax + by. 


7 


Si b = 0, y = Pa- 5 pai p a,x” au voisinage 


de x = 0, d’où y ~ ax’, a # 0, q E N°. De même si 
a #0,x=#(y)=- by + 2 by” au voisinage de 
v=2 

y = 0, d’où x - fy’, ff # 0, q EN’. L'expression 
x ~ B y", montre qu’un problème se pose si l’on 
cherche à exprimer y en fonction de x pour q > 1 
(a # 0, b = 0). Et bien entendu, si a = b = 0, le 
théorème 1 n’est plus utilisable, que Pon cherche à 
exprimer y en fonction de x, ou x en fonction de y. 
On va préciser le cas a # 0, b = 0, On peut écrire 
P (x, y) = C, (x) y” +. + Ci (x) y + Co (x), où les 
C, EC[X]. On a Ca (0) = 0 car P (0, 0) = 0 et 
C, (0) = P; (0, 0) = b = 0. Il existe un plus petit indice 
q 2 2 tel que C,(0) # 0 car P est irréductible. On pose 
Cx) = x B,(x) pour v< q: 
P(x y)=C, 0) y’ +... +C 0) y+ 

x [B1 (0) y1" +... + Bo (x)] avec C, (0) # 0 ct 
B, (0) = a #0. L den en y, P(0, y) = 6, admet 0 
comme racine multiple d'ordre q > 2. 
On désigne par Æ, l'ensemble des x qui annulent C,(x) 
et par Ep, ensemble des x tels que l'équation en y 
P & de = 0) admette au moins une racine multiple. 

LP (G,y)= he re id -5 E,= {0}, 

={5,-2+i,-2-i}. 
2: P, (x,y) = F -3y +x E. = {0}, 
(0,1, P}. 
FE, résulte de l'élimination de x entre P (x, y) = 0 et 
P; œ »)= 0. 
E, et E, sont des ensembles finis. Par suite pour x non 
nul suffisamment voisin de 0, x ¢ E, ; donc Péquation 
P (x, y) = 0 n’a que des racines simples en y pour 
x ED (0, p) \ {0}, p assez petit. On peut démontrer 
que pour tout x non nul tendant vers 0, il existe 
exactement q racines distinctes y,, …, y, qui seront 
des fonctions holomorphes de x et qui tendront vers 0 


avec x. De l'expression de P selon les C, et B, on tire 
pour tout k = 1,2, ..., q : C, (0) y x Ba (0). 


Finalement on a un point de ramification algébrique 
2kix 


d'ordre qg:y,-e 1 TEE 
1: Yy 6 


Th. 2 : Si y, est racine multiple d'ordre q de 
P (xo Y) = 0, si PE (Xo, Yo) # 0, alors (Xo, Yo) est point 
de ramification algébrique d'ordre q pour la 
fonction multiforme y (x) définie par P (x, y) = 

Les dém. des th. 1 et 2 supposent que Pune au moins 

des deux dérivées premières P{ ou P; ne s’annule pas 

en (0, 0). Une étude complète doit aborder le cas où 

toutes les dérivées partielles jusqu’à l’ordre s — 1 

inclusivement s’annulent en (0, 0), une dérivée 

partielle au moins d’ordre s ne s’annulant pas en 

(0, 0). L'expression de P(x, y) avec les polynômes 

homogènes se présente alors sous la forme 

An (xX, y) +... + A, (x, y). On peut montrer qu’au point 

(x = y = 0) se superposent des points simples et des 

points de ramification algébrique. 

Ex : xë- xt pt + pe x? y (x? + y’) (y x) = 0 
1) px) = x? + xXsi(x), ya (x) = ix + x? s, (x), 
Y (xX) = — ix +X s, (X), où S, 5, $4 sont des séries 
entières. 

2)» -x point de ramification d'ordre 3. 


3)(y-x) ~ a point de ramification d'ordre 2. 


On remarquera que ce sont les directions annulant 
A, (x, y) qui interviennent dans la construction des 
branches de la fonction multiforme au point (0, 0) et 
que l'expression de y en fonction de x fait appel à des 
fonctions holomorphes et des radicaux. 

Pour être complet il faut préciser les situations pour 
lesquelles x ou y devient infini. 

Si x > ©, en posant x = L et en rendant entier, on 
est ramené à À — 0. Si x —> x, annulant C, (x), on peut 
montrer que l’une au moins des branches de la 
fonction multiforme y (x) tend vers linfini. En posant 


y= z On est ramené à Y — 0, En définitive on aura 


¥ 
soit des pôles, soit des points de ramification 
algébrique, à distance finie ou non. La fonction multi- 
forme x 1> y (x) définie par P (x, y) = 0, de degré p en y 
pour x & E, applique € sur C. Sa surface de RIEMANN 
est à p feuillets. I ny a pas de points singuliers autres 
que des points de ramification algébrique. Cela 
caractérise d’ailleurs les fonctions algébriques. 


Intégrales abéliennes 

Soit F (u, v) une fraction rationnelle irréductible à 
coefficients dans € et y = g (x) une fonction algébri- 
que définie par P (x, y) = 0, où P est un polynôme 
irréductible : à P on peut associer une surface de 
RIEMANN concrète R. L'expression 


A M M) = L x F z (2 (@)dz où M, M est un chemin 


de classe C! orienté sur R compatible avec l'existence de 
l'intégrale, est par définition unc intégrale abélienne. 
La connaissance de M, et de M ne suffit pas pour 
déterminer l'intégrale, comme le montrent les 
exemples A, et A, de la p. 452. 
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Transformation conforme d’une surface sur une autre 


Dans la projection stéréographique de centre N les deux 
droites g, et g, sécantes en P sont transformées en deux 
cercles g; et g, passanr par P' (image de P) et N. Les 
tangentes à ces cerclés en P’ et N font le même angle. 
L'angle défini en N est le même que celui défini par g, et 
& dans le plan, puisque le plan tangent en N à la sphère 
est parallèle au plan complexe. Les angles géométriques 
en P et P' sont égaux. Si on oriente le plan complexe par 
ON et la sphère par ON en 0, c’est-à-dire de l'extérieur 
vers l’intérieur, on a conservation des angles en grandeur 
et en signe. La transformation est conforme. 

Sur la sphère de RIEMANN, on peut aussi mesurer des 
angles en œ, La transformation conforme définie par 
h (z) = 1 , qui correspond à une rotation sur la sphère, 
permet d’ailleurs de se ramener en 0. 


B 


Transformation conforme du plan complexe sur la sphère de RIEMANN 


ee z az +b 
La composée f, ° f, de deux transformations homographiques définies par f; (z) = a i 
Ed 1 
az +b, F A a EA 
fh) = - 2° 2 est une transformation homographique. En effet d'une part ` 
cyz +d} 
„az+bi 
AS PAT ‘2 ciz+d, Hbi (aa; +cib3)z + (bia; +d b3) 
Ur) e= az +b, (ac; +cidz)z + (bicz + did) 
cs" +d, 
cz +di 


et d'autre part de a d, — b, c, #0 et a, d,-b, c, #0 on tire 
(a a> +c1b) (b,c +did3)— (biaz +dib,)(aic; + cida) = (ad; — b,c) (azdz ~ b262) F0. 


; p S TR az +b és 
Une transformation homographique quelconque f définie par f (z) = es I où c # 0 peut donc s'écrire 


be z+& . g et k sont alors des 


la 


sous la forme f: ko ho g où g (z) = cz + d, h (z) = 1 ‚k)=- 


transformations affines, cas particulier des transformations homographiques. 
c 


Composition de transformations homographiques 


Théorie des fonctions / Transformations conformes 1 455 


Transformations conformes 

Si f est une application d’un ouvert D, de IR” dans IR” 

(structure euclidienne), de classe 1 et régulière, 

localement l’image f (J) d’un arc de JORDAN J, orienté 

de classe 1 et régulier, est un arc de JORDAN de même 

nature. Si deux arcs J, et J, se rencontrent en a, 

l'angle de leurs tangentes orientées est un élément & 

de [0, x] : cet angle æ devient un angle B pour les 

images f (J,) et f (J) en b = f (a). En général, on n’a 

pas f = à. 

Déf. 1 : f est dite conforme sur D, si P = æ pour toute 
paire d'arcs {J,, J,} ayant un point commun a pris 
quelconque dans D,. 

Par ex., toute similitude de IR” est conforme. 

Si on prend » = 2, le plan IR? peut être orienté et on 

peut remplacer la paire {J}, J,} par le couple (J, /,) ; 

dans ce cas œ ER modulo 2 x ainsi que f: 

Déf. 2 : La conformité est alors définie de façon 
analogue par f = &, en remplaçant paire par couple, 
et l’anticonformité par B =- a (modulo 2 x). 

Par ex., toute translation dans le plan euclidien orienté 

est conforme, toute symétrie orthogonale par rapport à 

une droite est anticonforme. 

Rem. : On peut généraliser les résultats du plan au cas 
où f est une application d’une surface simple A de 
classe C!, régulière et orientée, dans une surface B 
de même nature. Pour appréhender f on opère 
comme suit : A et B étant respectivement 
paramétrées par p, définie sur un domaine 
Q, CIR? et pp définie sur un domaine Q,CIR?, on 
introduit de fait l'application g = pi'o fo qh qui 
devra être injective, de classe C' et régulière de Q 
dans Q. Une courbe de A sera définie par 
11> P (xı (0, x (0). Son image par f sera définie 
part quo 8 (xı (0, (0) (Fig. A). 

On a les propr suivantes : 

Prop. 1 : La projection stéréographique du plan com- 
pactifié € sur la sphère de RIEMANN est une trans- 
formation conforme (ill, B). 

Prop. 2 : Soit f : D, > € une fonction holomorphe. 
Si f'(a) # 0 alors il existe un voisinage ouvert U(a) 
de a sur lequel f est conforme. 

Pour prouver la prop. 2 on considère un arc F de 

classe C' et régulier défini par í E ]- £, ef, k (0 

(£ > 0), avec k (0) = a. Par hyp. #° (0) # 0, L'arc image 

sous f est défini par 1 f o k (f). Or 

LG) =f (a) + (z - a) h (z) où h est holomorphe avec 

h (a) = f'(a). On a, en remplaçant z par k (0) : 
okļt)- fo e(t) 

fok(t)- f° k(0) A k(t)-k(0) „(hekin 

f t 

qui tend vers k’ (0) : f'(a) # 0 lorsque / > 0. L'arc 

image f (T) admet donc en f (a) une tangente orientée 

par le vecteur d’affixe f'(a) k'(0), obtenu par 
similitude de rapport complexe f'(a) à partir du 

vecteur d’affixe k'(0) qui oriente la tangente en a à 

Parc F. La direction de la tangente orientée en a à Fa 

tourné de l'angle Arg f'(a) pour donner la direction de 

la tangente orientée en f(a) à f(T). On en déduit 
immédiatement la conformité de f d’abord en a, puis 
dans un voisinage de a, puisque f’ est continue 

(F' (2) # 0 au voisinage de a). 

On a aussi la réciproque de la propriété 2 : 


Prop. 3 : Soit f : D, > € une application conforme 
sur D, Alors f est holomorphe et f’ (z) # 0 pour 
tout z ED, 

Pour prouver cette propriété, on montre que les 

relations différentielles de CAUCHY-RIEMANN sont 

vérifiées (p. 431). 

En tenant compte de la propriété 1, on voit que les 

propositions 2 et 3 sont encore valables pour des 

fonctions méromorphes. 

Une fonction complexe anticonforme est aussi 

appelée antiholomorphe. Pour ces fonctions, les 

égalités de CAUCHY-RIEMANN sont remplacées par les 
égalités ou. =- on te out 
dx, dx 2x, ðX 

La conjugaison transforme toute fonction holomorphe 
en une fonction antiholomorphe et réciproquement. 
La composée de deux transformations de même 
nature (conformes, resp. anticonformes) est conforme, 
celle de deux transformations de natures différentes 
est anticonforme. 
La conformité est une propriété équivalente à la 
dérivabilité complexe dans le cas où f'(z) = 0. 
En étudiant le cas où f'(a) = 0 on peut montrer que la 
mesure de langle formé par les images sous f de 
deux courbes se coupant en a est égale à k fois la 
mesure de l'angle initial dans le cas où f® (a) # 0 et 
f~ (a) = 0 pour tout v < k. Mais f n’est plus 
localement inversible. 

Si on considère une transformation conforme (k = 1), 

l'application inverse est elle aussi conforme sur un 

voisinage de f (a). Pour la dérivée (f°!}', on a 


T 


C i e = 7; comme pour une fonction réelle 


(p. 295). 


Transformations conformes de € sur lui-même. 
Si on veut transformer € en lui-même par une trans- 
formation conforme f, cette fonction doit avoir un 
seul zéro et un seul pôle, tous deux d'ordre 1. f doit 
donc être une fonction rationnelle de la forme 


az +b 
fG)= GT avec ad — be » 0. 


Réciproquement, toute fonction de cette forme définit 
une application conforme. Les transformations de ce 
type sont appelées transformations homographiques. 
La composée de deux transformations homographiques 
est une transformation homographique (tab. C). 
L'ensemble des transformations homographiques 
muni de la loi de composition forme un groupe. 


Transformations conformes de C sur lui-même. 
Les transformations conformes de € sur lui-même 
sont des transformations homographiques particu- 
lières dans lesquelles le point % est transformé en lui- 
même. La fonction doit donc être de la forme 
f (z) = az + b, a # 0 (application affine). 

Si on écrit a sous la forme |a| + e'”, on remarque que 
cette transformation se décompose en une homothétie 
de rapport |a|, une rotation d'angle p (ces deux 
transformations ayant le même centre 0) et une 
translation de vecteur b. Géométriquement, il s'agit en 
général d’une similitude (p. 157). Elle transforme les 
droites en droites et les cercles en cercles. 
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=" i 


Soit f: € — C une transformation homographique différente de 


l'identité, définie par f (z) = gth avecad-bc=1. 


On peut rencontrer en particulier les cas de figures suivants (ils se distinguent 


par des propriétés liés à leurs points-fixes) : 


a + d réel a+ dnon 
la+d| >2 la+d| =2 la+d| <2 réel 
Nombre de 2 l 2 2 
points fixes | 
Cercles orientés | faisceau des aisceau des Pa cercle orthogonaux 
fixes sic n’est | cercles passant admettant pour tan- | au faisceau des dan 
pas point fixe par les points fixes | gente au point fixe | cercles passant 
une certaine droite | par les points fixes 
Droites faisceau de faisceau de aucune mais cercles 
orientées droites passant droites orientés centrés en 
fixes si co par l'autre point parallèles l’autre point fixe | aucune 
est point fixe fixe glob. invariants 
a transformation A š ii š 
m Si De hyperbolique parabolique elliptique loxodromique 


Aii Transformation hyperbolique A2 


Les flèches rouges 
relien 


Transformation parabolique 


Transformation loxodromique (composition 
d’une transformation hyperbolique et d’une 
transformation elliptique) 


A3 Transformation elliptique A 


Classification des transformations homographiques en fonction de leurs points fixes 


= 
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Toute transformation homographique est la composée 
d'applications affines et de l'application h (z) = > 
(ill. C), cette dernière correspondant à une rotation 
d’angle x sur la sphère de RIEMANN autour du 
diamètre joignant les points z = + 1 ; une transforma- 
tion homographique de la sphère de RIEMANN 
transforme un cercle en un cercle. Dans le plan €, 
complété par %, l’ensemble des droites et des cercles 
est transformé en lui-même par une transformation 
homographique. 


Classification des transformations 
homographiques 
Une transformation homographique f a toujours au 
s ; 6 az +b 
moins un point fixe, solution de f (z) = -—— = 
point J 1O cz+d 


(équation dans € ). 

On suppose que f n’est pas Pidentité et que l'écriture 
de f est normalisée (ad — be = 1, en multipliant a, b, c, 
d par un même facteur convenable). Si c = 0 alors œ 
est point fixe de cette application : si de plus a = d, % 


est le seul point fixe, sinon il y en a un autre 


d-a' 
Si c # 0, © n’est plus un point fixe de la transformation. 
Les points fixes sont caractérisés par les égalités : 


a-d (ad) +4bc 
= + 
2c 4c? 
soit avec la relation de normalisation : 
= «a + Va +d} -4. 
En tenant compte du cas € = 0, on a donc : 
Si a + d'est réel et si |a + d| = 2, f a un seul point fixe. 
Dans tous les autres cas f a deux points fixes. 
Une cla ion plus poussée des transformations 
homographiques fait intervenir les cercles orientés 
globalement invariants, i.e. les cercles qui sont 
transformés en eux-mêmes sans changement 
d'orientation (idem pour les droites) (ill. A). 


Transformations conformes de Pintérieur du 
disque é sur lui-même 

Les transformations homographiques à coefficients a, 
b, c, d réels (écriture normalisée) sont exactement 
celles qui laissent l'axe réel, les demi-plans resp. 
supérieur et inférieur globalement invariants. 

Comme la transformation homographique f, définie 


z+i t EEA ; 
par fo (z) = zri transforme l’intérieur du disque 


unité en le demi-plan supérieur puisque f,(1) = 1, 
ht =- 1, (=i) = 0, fo (0) = i, on en déduit que 
toute transformation homographique / de l'intérieur 
du disque unité sur lui-même s'écrit nécessairement 
sous la forme {= fy! o r o fp où r est une trans- 
formation homographique à coefficients réels. Cela 
induit les relations d = a et € = b (valeurs 
conjuguées) sur les coefficients a, b, €, d de l. Une 


étude plus complète montre que les transformations 
homographiques de cette forme sont effectivement 
celles qui transforment l’intérieur du disque unité en 
lui-même. 


Transformations conformes d’un domaine 
simplement connexe 

Si on veut transformer un domaine D, en un domaine 
D, par une transformation conforme, ces deux 
domaines doivent avoir nécessairement les mêmes 
propriétés de connexité puisqu’une transformation 
conforme est une application topologique. 

Si D, = € , alors D, est nécessairement €. Les appli- 
cations de ce type ont déjà été examinées à la p. 455. 
Si D, est de la forme € \ {a} (plan € épointé) et si D, 
est également de la forme € \ {b}, on peut construire 
une application conforme de D, sur D,. En envoyant, 
par transformations homographiques, a et b à l'infini, 
on est ramené à une transformation conforme de € 
sur €, vue page 455. 

C \ {a} est un domaine simplement connexe (il suffit 
de passer à la sphère de RIEMANN pour s’en 
convaincre). Un disque ouvert est également un 
domaine simplement connexe. Mais il n’existe pas 
d'application conforme de C \ {a} sur un disque 
ouvert. En effet : 

À une transformation homographique près on peut 
prendre z 1> f (z) de € \ {%} sur le disque ouvert de 
centre b et de rayon r > 0 : z > f(z) est donc 
holomorphe sur €, c’est-à-dire entière, majorée par 
|b| + r. D’après le théorème de LiouviLLe (p. 447) f 
devrait être constante. Ce n’est pas le cas, d’où le 
résultat. 

On peut démontrer le théorème suivant : 


Théorème (Th. de représentation conforme de 
RIEMANN) : Une condition nécessaire et suffisante 
pour qu'un domaine simplement connexe de € 
puisse être transformé par une application 
conforme en l'intérieur du disque unité est que sa 
frontière contienne au moins deux points distincts. 

Ce théorème s'applique par ex. à un domaine 

polygonal limité par une ligne brisée fermée sans point 

multiple. Sa démonstration est longue et difficile. 


Transformation conforme d’un domaine en 
un autre 

Transformer de manière conforme un domaine en un 
autre est un problème compliqué. Des propriétés de 
connexité identiques n’impliquent pas l'existence 
d’une telle transformation conforme, comme on vient 
de le voir. 

On peut démontrer le théorème suivant : 


Th. : Tout domaine simplement connexe d'une surface 
de RIEMANN concrète est isomorphe soit à € , soit à 
€, soit à D (0, 1). 
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Izal o i 
Y zi +y!z) 
v50 
a pour ensemble de convergence 
l (Crale =0v 0< |z| <1Az=0)}. 
L'ensemble de convergence ne contient pas de point 
intéricur ; la série ne définit pas de fonction holomorphe sur 


i izi un domaine de C. 
#4 


90 


È 22 


v=0 
a pour ensemble de convergence 
{(z1, zal lzi] < 1 v 22=0}. 

Il s’agit, à l’intérieur du domaine de convergence, du 
développement en série entière de la fonction 

9 z 
FE (CN {1Y XC >C déf. par f(n z) = EN : 

TI 

Cette fonction n’est pas définie au point (1, 0) et ne peut être 
prolongée par continuité en ce point, bien que la série y soit 
convergente. Les zéros et les pôles constituent deux droites 
de C?, privées de leur point commun (1, 0). Comme f est un 
quotient de fonctions holomorphes, on dit que f est 
méromorphe sur € x € et que (1, 0) est un point 
d’indétermination de la fonction. 


0 zi zy 
CRE vi! va! 
a pour ensemble de convergence C°. On a 


vire Vi 


» Gi za) 


v50 | 
a pour ensemble de convergence 

{2/1 lel< 1}. A 
Il s'agit du développement en série entière de la fonction 


définie par - Le, 


l-2123 
UE A y FM 
$ a ase 
v= 0 v%0 \V2 À 


a pour ensemble de convergence 
{,22)| 21 +221 < 13. 2 

Il s’agit du développement de la fonction définie par 
1 

1-( +2) | 


Ensembles de convergence de séries entières 


e de la p. 459) 

On peut alors énoncer les deux théorèmes : 

Prop. 3 : La somme d'une série entière en plusieurs variables est holomorphe sur son domaine de convergence 
lorsqu'il n’est pas vide. On peut dériver terme à terme par rapport à une variable et la série dérivée est 
holomorphe sur le même domaine de convergence. 

Prop. 4 : Réciproquement si une fonction f en plusieurs variables est holomorphe sur un ouvert Q, elle est 
développable en série entière au voisinage de tout point a EQ sur un polydisque ouvert de centre a, inclus dans Q. 
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space C" 

Lors de l’étude des fonctions réelles, on avait abordé 
le problème plus général des fonctions de plusieurs 
variables, c.-à-d. des fonctions définies sur des 
espaces de dimension supérieure à 1 (p. 318. sqq.). 
L'analyse complexe se prête également à de telles 
extensions. L'espace €", qui joue le même rôle que IR" 
dans le cas réel est composé de n-uplets 
Z = (Zp Z» …, z,) de nombres complexes et peut être 
considéré comme un espace vectoriel sur € de 
dimension n. C’est un espace topologique si on le 
munit de la distance définie à partir de la norme : 


PEN 5 lz. 


v=l 
En décomposant z,, Z» …, z, en leurs parties réelles et 
imaginaires, on remarque que C” est un espace 
vectoriel de dimension 27 sur IR (p. 233). 
Holomorp 
Une fonction complexe du #-uplet complexe 
Z = (Zi Z» +-+» Z„), Où l’on pose 
Z= xX + iy = (Xy Xy -3 Xn) + i (Yi Yo + Yn) peut se 
mettre sous la forme f (z) = u (x, y) + iv (x, y) où u et 
v sont des fonctions réelles des 2n variables réelles 
indépendantes x, et y,. Si les fonctions u et v sont de 
classe C! par rapport aux x, et y, sur un ouvert Q, il en 
est de même de f par rapport à ces mêmes variables et 
réciproquement. On a alors : 


CET à a of 
df= = dX,+ — dy. 
j À, 0x, Y À dy, g 
Les 2n fonctions particulières z, = x, + iy, et 


Z, = xX, — iy, admettent pour différentielles respectives 
dz, = dx, + idy, ct dZ, = dx,- idy, ; on en tire : 


df= P -i LS 1Y GE +i Laz, 


ax, 0 2 #1\0x dy. 


Déf. 1 : Dire que f est holomorphe sur Q, c’est dire 
que f est dérivable selon chaque z, en tout point 
de Q. 

Cela revient donc à écrire les # conditions de CAUCHY- 

du _ AU OU _ du 

0x, Oyy 0x,  dÿy 

En tenant compte de la définition de u et v, ces 

conditions s'expriment également par : 


RIEMANN : Va, 2, 


AC 
CARE SONT PT 
Axy ð yy 

D'où : 


Prop. 1 : Une condition nécessaire et suffisante pour 

que f de classe C! par rapport aux x, et y, soit 

holomorphe par rapport aux z, = x, + iy, est que l'on 
n 


puisse écrire d f = (z) dzy, les A, s'identifian 
I l A(z) dz,, les A, s'identifiant 
v=l 


d'ailleurs aux dérivées partielles 2 
42, 

Séries entières de plusieurs variables 

Pour faciliter la compréhension on prendra dans un 

premier temps trois variables complexes x, y, z. Une 

série entière en trois variables est de la forme 


sont des coef. 


x/y1z" où les apy 


a 
par 
(par) EN" i 


appartenant à €. L'ordre dans lequel sont pris les 


termes n'étant pas précisé, on doit se placer dans 
l'hypothèse d’une série commutativement 
convergente, c’est-à-dire absolument convergente, On 
peut faire des combinaisons linéaires, des produits de 
telles séries. L'exemple qui suit est fondamental : 
Pour |x| < 1, |y| <1,]z| <1, 

co co cm 

Su Sie S te 

DEO EY r0 maren’ 

1 


F-a) (1-y)(1-2) 


Br ga 


0 0 (p,q4r)EN* 


D 


a 


pour x >= 0, y > 0, z > 0 et n quelconque on déduit 
d’ailleurs que la série > xP y1z" converge absolu- 
Par 

ment si, et seulement si, |x| < 1, |y| < 1, |z| < 1. 

Le domaine d’absolue convergence est le produit de 

trois disques ouverts de rayon 1. 

Si on prend maintenant la série d’aspect plus simple 
D (xy2)", son domaine d’absolue convergence est 

nEN 


défini par |x||y||z| < 1 (la somme est alors i = ). 


I n'apparaît pas ici de disque de manière évidente, Il 

convient donc d'approfondir l’étude de l’absolue 

convergence. On a le résultat suivant, analogue au 

lemme d’ ABEL. 

Prop. 2 : Si Xp Yo, Zo sont non nuls et s'il existe M z 0 
tel que Y (p,q, r) |a p X$ yi z, | < M, alors 


Ya par X? Y1Z" est absolument convergente sur 

l'ouvert Q (Xo, Yo Zo) défini par : 

xl < [xal A yl < yol A Jel < lol. 

En effet ja xP "z|<M| X f D! "| Z 

He Xol ol 10 

général d'une série à termes positifs convergente 

(ex. fondamental). 
Soit Æ l’ensemble des (x, y, z) pour lesquels la série 
est absolument convergente, £ n’est jamais vide 
puisque (0, 0, 0) EE. Si pour tout (x, y, z) EE l’un des 
trois nombres x, y, z est nul, on est ramené à des séries 
d'au plus deux variables. On suppose donc qu'il 
existe (Xo, Yo, Zo) EE avec xo * Yo * Zy # 0. Alors 


r 
, terme 


l'intérieur Æ de Æ n’est pas vide d’après la prop. 2. È 
est la réunion des ouverts connexes & (Xo Yo 20), 
Go Yo 20) E E, Xo * Yo * Za * 0, Comme tous ces ouverts 
ont (0, 0, 0) en commun, Æ est un ouvert connexe 
c’est-à-dire un domaine. £ s'appelle le domaine de 
convergence (sous-entendu absolue) de la série. 

On reprend maintenant # quelconque. 

Déf. 2 : On appelle polydisque (sous-entendu fermé) 
de centre a = (a, …, a,) EC", défini par 
b=(b,,.….,b,)E T l’ensemble des z = (Zi, …., z,) 
tels que Vv|z,-a,| <|a,-b,]. 

On notera que si Vy b, # a, , on peut définir le 

polydisque ouvert par Vv|2,-a,| < |a,- b|. 

(Ex. : (xo Yo 20).) o 

Il west pas difficile de montrer que Æ est la réunion 

des polydisques de centre 0, passant par 

ZE Gaan) EE. 
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Izal Izal 
EN EN 


Polydisque ouvert (dim. 2) Hyperboule ouverte 


1221 Izal 
izl EA 


Domaine de REINHARDT quelconque Domaine de REINHARDT parfait 


Rem. 1 : L’antécédent d’un point (r,, r;) du plan des valeurs absolues est le produit cartésien de deux 
cercles de rayons respectifs r, et r, (tore). 
Rem. 2 : Un domaine de REINHARDT parfait peut ne pas être borné (cf. p. 458, ex. A4). 


Exemples de domaines de REINHARDT dans €? 


Izal 
1 
CE 
lzi] 
w | 


Image d’une figure de HarTOGS euclidienne 
de €? dans le plan des valeurs absolues 


Rez, 
1 
Rez, 
i 


Coupe deux-dimensionnelle d'une figure de 
HARTOGS euclidienne de C? 


El 
Image d'une figure de HARTOGS euclidienne 
de C* dans l’espace des valeurs absolues 


Représentation schématique d’une 
figure de HARTOGS générale 


Figures de HARTOGS euclidiennes et générales 
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Les concepts et les résultats qui suivent vont être 

énoncés pour des séries entières autour de 0. On peut 

facilement les étendre à des séries entières autour d’un 

point quelconque a. 

On définit l'application + de C” dans (R *)" par : 

T (2) = (lzi; «+ (Zl). 

Déf. 3 : L'antécédent T~ [D] d’un domaine D € (R*)" 
est appelé un domaine multicellulaire ou domaine 
de REINHARDT. Un domaine de REINHARDT R est dit 
parfait si pour tout z E R il contient l’ensemble des 
polydisques de centre 0 passant par Zo, i.c. 
l’ensemble des points z tels que |z, < |zoy| (ill. A). 

En particulier, le domaine de convergence (cf. supra) 

d’une série entière autour de O est un domaine de 

REINHARDT parfait. 


Rem. : Si on peut également parler des s de 
LAURENT de plusieurs variables, leur étude est toute- 
fois plus compliquée. 


Prolongements analytiques / Singularités 

Dans le cas des fonctions d’une variable, on avait 
montré que l’on pouvait prolonger une fonction définie 
par une série entière autour d’un point en développant 
la fonction autour d’autres points. Cela permettait 
d'effectuer des prolongements au-delà du domaine de 
convergence initial, Dans le cas de fonctions de 
plusieurs variables, de tels prolongements sont 
également possibles. On peut montrer que le 
prolongement le long d’un chemin donné est unique : 


Prop. 5 : Soit H, et H, deux boules ouvertes (|z| < r, 
resp. |z| < r» 0 < r, < r). Soit f une fonction 
holomorphe sur H, telle que f (z) = 0 pour tout 
z E H, : alors f (2) = 0 pour z EH,. 

Sur la frontière du domaine de convergence, on trouve 

des singularités comme dans le cas de fonctions d’une 

seule variable (déf. 1 p. 439). Si (ri, …, r,) est un point 
frontière de t |Æ |, il existe au moins un point de 
l'ensemble des antécédents T~! {(r,, …, r,)] où aucun 
prolongement analytique n’est possible. On peut 
ensuite se demander si les fonctions holomorphes de 

C" dans € peuvent présenter des singularités isolées et 

si tout domaine est le domaine d’holomorphie d’une 

certaine fonction. 


Propriété de continuité 
Afin de répondre à ces questions, on introduit d’abord 
certains domaines. 
Déf. 4 : Soit n nombres réels qy, …, q, de 10, 1[, n = 2. 
Soit en outre P le polydisque unité ouvert 
Pis fz/ B VEn n}} et 


H: =tz/2EP a (jal >q V |z] <q VEL, ….,n})}: 
alors (P, H) est une figure de HARTOGS dite 
euclidienne, Si g est une application de P dans C", 
dont les composantes g,, …, g,, supposées injectives 
sont holomorphes ainsi que leurs réciproques, alors 
(P, H) défini par P : = g[P] et H : = g[H] est une 
figure de HARTOGS au sens général. On a alors : 


Prop. 6 (prop. dite de continuité) : Soit (P, H) une 
figure de Hartocs, Si f est holomorphe sur H alors f 
peut être prolongée analytiquement de manière 
unique sur P. 

Le domaine H n’est donc pas le domaine 

d’holomorphie d’une fonction. Dans la preuve de 

cette proposition, il faut montrer que la fonction f o g 

holomorphe sur H = g`' [H ] est développable en série 

entière autour de 0 et que cette série converge 
absolument en tout point de H. Le domaine de 
convergence de cette série sera un domaine de 

REINHARDT parfait qui contient H. Or le plus petit 

domaine de REINHARDT ayant cette propriété est P. 

La prop. de continuité montre en particulier qu’une 

fonction holomorphe sur un domaine épointé D \ {a} 

de C" où x > 2 est holomorphe sur D. Pour prouver ce 

corollaire, il suffit de considérer une figure de 

HARTOGS (P, H ) dans D telle que P € D mais a H. 

Une fonction f de €" dans € holomorphe avec n = 2 

ne peut donc pas avoir de singularités isolées. 

Le corollaire de la prop. de continuité peut être 

généralisé de différentes façons, en particulier : 

Si K est une partie compacte d’un domaine D telle 

que D \ K soit un domaine connexe, alors toute 

fonction holomorphe sur D \ K est prolongeable en 

fonction holomorphe sur D. 

Pour n > 2, les zéros d’une fonction holomorphe 

comme ses pôles ne sont pas isolés mais forment une 

variété de dimension (27 — 2) sur IR dans l’espace C” 

qui, lui, est de dimension 27 sur IR. Pour n = 2, il 

s’agit en fait de surfaces de RIEMANN. 


Problèmes relatifs aux prolongements 

Le prolongement analytique d’une fonction peut 
dépendre du chemin suivi. Pour sauvegarder lunicité, on 
introduit, en analogie avec les surfaces de RIEMANN, les 
domaines de RIEMANN, qui ont également une structure 
complexe, et qui, dans les cas concrets, sont des 
recouvrements superposés dans C”, ou C” compactifié. 
Par ailleurs dans l’espace €, tout domaine D est le 
domaine d’holomorphie d’une fonction, au sens où il 
existe une fonction holomorphe sur D qui ne peut être 
prolongée analytiquement en une fonction 
holomorphe sur un domaine plus grand, Dans l'espace 
C", n = 2, par contre, il existe des domaines sur 
lesquels toute fonction holomorphe peut être 
prolongée analytiquement sur un domaine plus grand. 
On a vu en particulier que si (P, H) est une figure de 
HARTOGS, et si f est holomorphe sur H, elle lest aussi 
sur l’ensemble plus grand P. 


Déf. 5 : Un domaine de RIEMANN R sur C" est pseudo- 
convexe si pour toute figure de HARTOGS (P, H), 
H € R implique que P € R. 

La propriété de continuité permet de montrer que tout 

domaine d’holomorphie est pseudo-convexe. 

OKA a prouvé que tout domaine pseudo-convexe est le 

d’holomorphie d’une fonction. 
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1234 2134 3124 4123 

1243 12143 3142 4132 

1324 2314 3214 4213 

1342 2341 3241 4231 

1423 2413 3412 4312 

1432 2431 3421 4321 

Il y a 24 permutations possibles. 

L'arbre représenté ci-contre illustre 

les différentes possibilités de répartition des 
quatre chiffres formant le nombre. 


1. Position 2. Position 3. Position 4. Position 


aaa aba aca baa bba bca caa cba cca 
aab | abb \E acb T bab | bbb y: bcb B cab i cbb i: cch 
aac abc acc bac bbc bec cac cbe ecc 


Il y a 27 mots possibles. La description ci-dessus correspond à l’ordre lexicographique. 
2 


Groupements 


Les valets, dames, rois et as d’un jeu de cartes doivent être ordonnés dans un tableau de telle manière que 

chaque ligne et chaque colonne contienne une et une seule fois chaque valeur et chaque couleur. En 

remplaçant les symboles des couleurs trèfle, pique, cœur, carreau par à, B, y, 6, la solution cherchée est 

obtenue par superposition des deux carrés ci-dessus. 

Les carrés individuels s'appellent carrés latins. Chaque lettre apparaît une et une seule fois dans chaque 

ligne et dans chaque colonne. Leur superposition constitue un carré gréco-latin lorsque la 
propriété demandée est réalisée. Les carrés individuels sont alors dits orthogonaux. 


Carrés latins et gréco-latins 


Un passeur (P) doit faire traverser un fleuve à un loup (L), une 
chèvre (C) et un chou (H). L veut manger C et C veut manger 
H. Ceci signifie que d’une part L et C, d'autre part C et H, ne 
doivent pas être laissés sans surveillance de la part de P. Le 
bateau ne peut transporter qu’un passager à la fois en plus du 
passeur. 

Le tableau décrit les situations possibles de chacun des deux 
bords, celles écrites entre parenthèses étant évidemment à 
rejeter. Les traversées possibles se laissent également 
représenter par un graphe. Le problème revient alors à 
déterminer un chemin entre 1 et 16. On voit que, sans prendre 
en compte les détours, le problème a deux solutions distinctes. 


Problème du loup, de la chèvre et du chou 
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Champ d’étude de l’analyse combinatoire 
L'analyse combinatoire s’emploie à étudier et à 
dénombrer divers types de groupements que l’on peut 
faire à partir d’ensembles finis. Les quelques 
exemples qui suivent font intervenir des questions 
d'analyse combinatoire : le classement des nombres 
au sein d’un #-uplet, la disposition d’un groupe de 
personnes autour d’une table, celle des pièces sur un 
échiquier, l’agencement des lettres d’un mot, des mots 
dans un dictionnaire, les chances de gain à un jeu de 
hasard, etc. 

L'analyse combinatoire est née de l'étude des jeux de 
hasard et s’est fortement développée sous l’influence 
du calcul des probabilités. Elle est par ailleurs liée à la 
théorie des nombres et à la théorie des graphes. Ses 
méthodes étaient originellement adaptées à la 
résolution de problèmes particuliers. En revanche, 
actuellement, on tente de ramener les problèmes 
rencontrés à des exemples types pour lesquels on 
développe des méthodes générales de résolution. 


Exemples 

a) Permutation de 4 chiffres distincts 

On cherche à déterminer toutes les bijections d’un 
ensemble à quatre éléments, par ex. {1, 2, 3, 4}, sur lui- 
même (appelées aussi permutations, voir p. 75). Le 
choix de l’image du premier chiffre est quelconque, le 
choix de la deuxième image se fait donc entre trois 
chiffres, le choix de la troisième entre les deux restants. 
La quatrième image est alors totalement déterminée. Il y 
a donc 4+ 3 + 2 + 1 = 4! bijections distinctes. L'ensemble 
de ces bijections est illustré dans la fig. A, sous forme 
d’un arbre (voir aussi p. 253). Chaque bijection 
correspond exactement à une branche de Parbre. Sa 
représentation débute au niveau du nœud extrême à 
gauche et suit une branche jusqu’à son extrémité droite. 


b) Juxtaposition de lettres pour former un mot 

Lorsque, partant d’un alphabet donné, on cherche à 
combiner des lettres pour former un mot, la position 
d’une lettre donnée joue évidemment un rôle comme 
pour l'exemple a), mais, à la différence de a), une 
lettre peut apparaître plusieurs fois dans le mot. 
Chaque position peut alors être occupée de manière 
indifférente par l’une quelconque des lettres de 
l'alphabet. Soit un alphabet de 26 lettres. Il est 
possible de former 26° = 11 881 376 mots distincts de 
5 lettres. Tous n’ont naturellement pas une 
signification ni ne peuvent être prononcés de manière 
intelligible ! Le tab, A; est un exemple de mots de 3 
lettres formés à partir d’un alphabet à 3 lettres. Les 
mots sont répertoriés ici selon l’ordre lexicographique. 
Lorsque l’on remplace les lettres a, b, € par les chiffres 
1, 2, 3, les mots deviennent des nombres à trois 
chiffres. L'ordre lexicographique est celui 
correspondant à l’ordre croissant des nombres. 


c) Carrés latins et gréco-latins 
Le problème consiste à placer n lettres différentes 


dans une matrice (n, n) de telle manière que chaque 
lettre apparaisse une et une seule fois dans chaque 
ligne et dans chaque colonne. La matrice obtenue 
s'appelle carré latin d'ordre n. Pour n > 1, il existe de 
nombreuses façons d’obtenir un carré latin d’ordre n. 
On peut à partir de 2 carrés latins Q, et Q, construire 
un nouveau carré Q, dont chaque élément est 
constitué d’une paire d'éléments de Q, et Q,. Q, et Q, 
sont dits orthogonaux lorsque les éléments de Q sont 
tous distincts. Q est alors dit gréco-latin. Le tab. B 
illustre cette propriété. 

Il est possible de construire un carré gréco-latin 
d'ordre n pour tout n € N \ {0} sauf pour n = 6. Ces 
carrés jouent un rôle fondamental en mathématiques 
appliquées. Lorsque l’on cherche ainsi à déterminer 
l'influence de quatre variables sur une grandeur 
donnée (réaction à une excitation, effet d’un 
médicament, etc.), chacune des variables pouvant 
prendre » valeurs distinctes, les carrés gréco-latins 
permettent de constituer les échantillons test. Les 
lignes contrôlent la première variable, les colonnes la 
seconde, le premier élément de la paire la troisième, le 
second élément de la paire la quatrième. Pour n 
donné, il y a généralement plus de 2, mais au 
maximum # — 1, carrés latins orthogonaux deux à 
deux. En géométrie, on s’intéresse particulièrement à 
l'existence d’exactement n — 1 carrés latins d'ordre n 
orthogonaux deux à deux. La détermination de tous 
les n pour lesquels cette propriété est vraie n’a pas 
encore été résolue. La validité de la propriété 
précédente implique l’existence d’espaces projectifs 
finis (voir p. 133 et p. 139), dans lesquels chaque 
droite possède n + 1 points et chaque point appartient 
àn + 1 droites. 


d) Le problème du loup, de la chèvre et du chou 

La fig. C décrit un jeu mathématique classique et une 
méthode pour résoudre un tel problème sans chercher 
à obtenir une solution « au hasard ». L'exemple du 
paragraphe précédent montre néanmoins que lon n’a 
pas encore réussi à déterminer pour tous les 
problèmes types une méthode générale de résolution. 


e) Partitions 

De nombreux problèmes (jeux de dés, jeux d'argent, 
etc.) se ramènent à écrire un nombre n comme somme 
de termes choisis dans un sous-ensemble de IN et à 
dénombrer ces décompositions de n (partitions). On 
cherche par exemple à obtenir n = 14 à l’aide de trois 
dés. Chaque dé peut prendre une valeur de ensemble 
{1, 2,3, 4, 5, 6}. On obtient alors les partitions 
suivantes : 
l4=2+6+6=3+5+6=4+4+6=4+5+5. 
Lorsque le nombre de dés n’est pas limité à trois, on 
obtient 90 partitions distinctes du nombre 14. Il y a 
135 partitions distinctes lorsque les valeurs sont 
quelconques dans N \ {0}. Enfin lorsque l’ordre des 
termes a également une importance, il y a Finalement 
2" = 8 192 partitions distinctes. 
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a) Le nombre de manières différentes d’asseoir 10 personnes sur 10 chaises est : 
p (10) = 10! = 3 628 800 

b) Lorsque l’on part d’une situation où les z personnes (n > 2) sont assises sur les n chaises, on peut se 
demander de combien de manières il est possible de permuter ces personnes tel qu’aucune ne garde 
la même place. Le nombre de ces permutations sans point fixe est noté p (n). 


effet, soit À; décide d 

(d’où p (n= 1) pos 

Comme À, a le choix entre n — 1 chaises, on obtient la formule de récurrence : 
p (n) = (n- 1) (p (n - 1) + p (n - 2)) 

d’où par récurrence : 


(-1}" (1 dd. 19)" 
p-n $ NT =n! D 73 ai ++ nl 


(La somme entre parenthèses est le début du développement en série de e ! (p. 309)) 
Lorsque x = 10, p (10) = 1334961 
c) Il est possible à partir des chiffres 2, 2, 3, 3, 3, 3, 5, 7 d'obtenir : 


1 
p (8;2,4,1,1)= SM ni 


nombres distincts à 8 chiffres. 


Lorsqu'il est clair que la personne A, assise sur la chaise į choisit de s’asscoir sur la chaise j (i » j), 
il est alors possible d’asscoir de p (7 — 1) + p (n — 2) manières différentes.les personnes restantes, En 
asseoir sur la chaise į (d’où p (n — 2) possibilités), soit sur une autre chaise 


Permutations 


a) Ilya a(10,6)= 0 = 151 200 manières différentes de placer 6 personnes sur 10 chaises. 


b) Pour remplir une grille de loto sportif, il faut cocher 1, 2 ou O selon que l’on parie sur le gain d’une 
équipe (1 ou 2) ou sur le match nul (0) pour chacune des 20 parties en jeu. Il y a donc 


B a’ (3, 20) = 3% = 3 486 784 401 manières différentes de remplir une grille de loto sportif. 


Arrangements et listes 


différentes d’un joueur est de c (32, 8) = 10 518 300. 
nt 


dans l’ordre qu'il désire, le nombre de mai 
Le deuxième joueur reçoit 8 cartes des 24 restantes, le troisième 8 des 16 ri 


le nombre de distributions différentes est de : c (32, 8) : c (24, 8): c (16, 8) : c (8, 8) = 99 561 092 450 391 000 
6 
5 


4 
c) Le nombre de lancers distincts de 5 dés identiques est de c*(6,5)= { 2o ) =252. 


E 


a) Au jeu de la belote, chaque joueur reçoit 8 cartes d’un jeu de 32 cartes. Comme chaque joueur peut ranger ses cartes 
, le dernier les 8 dernières. 
L'ordre des joueurs ayant une importance (il n’est pas équivalent que deux joueurs différents aient la même main), 
b) Au loto, il faut choisir 6 numéros sur une grille de 49 numéros. Il y a donc c(49,6)= ( 49 }- 13983816 choix distincts. 
Il n'y a qu'une seule possibilité d'obtenir 6 bons numéros, ($): ($]= 258 possibilités d'obtenir 5 bons 


numéros | 6 ) . { g ] = 13 545 d'obtenir 4 bons numéros, { $ | . { gi | = 246 820 possibilités d'obtenir 3 bons numéros, etc. 


Combinaisons 
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Les exemples de la p. 463 montrent que les problèmes 
d’analyse combinatoire peuvent être très divers. Seuls 
certains d’entre eux, très importants, seront traités de 
manière générale dans ce qui suit. 


Permutations sans répétition 
Le premier exemple de la p. 463 illustre le cas fondamental 
des permutations. Dans la terminologie combinatoire, une 
permutation de n éléments est une bijection sur lui-même 
d’un ensemble de cardinal n € IN \ {0}, qu’il est commode 
de représenter par le #-uplet image du n-uplet naturel 
(1,2, ..., n), ou plus généralement par tout n-uplet de n 
éléments distincts 4, Ch, …., Op- 
Théorème 1 : Le nombre p(n) des permutations (sans 
répétition) de n éléments est p(n) =n! 
Pour démontrer cette proposition, il suffit de 
remarquer qu’il y a n choix possibles pour la première 
place du n-uplet, n-1 choix pour la seconde, n-2 
choix pour la troisième, etc. La propriété générale se 
démontre par récurrence sur n. Un arbre (p. 462, 
tab. A) permet de se représenter p(n). 
Un autre exemple de permutations est illustré dans le 
tab. A a). Le tab. A b) propose une formule pour 
calculer le nombre de permutations sans point fixe. 
Cela consiste à déterminer à partir d’un #-uplet donné 
le nombre de permutations possibles lorsqu’aucun 
élément ne garde sa place. 


Permutations avec répé 
Ici on prend plus généralement un #-uplet où les 
éléments ne sont pas tous distincts. Lorsque seuls k 
éléments sont distincts (k < n), chacun d'eux 
apparaissant 7, My …, My fois, avec ny + r + + = M, 
on parle de permutation de n éléments avec 
Hy hy, vs Mg répétitions. 


Théorème 2 : Le nombre p(n, ny …, ny) des 
permutations de n éléments avec ny, ny ..., ny 
répétitions est : 


Prin, n) =- 


En effet, si chacune des n, places occupées de manière 
identique (v € {1, 2, ..., k}) était occupée par des 
éléments différents, le nombre des permutations serait 
alors à multiplier par n,!. D'où : 

PO sn) ntn! n! =n! (ex. c) du tab. A). 


Arrangements sans répétition 

Les permutations sont un cas particulier du problème 
plus général des arrangements. Au licu de constituer à 
partir des n éléments un #-uplet, on peut constituer 
des k-uplets (a,, a, …, a) avec k < n. Un tel k-uplet 
avec 4, # a; pour i # j s'appelle un arrangement sans 
répétition de n éléments pris k à k. 

Théorème 3 : Le nombre a(n, k) d'arrangements sans 

répétition de n éléments pris k à k est : 


n! 
a (n, ke 
Ge Gi 
La démonstration est semblable à celle du théorème 1. 
Il y a n choix possibles pour l’occupation de la 


première place du k-uplet, n — 1 choix pour la seconde, 
pour la k-ième, il n’y a plus que n — (k — 1) choix 


possibles. Le produit n(n — 1) ... (n — (k — 1)) peut 


alors être écrit sous la forme aie ; 
(n-k)! 

Arrangements avec répétitions 
Lorsque d’un jeu de n cartes, on tire k cartes sans les 
replacer dans le jeu et que l’ordre des cartes tirées revêt 
une importance, on est dans le cas du paragraphe 
précédent. Le problème est distinct lorsque, après avoir 
tiré une carte, il est possible de la remettre dans le jeu et 
donc de la tirer une seconde fois. Ce cas est semblable 
au second exemple de la p. 463, où les lettres formant 
les mots pouvaient apparaître plusieurs fois. 
On appelle arrangement avec répétitions de n éléments 
pris k à k, un k-uplet (a,, a» …, a) d'éléments d'un 
ensemble de cardinal n. Comme chaque position du 
k-uplet peut être occupée de manière indifférente par 
Pun quelconque des éléments, on a : 
Théorème 4 : Le nombre a'(n, k) des arrangements 

avec répétitions de n éléments pris k à k est : 

a' (n, k) = n 


Combinaisons sans répétition 

Dans la plupart des jeux de cartes, l’ordre dans 
lesquels sont tirées les cartes n’a aucune importance. 
On s'intéresse alors aux sous-ensembles à k éléments 
d’un ensemble de cardinal n plutôt qu'aux k-uplets. 
On appelle un tel sous-ensemble une combinaison 
sans répétition de n éléments pris k à k. 

On peut définir une relation d'équivalence sur les 
arrangements sans répétition : deux arrangements sont 
équivalents s’il existe une permutation permettant de 
passer de l’un à l’autre, Une classe d’équivalenc 
une combinaison. Le théorème 1 précise qu’il y a k! 
permutations possibles d’un ensemble à k éléments. D'où : 
Théorème 5 : Le nombre c(n, k) des combinaisons 

sans répétitions de n éléments pris k à k est : 


c (n,k) -(%)" H T pi {voir ex. a) et b) du tab, C)) 


Combinaisons avec répétitions 
Lorsque l’ordre des éléments des k-uplets n’a plus 
d'importance dans les problèmes d’arrangements avec 
répétitions, on parle de combinaisons avec répétitions. 
On désigne par c*(n, k) le nombre de combinaisons 
avec répétitions de n éléments pris k à k. Soit a, un 
élément de l’ensemble de départ. On note K, 
l’ensemble des combinaisons où a, apparaît, K, celui où 
a, n'apparaît pas. En éliminant une fois a, des 
combinaisons de K,, on voit que K, correspond à 
l’ensemble des combinaisons de n éléments pris (k — 1) 
à (k - 1). K, a donc c'(n, k — 1) éléments. K, est en 
revanche l’ensemble des combinaisons avec répétitions 
de (n — 1) éléments pris k à k et a done c'(n - 1, k) 
éléments. On obtient ainsi une formule de récurrence : 
c*(n, k=c'(n,k-1)+c' (1-1, 
on en déduit : 


Théorème 6 : Le nombre c*(n, k) des combinaisons 
avec répétitions de n éléments pris k à k est : 


c'mk=("*k -1 ) 
(voir ex. c) du tab. C). 
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o 


P(4104,)= P(A,)+ P(42)— P(A, ^43) 


Q 


P(A, U A2U A3) = P(A,) + P(A2) + P(A3) 
— P(A ^A) — P(A, ^ A3)— P(A; ^ A3) 
+ P(A AA Nn A3) 


De manière générale, on a 


P[Ü A]= È Pay- T PA,NA)+ “nre a]. 


v<p 


A 


Réunion d'événements 


Urne contenant 10 boules On tire deux boules 

blanches et 6 boules rouges l’une après l’autre 

L Kaka JL Hd 

00. Lima] oe latex eo bare ee bat] 
La probabilité d'obtenir au second tirage une boule blanche ou une boule rouge dépend du résultat 


de la première épreuve. 


B 


Probabilités conditionnelles 


A a 
in al 
L'exemple suivant montre qu’il n’est pas suffisant que les événements soient deux à deux indépendants 
pour qu'ils soient indépendants dans leur ensemble : 

Q= {1,2,3,4}, 4, = {1,2}, 4,= {1,3}, 4,= {1,4}. 

P(A;)= P(4;)= P(A3) =}, 

AnA, =A, NA; =A; nA; = fl}, 

P(A ^A) = P(A n A3) = P(A nA) =$. 


t1 À à M 
Comme 1 "24 men déduit que les événements A,, A», À, sont deux à deux indépendants. 


Par contre P (4, O A3 A A3)= 1 et est donc différent de P(A,) P(A;) P(A;) , donc A,, A», À, ne sont pas indépendants. 


Evénements indépendants (voir p. 469) 
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Le but du calcul des probabilités est d’associer une 
mesure à certains événements pour caractériser leur 
fréquence d’apparition au cours d’une épreuve. Son 
développement a débuté par des considérations sur les 
jeux de hasard. 


Notion d'événement 
Pour appliquer les mathématiques à des épreuves 
aléatoires, il est tout d’abord nécessaire de préciser la 
notion d'événement. Lorsque l’on jette un dé, le 
résultat de l'épreuve aléatoire est un des éléments de 
lPespace Q = {1, 2, 3, 4,5, 6}. Q est appelé espace 
des résultats possibles d’une épreuve aléatoire. Un 
événement sera soit le lancer d’un 6, soit le lancer 
d’un nombre premier, soit le lancer d’un nombre plus 
grand que 2. Le résultat de l'épreuve doit appartenir 
dans le premier cas à A, = {6}, dans le second cas à 
A, = {2, 3, 5}, dans le troisième cas à À, = {3, 4, 5, 6}. 
Un événement peut donc être décrit comme un sous- 
ensemble de Q, et on est alors conduit à dénommer 
ces sous-ensembles eux-mêmes des événements. On 
dit que l’événement A est réalisé, si le résultat de 
l’épreuve aléatoire appartient à A. Ø est appelé 
événement impossible, car aucun résultat ne lui 
appartient. L'ensemble Q est appelé événement 
certain, car tout résultat lui appartient. Lorsque À est 
un événement,  \ A est appelé événement contraire 
de A ct est noté À. Par extension, on peut aussi parler 
de l’intersection et de la réunion de deux événements. 
Plus A contient d'éléments de Q, plus la réalisation de 
A est « probable ». 
Les événements à un élément sont dits événements 
élémentaires. Lorsque ceux-ci sont équiprobables, 
comme dans le cas d’un dé idéal, et lorsque £2 est fini, il 
est possible de calculer le quotient du cardinal (p. 35) de 
A par celui de 2, On appelle ce quotient la probabilité 
de l'événement A. L'événement impossible a pour 
probabilité 0, événement certain pour probabilité 1. 
Soit un ensemble Q donné. L'ensemble de tous les 
événements est l’ensemble des parties de Q noté 
P(Q). Muni des lois N, U et formation du 
complémentaire, P(Q) constitue un treillis booléen. 
Lorsque @ est infini, on utilise généralement des sous- 
ensembles de parties de Q, 4 CP (Q) présentant des 
propriétés particulières. 
Déf, 1 : Un sous-ensemble % CR (Q) est appelé une 

tribu sur Q lorsque : 

ElI) JeRa REN, 

(E2) Aje lie = UAE RAN AE, si I est 


un ensemble d'indices au plus dénombrable (voir 
les ensembles de BOREL p. 359), 


(E3) A BeF=A\BER. 


Toute tribu est un treillis booléen. La déf. 1 n’impose 
pas que les ensembles à un élément de P(Q) 
appartiennent à #.# ne contient donc pas 
nécessairement d’atomes (p. 27). 

Déf, 2 : Une mesure de probabilité sur une tribu X est 
une fonction P : # — IR; ayant les propriétés 
suivantes : 

(KI)P(Q)=1, 


(K2) P(Y Aj-à, P(A;) lorsque les A; sont dis- 


joints deux à deux, et l’ensemble 7 au plus démonbrable. 
(K1) et (K2) sont appelés axiomes de KOLMOGOROFF. 
On déduit de la déf. 2 que P (À) = 1 - P (A). 
Dans le cas d’un ensemble fini Q, le quotient du 
cardinal de À par celui de Q décrit ci-dessus, et appelé 
probabilité en calcul classique des probabilités, est une 
mesure de probabilité. Elle est le quotient du nombre 
d’événements favorables par le nombre d'événements 
possibles, lorsque l’on considère que les événements 
de A sont des événements favorables pour A. 
La déf. 2 est par contre plus générale, pouvant être 
appliquée dans le cas d'événements élémentaires non 
équiprobables et dans le cas d’une tribu infinie. 


Intersection et réunion 

Lorsque deux événements A, et A, de # sont 
incompatibles, c’est-à-dire lorsque À, A A, = Ø, il 
résulte de (K2) que P(A, U A,) = P(A,) + P(A;). Dans 
le cas d'événements non incompatibles, on déduit des 
lois régissant les treillis booléens que : 

P(A; U A) = P(A,) + P(4;) - P(A, A A) (représenta- 
tion à l’aide de diagrammes dans la fig, A). 

Ce résultat peut être généralisé à plus de deux événements : 


r[Ü a, D PAJ- X PANAPA NANA) 
P[Ü aj-ÿ PAJ- PA NA DE 


“(AY PCA A) 


(Formules de SYLVESTER). ; 
L'intersection d'événements est tout aussi importante. 


Probabilités conditionnelles 

On considère une urne contenant 10 boules blanches 
et 6 boules rouges (tab. B) et on tire l’une après 
l’autre deux boules de cette urne. La probabilité B, 
d'obtenir une boule blanche au premier tirage est 
P(B,)= a , celle d'obtenir une boule rouge est 
4 6 
+ Rijm 16 
remise dans lurne après son tirage, la probabilité 
d'obtenir une boule blanche ou une boule rouge au 
second tirage (événement B, ou R,) dépend du résultat 
de la première expérience, On note P(B | A) la 
probabilité de B sous la condition que A ait été réalisé. 


9 10 
15° P @lR)= 55» 


. Lorsque la première boule n’est pas 


On a donc P(B,|B,)= P(R,|B,)= i , 


PRIR) À. 


P(BNA) 
Po 
lorsque P(A) # 0 à Paide de diagrammes en 
probabilité classique. A partir de cette égalité, il est 
possible de définir la probabilité conditionnelle de 
manière générale. On en déduit facilement que les 
propriétés (K1) et (K2) sont aussi valables pour les 
probabilités conditionnelles. 


Il est possible d'obtenir Pégalité P (B |A) = 
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On définit une mesure de probabilité P sur une tribu. 
Soit {A,| i € 1} un système exhaustif d'événements. 


De B= U (4;nB), 
iel 


on déduit P(B=Y, P(A;NB)=Y, P(A)P (B|A) 
iel iel 


Probabilité totale 
6 1—96 
EEA 
à FE 
6,76 ne o 
6 16 
3 = 6 : 
i NE es 7: 
4 s 6 1—6 
a 
6 1 —e 6 
6 À š -o5 
6 6 
$ e 
6. é—6 
6 1 6 
5 Ea ai 
6 g m (CORR (6,6) 7: (6,6) 
der 36 36 36 
Der tA 


dé (66) À (66) (66) 36 (6,6) 


Arbres et épreuves multiples 


Loi faible des grands nombres. Théorème limite. 

Soit une suite de variables aléatoires indépendantes X, définies par une épreuve aléatoire Æ. 

Ex. 1 : Æ est une suite d'épreuves aléatoires £, ind. entre elles et X, est définie par le résultat de £, 

Ex. 2 : Cas particulier où les Æ, sont les répétitions ind. successives d’une même épreuve Ep, d’esp. des 

résultats Q, et où X, prend les valeurs 1 ou O selon qu'un événement A € Q est réalisé ou non par Ep. 
Ex. 3: Les £, sont les répétitions ind. d’une opération de mesure d’une même grandeur et les X, les valeurs obtenues. 
n 

On pose Y, = ; 2x . Dans lex. 2, Y, = f (A) (p. 471) au cours de £, Ez... Ep Si Yk E (X)=mAo(X)=s, 

E 


s fini, on a la loi faible des grands nombres due à J, BERNOULL : Ve > 0 lim, P (|Y, -m| = £) = 0. Elle résulte 
de l'inégalité de BIENAYMÉ-TCHEBYCHEV : V (Z) = o (ZÝ = P (|Z — E(Z)| = €) €, qui entraîne 


P (|Y, -m| = £) s 


car Æ (Y,) = m, et o (Y,) = r (les X, sont ind.). Si dans l’ex. 2, P(A) =/0,5 alors, 
n 


S 
> 

p 
m = 0,5 et s = 0,5 ; il suffit que l’on ait n = 25 x 10° pour que P (|Y, -0,5| = 0,01) < 104. 
La loi forte des grands nombres, due à KOLMOGOROV, énonce que, sous les mêmes hyp., P (lim, F =mj= i. 
Si, de plus, les X, ont même fonction de répartition et un écart-type fini on a le théorème limite suivant : 

n 

X X;-nm 


lim P| a< 5 <ß]= 
LES s/n V2x Ja 


erreurs de mesure ). L'approximation de la répartion binomiale par la répartition normale (p. 473) en est 
un cas particulicr (Ex. 2). Le th. limite est vrai sous des hyp. plus gén., sans même supposer que les 
titions sont les mêmes, ce qui montre le rôle universel de la répartition normale. 


B e 
L e ? dé. Cette propriété a été établie par Gauss dans sa théorie des 
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Événements indépendants 
Lorsque, dans l’exemple de l’urne de la p. 467, la 
première boule est replacée dans l’urne avant le tirage 
de la seconde, le résultat de la seconde épreuve est 
indépendant du résultat de la première. 
On dit que deux événements A, et A, sont 
indépendants lorsque P(A, A A;) = P(A;) P(A,). Dans 
ce Cas, On à aussi : 

P(A |A) = PA) et P(A |A) = PGA). 
Le tab. C de la p. 466 généralise la notion d'indépendance. 


Probabilité totale 

Considérons un système exhaustif d'événements, 

c’est-à-dire un ensemble au plus dénombrable 

{A5 43 …….} d'événements deux à deux incompatibles, 

tel que U A;=& . La probabilité d’un événement 
ič 


quelconque B peut alors ĉtre calculée à partir des 
probabilités conditionnelles P(B | A;). On a 


P(B) =% P(A; N B)= à, P(A)P(B|A) (fig. A). 


P(B) est la probabilité de B indépendamment de la 
éalisation d’un quelconque A;. Pour souligner la 
différence avec la notion de probabilité 
conditionnelle, on parle de probabilité totale de B. 
On déduit de la formule précédente le 

Théorème de Bayes : Si {B, B» …} est un système 

exhaustif d'événements, on a : 
P(B)P(A|B;) 


à P(B;)P(AIB;) 


Ce théorème permet donc de ramener le calcul de la 
probabilité de B, conditionnelle en A aux calculs des 
probabilités totales des B; et des probabilités de A 
conditionnelles en les B,. 


P(B;|A)= 


Arbres, épreuves successiv: 
Pour déterminer des propriétés générales du calcul des 
probabilités, les diagrammes d’ensembles du type de 
ceux de la fig. A sont d’une grande utilité. Par contre, 
pour des problèmes concrets, en particulier ceux 
faisant intervenir des probabilités conditionnelles au 
cours d'épreuves successives, il est parfois plus clair 
utiliser des arbres (p. 463). On trace depuis un nœud 
initial les chemins qui mènent aux résultats possibles 
deux à deux incompatibles de la première épreuve et 
on les affecte de leurs probabilités respectives. De là, 
on continue à tracer les chemins vers les résultats de 
l'épreuve suivante. Tout chemin allant du nœud initial 
à un nœud terminal correspond à un résultat de 
l'épreuve multiple. Les formules des probabilités 
conditionnelles et totales permettent alors de déduire : 
La probabilité pour qu'un certain chemin soit suivi au 
cours d'une épreuve multiple est le produit des 
probabilités le long de ce chemin. Lorsque plusieurs 
chemins appartiennent à un même événement, la 
probabilité totale de cet événement est la somme des 
probabilités de chacun des chemins. 


Exemples : 
a) On cherche à déterminer la probabilité de ne pas 
obtenir de 6 lors de 4 lancers successifs d’un même dé 


(événement B,). Si on voulait représenter tous les 
résultats possibles de l'épreuve à l’aide d’un arbre, 
celui-ci aurait 6! nœuds terminaux. Pour simplifier, on 
ne considère donc que les cas 6 et 6 (non 6), c’est- 
à-dire le système exhaustif d'événements {{6}, 
{1, 2, 3, 4, 5}}. On obtient alors les deux premiers 
arbres du tab. B,. Du fait que seul le cas 6 présente un 
intérêt, il est possible de simplifier encore l'arbre en 
éliminant les chemins inintéressants (tab. B,, arbre 
inférieur). 

b) On cherche à déterminer la probabilité d’obtenir un 
double six lors du lancer de deux dés (événement B;). 
On décompose l'épreuve en deux niveaux 
correspondant chacun au lancer d’un dé. On obtient 
alors l’arbre du tab. B,. 

c) On cherche à déterminer la probabilité de ne pas 
obtenir de double six au cours de 24 lancers de deux 
dés (événement B;). Le tab. B, présente un arbre 
simplifié utilisant les résultats de l’exemple b). 

d) Une urne contient 7 boules noires, 3 boules 
blanches et 2 boules rouges. On tire 4 boules en même 
temps. La probabilité d'obtenir au moins une boule 
de chaque couleur (événement B,) donne un arbre à 


24 cas P (B,) = žl ~ 0,38182. 


Probabilité et analyse combinatoir: 
Les arbres sont souvent trop compliqués pour pouvoir 
représenter l’ensemble des cas. I est alors souvent 
possible d'utiliser les résultats de l'analyse 
combinatoire, 


Exemples : 

e) Quelle est la probabilité d'obtenir au moins 4 bons 
numéros au tirage du loto ? (événement B,) 

On utilise les résultats du tab. C p. 464. Le nombre de 


cas possibles est (2) = 13 983 816 , le nombre de 
) 


cas favorables est 1 +(6].(8)+(6).(5)- 13 804. 
13 804 


Donc, P(B.) = 13 983 816 


=(0,000987 . 

f) Quelle est la probabilité pour que l’un des joueurs 
ait les quatre valets au cours de la distribution des 
cartes à la belote ? (événement B,). 


Le tab. C a) de la p. 464 nous donne ici le résultat : 


(3) _ 20475 


= = = 947, 
(22) 10 518 300 COURT 


g) Quelle est la probabilité pour que dans un groupe 
de 10 personnes, deux d’entre elles au moins fêtent 
leur anniversaire le même jour ? (événement B,. Tous 
les jours de l’année sont supposés équiprobables, le 
29 février est exclu du calcul par simplification.) 
L'événement contraire a a° (365,10) cas possibles et 
a (365,10) cas favorables. D'où : 

365! 


P(B)=1- = 0,11698 . 
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0 pour x < 0 
fa) = t pour0 sx< 7. 
0 pour x >1. 


HG some A4 
Pa(x) = 120” où lona: 
_#|12 h AE El irt 18 | 19 
A3 H(x) | 8 | 13|24|27|20|18|7 |3 


Fonction de répartition 


Répartition, densité 


Dans le cas des exemples précédents, on obtient : 


6 1 
u= À wE =3,5; 


val 


6 
o= ”, (EC =2917; o1=1,708. 
vat 


2 2 
Fr: vd ais; = Ÿ yei 5 s025; 0-05. 
1 vel 


v 


H= $ a,P3(a,)= 15,125; oł = Ð (a,— H}? Pa(a,) = 2,9094 ; o3 = 1,7057. 
n n 2 2 
u= fe K dia E: o= ife =) Let, 9 =096. 
o n 2 o n 12 
Ona: o? = E(X — p?) = E(X?) — pè. 
Lorsque 4 et o? sont à déterminer à partir de n valeurs a, d’un ensemble de mesures, on a : 


ge HE) 


v=i yai 


a 


Espérance mathématique, variance, écart-type 
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Fréquence relative 

Lorsque l’on répète une épreuve n fois sous les 
mêmes conditions, on appelle le nombre de résultats 
où apparaît l'événement À, la fréquence absolue F(A) 
de A, et le quotient TA la fréquence relative f(A). 
Cette déf. est donc analogue à celle des probabilités 
classiques. Lorsque n croît, f(A) se « rapproche » de la 
probabilité P(A). Néanmoins, il y a ici une différence 
de taille par rapport à la convergence d’une suite 
réelle (voir déf. 3 p. 277). Il n’est pas possible de 
déterminer pour un € donné un rang N à partir duquel 
la différence entre probabilité et fréquence relative est 
inférieure à € de façon certaine. Seuls des écarts 
importants deviennent de moins en moins probables 
(loi des grands nombres, voir page 468). 


Variable aléatoire 

Pour pouvoir associer la notion d'espérance 

mathématique à une épreuve, ainsi que pour pouvoir 

déterminer mathématiquement l'importance et la 
fréquence des écarts obtenus, on définit tout d’abord 
les variables aléatoires. 

Déf. 1 : Soit Q un ensemble de résultats possibles. 
L'application X : Q > R s’appelle variable 
aléatoire de la tribu sur Q, si l'antécédent par X 
de tout réel et de tout intervalle de IR appartient à à. 

L'ensemble antécédent {w | X(w) = a} est également 

noté de manière simplifiée X = a. De même, 

{o|X(o) < a} est noté par X < a. X = a et X < a sont 

donc aussi des événements. 

Exemples : 

Le résultat d’un lancer de dé est une variable aléatoire 

Xi 

Soit un lancer de pièce ayant pour résultats possibles 

« pile » (p) et « face » ( f). L'application X, définie par 

fisiw=p 


A{o)= \ 2siw=f 


est une variable aléatoire. 

Lorsque l’on mesure la taille des individus d’un groupe 

de personnes, la valeur arrondie au décimètre du 

résultat de la mesure définit une variable aléatoire X}. 

La mesure de langle & entre les aiguilles d’une 

horloge pour une heure quelconque (0 < & < x) définit 

une variable aléatoire X4. 

Déf. 2 : Une variable aléatoire dont l’ensemble des 
valeurs prises dans un segment quelconque est fini 
est dite discrète. 

C’est le cas pour Xy, X, X; dans les exemples précédents. 


Fonction de répartition 

Déf. 3 : Soit X une variable aléatoire et P une mesure 
de probabilité, La fonction F : R —> [0 ; 1] défi 
par x 1> F(x) = P(X < x) est appelée fonction de 
répartition de X. 

On peut déduire des propriétés de P que les fonctions 

de répartition sont monotones croissantes et continues 

à droite en tout point (fig. A). 

Soit une variable aléatoire discrète X prenant les 

valeurs a, 4, 43, … F(x) est alors la somme des 

P(X = a,) avec a, < x. Les valeurs P(a,) : = P(X = a,) 

peuvent être représentées sous forme d’un tableau 

(voir tab. A4). F est alors une fonction en escalier. 


II est aussi possible de se représenter P sous forme 
d’histogrammes lorsque X est une variable aléatoire 
discrète et lorsque les a, n’ont pas de point 
d’accumulation (voir fig. B, à B, pour la représentation 
en histogramme des exemples du tab. A). La fonction 
a, P(a,) définissant l’histogramme est appelée 
fonction de probabilité. 

S'il est possible de mettre une fonction de répartition 

à 


sous la forme F (x) = | f(0) dt , f'étant une fonction 


positive telle que | FO) dt = 1 , on dit que fest la 


densité de probabilité de la variable aléatoire X. 

Déf. 4 : Si une variable aléatoire X admet une densité 
de probabilité, on dit que la loi de probabilité de X 
est absolument continue (fig. À, et B4). 


Espérance mathématique, variance, écart-type 
Une variable aléatoire est totalement déterminée soit par 
sa fonction de répartition, soit par sa densité ou encore 
par sa fonction de probabilité. E tistiques, on se 
contente généralement de certaines valeurs 
caractéristiques qui ne décrivent pas entièrement la 
variable aléatoire mais qui sont en général suffisantes. On 
doit être alors parfaitement conscient de perdre en 
précision certaines informations. La valeur caractéristique 
la plus importante est l'espérance mathématique. 
Déf, 5 : Lespérance mathématique E(X) d'une 
variable aléatoire X, appelée également moyenne p, 
est, si elle existe, dans le cas discret la valeur 


D a, P (a,) (la somme portant sur un nombre fini 


Ÿ 


ou infini de v), et dans le cas absolument continu 
Hs 


4) dt , où fest la fonction densité associée à X. 
So 

Les écarts à la moyenne, voire d’autres écarts particu- 

lièrement importants, sont introduits par l'espérance 

mathématique de (X — u)’. 

Déf, 6 : La variance V(X) d'une variable aléatoire X 
est, si elle existe, l’espérance mathématique 
E((X - p)). La valeur o: =yV(X) est appelée 
écart-Lype. i 

Lorsque X est discrète, ©’ = 2 la- H P(a,), 


et lorsque la loi de probabilité est absolument continue, 


+o 


Pm | 0-4 fo dr. 

Dans le tab. C sont calculés P espérance mathéma- 

tique, la variance et l’écart-type des exemples des 

fig. A et B. 

Rem. : L'espérance mathématique d’une variable 
aléatoire X n'appartient pas obligatoirement aux 
valeurs possibles de ¥. Ainsi, l'espérance 
mathématique des valeurs prises par un dé idéal est 
3,5 alors que le dé ne peut faire apparaître que des 
valeurs entières. 
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KEx 


b, p(k)= (9 Pi p" ™*, ke{0,1,...,n} 


B (= À bnk) 


0,0156 
0,0938 
0,2344 
0,3125 


0,2344 
0,0938 
0,0156 


SDAA ULN= OJS 


bao.a(R) 


0,0576 
0,1977 
0,2965 
0,2541 
0,1361 
0,0467 
0,0100 
0,00 12 
0,0001 


tk) = 


k 


p*e 


k! 


n 


, keN 


Planche de GALTON 


Répartition de POISSON 


p-o u 


D 


Répartition normale 
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Sous certaines hypothèses, les variables aléatoires ont 
des fonctions de répartition et de densité remarquables. 


Répartition binomiale 

Il s’agit d’une épreuve avec exactement deux résultats 
possibles A et À, de probabilités respectives p et 1 — p. 
On renouvelle cette épreuve n fois sous les mêmes 
conditions (Q est alors l’ensemble des n-uplets 
d'éléments de {A, A}). On cherche à déterminer la 
probabilité pour que À apparaisse k fois. 

Soit la variable aléatoire $, définie sur Q par 
S, (w) = k si et seulement si A apparaît k fois, 
ke {0, 1, , n}, dans le n-uplet œ. A l'événement 


sS, = k sont associés (2) n-uplets, chacun ayant la 


probabilité p* (1— p)"™* (déterminé par ex. à l’aide 
d’un arbre). On en déduit que la probabilité 
ba, p (k)=P(S„=k) a pour valeur : 


ba p= (H) PEA- pE, KE (0,1,7) 


(répartition binomiale). 
La fonction de répartition associée B,, est alors 
définie par : 
B,,@)= H Rape 

m= È kP“ Gp) 
Le tab. A contient des histogrammes pour certaines 
valeurs de p et n. Expérimentalement, il est possible 
obtenir ces histogrammes à l’aide d’une planche de 
GALTON : sur une planche inclinée sont placées n 
rangées de clous. On y fait rouler des billes vers le 
bas. Chaque bille rencontre un clou de chaque rangée, 
et a la probabilité p de continuer sur la gauche et 1 - p 
de continuer sur la droite. Les billes sont ensuites 
récupérées dans n + 1 compartiments numérotés de 0 
à n. b, „ (k) est la probabilité pour qu’une bille arrive 
dans le compartiment k (fig. B). 
L'espérance mathématique d’une répartition 
binomiale est calculée à l’aide des formules du 
binôme (p. 300) : 


u- $ (ga ap 


n-d 
= n-1\ ka pyn-1-k 
wD k } (G-p) 


=np(p+ (1- p)" le np. 
La variance se calcule de manière analogue et est 
égale à : 
o?=np(1- p), d'où Pécart-type : 


O= /np(1-p). 


Répartition de POISSON 

Lorsque # est grand (n > 10) et p petit (événements 

rares), la répartition binomiale devient peu aisée à 

manier, et on à tendance à remplacer b, „ (k) par 
lim_ b, ,(&) en supposant p = p (n). 


n=>+o np 
Lorsque u = np est constant, on a alors : 


lim „b, p(k)= „lim AIGE jak 


nro n n=>+o\kj\n Tn 


D n(n-1)...(1-(k-1)) ak h-# n-k 
saMe cn e Na 


= lim m (1-4) 


n—++o kl 
-H 0-3-- h-t- 


U n 
Le terme entre crochets a pour limite 1, fı e =) a 
pour limite e~“, d’où : 
uže" 


lim_ b, „(k)= = 


n+ Np 


k TH 
uke 
La répartition définie par #, o+ ske N 


s'appelle répartition de Poisson. La fonction de 
répartition W, associée est : 


Le tab. C illustre par des histogrammes et des graphes 
les fonctions de répartition de Poisson pour u = 4 et 
H= 6. L’histogramme est presque symétrique pour des 
valeurs élevées de p. 

On déduit des formules du binôme que la variance 
d’une répartition de Poisson est égale à l’espérance 
mathématique x. L'écart-type est alors égal à yH . 


Répartition normale 
Ici on fait encore tendre n vers l'infini, mais on 
introduit la fonction de probabilité discrète définie par 
k-np 
Pay = ob, p ( pour x = À 
Par substitution et transformation, on en déduit : 
T ra ME ul 
Pa, p®)- Pa pl To) G-x) à Cap rO, 


l l-p 
o l+ g * 


LP 
OO 
fonction limite ọ vérifie alors : 

p'()=-xp x). 
Cette équation différentielle linéaire homogène de 
degré 1 a pour solution (voir p. 377) : 


l-p 
Lorsque n —> + 00 et =i tendent vers 0. La 


p(x)=Ke 7 
+o 
Comme p(x)dx doitĉêtre égal à 1, K = l ; 
Van 


La densité p est appelée répartition normale centrée. Il 
lui correspond la fonction de la répartition @ définie par : 


% 


"x i 


e 2dr (fonction de Gauss). 


l 

a) =-= 

V2x |. 

Lespérance mathématique d’une répartition normale 

centrée est égale à 0, son écart-type à 1. Pour des 

valeurs quelconques de u et de Øo, on définit la 
répartition normale généralisée Q, par : 

1 CE 


,o = Se € 2œ (fig. D). 
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Tableaux de répartition normale 


A | 
= 
k-1 : degrés de liberté « : seuil de tolérance 
La probabilité pour que l’on ait W > x. 1, æ Sous la condition que la répar- 
tition soit celle intervenant dans le test, est proche de a. 
B 


Valeurs de X}, a pour le test du »? 


Un client d’une boulangerie qui lui livre tous les jours du pain se plaint que de nombreux petits pains 
n'aient pas le poids requis de 50 g. Il décide de peser tous les petits pains dans l’avenir, Il espère obtenir 
une répartition normale, Pour n = 1200, il obtient les valeurs suivantes : 


On calcule à partir des valeurs du tableau : u = 50,784, o = 1,579. 


Dans le cas d’une répartition normale avec les valeurs précédentes de 4 et Ø, on doit s'attendre aux valeurs suivantes : 


Comme n @(x,) ne doit pas être inférieur à 1, on rassemble les classes 11 et 12. 
On en déduit : 
2 
jia 11 (np = nox ,)) 
X10 = nox) 


= 49,813 
Comme Ki > Xio; oop l'hypothèse d'avoir affaire à une répartition normale est à rejeter. La probabi- 
lité d'erreur est inférieure à 1%. La suspicion que le boulanger ait trié ses pains avant de les livrer au client 
pour éviter des plaintes futures et non qu’il ait amélioré la qualité de ses pains, est donc fondée. 


LC 
Exemple de test du y? 
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Population et échantillon 

Le calcul des probabilités est utilisé en statistiques, 
par exemple pour contrôler des tests de qualité, pour 
élaborer les commandes des processus industriels, 
pour déterminer les tables de mortalité des 
compagnies d’assurance, pour définir un lien entre 
diverses grandeurs. 

Il n’est pas possible en général d’utiliser tous les 
éléments de l’ensemble étudié (population) pour 
déterminer la répartition des variables aléatoires à 
Paide des fréquences relatives. La population est en 
général trop vaste et ne permet pas de cerner les 
problèmes. Il est évidemment hors de question de 
casser tous les exemplaires d’un article pour 
déterminer sa résistance. Il faut se limiter à un 
échantillon. 

Lorsque l’on calcule les fréquences relatives des 
éléments de l’échantillon, on ne peut pas être certain 
qu’il y ait coïncidence entre les répartitions des 
variables aléatoires d’une part de l'échantillon, 
d’autre part de la population, ni égalité de leurs 
espérances mathématiques et de leurs variances. La 
moyenne arithmétique X de l’échantillon fournit 
une approximation de l’espérance mathématique u de 
la population lorsque la taille » de la population n’est 
pas trop petite. La variance de la variable aléatoire 
restreinte à l'échantillon se comporte de manière un 
peu différente. Sa valeur espérée n’est pas o° mais 
plutôt is 1 o?, ce qui explique que l’on considère 
comme valeur approchée pour o° le terme : 


Co | S nae 
1 2 VA 


$° est aussi appelée de manière incorrecte la variance 
de l'échantillon. 


Tests d’hypothèses 

Lorsque, dans des échantillons, apparaissent des 
écarts entre les valeurs réelles et les valeurs espérées, 
ceux-ci peuvent être dus au hasard, mais il se peut 
aussi que l'échantillon n'ait été constitué que 
d'hommes, que de membres d’une certaine catégorie 
de la population, que d’articles fabriqués uniquement 
le lundi, etc. On émet alors l'hypothèse A que l'écart 
n’est pas dû au hasard. Il faut alors vérifier la fiabilité 
d’une telle hypothèse. 

Les tableaux A décrivent une répartition normale et 
seront utilisés par la suite. On remarque que lon peut 
s'attendre à des écarts par rapport à la moyenne d’une 
valeur supérieure à l’écart-type avec une probabilité 
de L On peut encore considérer un tel écart comme 
dû au hasard. Par contre, des écarts supérieurs à 
1,96 © (2,58 o) ont une probabilité inférieure à 5 % 
(1 %). L'hypothèse précédente A est alors valable avec 
un écart-seuil significatif inférieur à 5 % (1 %). 
Lorsque ø est inconnu, on utilise la valeur s calculée à 
partir de l'échantillon. 

Lorsque l’on choisit un seuil de tolérance & et que 
l’on considère l'hypothèse comme valable, la 


probabilité d'une erreur est inférieure à @. 1 - & est 
appelé seuil de confiance statistique. Généralement, on 
impose 1 — «= 95 %, voire égal à 99 % ou 99,5 %. 


Test du x 

On vient de voir comment on pouvait comparer des 
valeurs moyennes de populations et d'échantillons, et 
apprécier certains écarts. On peut également chercher 
à déterminer la nature d’une répartition, c’est-à-dire 
savoir si elle correspond à une répartition normale ou 
à une autre répartition connue. Le test du x? 
(prononcer test du ki deux) fournit une méthode fiable 
de résolution d’un tel problème. La répartition peut 
être choisie continue ou discrète. Dans le cas continu, 
il faut néanmoins faire une partition de l’espace des 
résultats. Le nombre k de classes est généralement 
choisi entre 6 et 20. On calcule alors les fréquen- 
ces ny, (v E{1, …, k}) des valeurs de l'échantillon 
dans chacune des classes. Dans le cas discret, 
n, = H (x,) est la fréquence d’apparition de x, . On 
calcule alors la valeur test : 


2 
an $ CPL 2 
ET A y 


n est le nombre d’échantillons et p, la fréquence 
théorique espérée. k — L'est appelé le degré de liberté 
de la répartition. On compare alors x}, avec une 
valeur %_1,, issue d’un tableau, @ étant le seuil de 
tolérance (tab. B). Si R-i > X-i, a Ct Si n n’est pas 
trop petit, alors l'hypothèse d’avoir effectivement 
affaire à la répartition théorique voulue est à rejeter 
avec une probabilité d'erreur d'au plus «. 


Exemple : 

On lance 300 fois un dé. Les faces 1, 2, 3, 4, 5, 6 
apparaissent avec les fréquences respectives 54, 49, 
57, 51, 47, 42. Le nombre de degrés de liberté est égal 
à 5. Dans le cas d’un dé idéal, n + p, = 50 pour tous les 
v. On obtient %5 = 2,8 tandis que X. oos ~ 11,1 et que 
XE 07 ™ 2,8. Dans environ 70 % des séries de 
300 lancers d’un dé idéal, on peut s’attendre à obtenir 
des écarts du même ordre de grandeur. Par contre, 
avec 3 000 lancers, toutes les fréquences étant 
multipliées par 10, on aurait %8 = 28. Or % oo ~ 15,1. 
Des écarts d’un tel ordre de grandeur ne sont à 
envisager que dans bien moins de 1 % des cas. Le dé 
serait vraisemblablement construit de manière 
irrégulière, On remarque ainsi que le test fournit des 
résultats quasi exacts pour des valeurs élevées de n. 
Une valeur très faible de x, est généralement tout 
aussi suspecte. Si dans le premier cas, toutes les 
fréquences avaient été de 50, c’est-à-dire x? = 0, on 
aurait pu penser que les valeurs avaient été corrigées. 
Dans plus de 99 % des cas, pour 300 lancers, on doit 
s'attendre à une valeur de y? supérieure à 0,554. 
Le calcul des valeurs théoriques du tab. B est très 
long. Il se fait en pratique à l’aide de répartitions 
polynomiales, une généralisation des réparti- 
tions binomiales. Le tab. C illustre un autre exemple 
de test du »°. 
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fréquence mesurée 


assez importante. 


A 


m n M = 400 
> |; > Hiu 
ke aar M mio n=4,m=6 
uk) 
2 = ve g: 87.35 
X3 L re 
1 (Hu — kvu)? 
- - — = 0,218 
M Page vus 


Comme Ve = 139,3, on en déduit que les deux critères ne sont pas indépendants avec une probabilité 


5541 
0001 
2465 
9888 
7225 
3729 
5619 
0177 
6654 


0517 
9574 
9062 
6894 
7620 
9478 
1871 
5324 
0469 


9314 
5176 
3271 

4550 
8909 
6998 
5432 
3899 
4486 


3100 
1567 
0750 
2071 
9489 
7598 
2507 
6605 
3097 


Tableau contenant 100 nombres aléatoires à 4 chiffres 


9063 
2506 


4141 9801 8495 4948 
4237 5654 0522 6973 


3611 
9131 
4892 
6090 
3614 
0562 
4694 


3171 0096 2926 8536 
0792 9413 7409 2443 
9262 4907 6990 9710 
9268 7786 5213 4465 
1122 4304 7904 6016 
9535 8713 4144 1331 
4677 6992 1254 6863 


N (99) 


Exemple de la méthode de Monte-Carlo 


1= V2 
e= V2 


e=% 


eio=2 e29=\/2 
u= 2,6136 
o = 1,546 
L'espérance mathématique théo- 
rique vaut 2,8002 
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Dépendance de deux critères 

Lorsque l’on cherche à déterminer l'influence de deux 
critères sur une population, on note souvent les 
résultats dans une matrice, les lignes dépendant du 
premier critère, les colonnes du second. On peut ainsi 
chercher à caractériser un groupe de personnes par la 
taille et la pointure des chaussures, ou par le poids et 
la prédisposition à certaines maladies. On peut alors 
s'intéresser à la dépendance des deux critères. 

La méthode consiste à calculer la matrice des 
fréquences (H,,) (voir tab. A). H,, est la fréquence 
avec laquelle les valeurs x, et y, des variables 
aléatoires apparaissent de manière simultanée. Les 
sommes des lignes À H,, ainsi que celles des 

k=l 


n 
colonnes $, H, s'appellent répartitions de bord. 
i=l 


ip 
Avec ces valeurs, on construit une nouvelle matrice 
m n 


2 HEZ H,, 


=1 i=l 


kyu définie par k, = == 


vu 


, Où M est la taille 


de la population, Cette matrice donne la fréquence à 
attendre lorsque les deux critères sont indépendants. 
De manière analogue au test du x’, on calcule : 

y Barkal 

vno k 
En divisant cette valeur par M, on obtient la 
contingence quadratique moyenne. Pour pouvoir 
utiliser les tableaux du x?, il faut encore déterminer le 
nombre de degrés de liberté. Il est inférieur de 1 au 
plus petit des nombres m et n. Lorsque les critères ne 
sont pas uniquement qualitatifs (comme le sexe, la 
situation de famille, la prédisposition à une maladie, 
une performance), mais aussi quantitatifs (ex. taille, 
âge, temps de demi-vie), il est possible de représenter 
les résultats de la mesure dans un système d’axes, 
certains points devant éventuellement être comptés 
plusieurs fois. La régularité du nuage de points 
permet souvent de discerner s’il existe une 
dépendance ou non. Le coefficient de corrélation 
linéaire r permet de conclure si la dépendance est 
affine : y = à, + @, x, resp. x = Bi + bı y. 
On note Ho Hy Hy fes Hy les valeurs moyennes 
respectives de x, y, xy, x°, y? . La méthode 
des moindres carrés (pp. 312, 313) montre que 


ah y By” My Myy Hoyt 


va 


di= s de » Pi et 

z r 

Pa s’obtenant en échangeant x et y. On pose 
Hay His 


signe et r? = @ B, . On peut prouver que 7? < 1, 
l'égalité n’étant obtenue que si les points sont alignés, 
les deux droites D' et D", y = a, + @, x et 
x = Pi + P y, dites de régression, étant alors 
confondues. La corrélation est d'autant meilleure que 
|r| est élevé. D' et D" passent par le point (p, u) et 
font entre elles un angle d’autant plus faible que |r| 
est voisin de 1. 


À QO, 7 

En remarquant que pam o déduit de 
y 

Pexemple de la p. 312 les valeurs @, = 0,430 2, 

0, = 3,091, o, = 1,572, et finalement r = 0,845 9. 

La corrélation est bonne. 


Rem. : Il y a toutes sortes d’autres fonctions de 
répartition et de tests pour aborder les problèmes 
statistiques. 


Nombres aléatoires, méthode de Monte-Carlo 
Certains problèmes statistiques sont d’une telle 
complexité de calculs qu’il faut les simplifier en 
faisant intervenir des nombres aléatoires. Il existe 
toutes sortes de tableaux ayant jusqu’à 10° nombres 
aléatoires obtenus expérimentalement ou par 
ordinateur. Le tab. B propose 100 nombres aléatoires 
à 4 chiffres fournis par un ordinateur. 


Exemple : 

a) On cherche à étudier le chemin d’un homme ivre 
dans un réseau de rues en quadrillage. L'homme 
choisit à chaque carrefour l’une quelconque des 
quatre directions possibles. On demande l’espérance 
mathématique de la distance du point final au point 
initial après 10 parcours entre deux carrefours 
consécutifs. On simule le chemin à l’aide de nombres 
aléatoires à deux chiffres. Suivant la parité des 
chiffres, on obtient quatre types de nombres associés 
aux quatre points cardinaux : pp > N, pi > O, 
ip > S, ii > E. Tout ensemble de cinq nombres 
consécutifs du tab. B donne, après séparation en 
nombres à deux chiffres, un chemin possible, On 
obtient au total 20 chemins dont quatre sont 
représentés dans la fig. C. ' 
b) Un pêcheur pêche en une heure 0, 1, 2 ou 
3 poissons avec les probabilités respectives 0,4, ; 0,3 ; 
0,2 ; 0,1. Combien de poissons arrive-t-il à pêcher en 8 
heures ? On associe aux 8 heures deux nombres à 4 
chiffres : les chiffres 0, 1, 2, 3 signifient zéro poisson, 
les chiffres 4, 5, 6 un poisson, les chiffres 7, 8 deux 
poissons, le chiffre 9 trois poissons. Le tab. B fournit 
alors 50 résultats possibles pour la pêche, commençant 
par 5, 7, 4, 9, 14, 4, 11, 6, 7, 7, 4... La moyenne des 50 
valeurs est u = 8,34, l’écart-type est o = 3,485. Il est 
possible de résoudre facilement le problème par d’autres 
méthodes conduisant à la valeur moyenne de 8. 

On appelle cette méthode de simulation la méthode de 
Monte-Carlo. Elle conduit à des résultats fiables pour 
de grandes séries d’essais, car l'erreur commise est 


inversement proportionnelle à V» . Pour diviser 
l'erreur par deux, il faut donc effectuer quatre fois 
plus d'essais. 


La méthode de Monte-Carlo est également valable 
pour des problèmes de files d'attente de spectateurs 
devant une caisse de théâtre, de voitures devant 
un carrefour, lorsque l’on se préoccupe de l’inves- 
tissement relatif à un nouveau comptoir ou 
de la construction d’une nouvelle voie de circulation. 
Elle permet également de simuler des problèmes liés à 
des coûts de stocks ou à des questions d'assurances. 
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B 


A | 30 60 90 120 


Solution graphique : 

(a) A partir de (S) et des contraintes (1) à (4), on détermine le 
domaine autorisé des solutions. 

(b) De l'égalité définissant la fonction objectif, on tire 


X=- l xt AN G . On est donc en présence d’un faisceau de 
droites parallèles de paramètre G Gh G est l’ordonnée à l’origine). 


1 
-z7 G ,et donc de G, on 
450 
choisit tout d’abord une droite quelconque du faisceau ayant un point en 
commun avec le domaine autorisé, par exemple celle passant par le point 
(0,0), que l'on déplace dans le sens des x, croissants jusqu’à ce qu’elle n'ait 
plus qu’un sommet ou qu’un côté en commun avec le domaine autorisé. 


d) Dans le problème ci-contre, la solution est obtenue pour le point 
16 pour Gun 37500: 


(e) La solution obtenue est entière. Si tel n’avait pas été le Cas, il aurait 
fallu rabaisser la droite du faisceau jusqu’à obtenir une solution entière. 


(c) Pour obtenir la valeur maximale de 


Recherche du maximum dans le cas de 2 variables (solution graphique) 


La méthode est analogue à 
celle du tab. A. La droite 
du faisceau 


2=-lu+ir 


est néanmoins ici à dépla- 
cer dans le sens des x, 
décroissants. 


200 400 600 800 1000 ~“ 


Recherche du minimum dans le cas de 2 variables (solution graphique) 


Recherche du maximum 


Exactement une solution 


Un segment comme solution Pas de solution 


Recherche du minimum 


Solutions possibles 


C Exactement une solution 


Xi 


Un segment comme solution 


D’importants procédés numériques doivent être mis 
en application dans les problèmes d’optimisation 
linéaire. Il s’agit de construire des algorithmes pour 
déterminer les valeurs extrêémales de fonctions 
linéaires à plusieurs variables, assujetties 
généralement à certaines contraintes exprimées sous 
forme d'équations ou d’inéquations linéaires. 
L'expression programmation linéaire est synonyme 
d'optimisation linéaire. 

Ce sujet se prête particulièrement à des applications 
concrètes. Néanmoins, les problèmes intervenant dans 
la pratique doivent souvent être « linéarisés » avant 
de pouvoir être résolus par les algorithmes 
d’optimisation linéaire. 


Optimisation à deux variables : 
recherche du maximum (solution graphique) 
Une usine fabrique deux produits P, et P}, vend le 
premier avec une marge de 150 F, le second avec une 
marge de 450 F. La production hebdomadaire est 
soumise aux contraintes suivantes : 
Il est possible de fabriquer par semaine au 
maximum 120 exemplaires de P,, 70 exemplaires 
de P;, 140 exemplaires pour l’ensemble des deux 
produits. Par ailleurs, on ne dispose que de 
180 pièces par semaine d’un élément spécial 
nécessaire à la production de P, et P,, entrant une 
fois dans la composition de P, et deux fois dans la 
composition de P,. 
Quelle est alors la production hebdomadaire 
permettant d'obtenir le profit maximal ? 
Pour répondre à cette question, on écrit d’abord le profit 
hebdomadaire G en fonction des quantités x, et x, de P, 
et P, : G (xi, X) = 150 x, + 450 x, avec x; = 0, x, = 0. 
G est une fonction de R? dans IR appelée fonction 
objectif. Les conditions x, = 0, x, = 0 sont appelées 
conditions de signe. Elles seront notées par la suite (S). 
On écrit maintenant les contraintes proprement dites. 
On obtient le système d’inéquations suivant : 
(1) x, < 120, (2) x < 70, 
(3) xı +x < 140, (4) x, +2 x, < 180. 
Les couples (x, x2) satisfaisant à (S) et aux autres 
conditions décrivent le domaine autorisé des solutions 
du problème. On recherche dans cet ensemble une 
solution (entière) pour laquelle la fonction objectif 
présente un maximum absolu. 
Une telle solution est obtenue de manière graphique 
dans la fig. A. 


Optimisation à deux variables : 
recherche du minimum (solution graphique) 
Pour le transport d’un produit vers une ville, on 
dispose de deux entrepôts. Chaque jour, x, pièces 
sont transportées depuis l’entrepôt 1 et x, depuis 
l’entrepôt 2, sous les contraintes suivantes : 

(1) x, > 100, (2) x, 2 100, 

(3) x, +x > 500, (4) x, +3 x, > 900, 

(5) 3x, +2x, > 1 200. 
On cherche à déterminer les quantités pour lesquelles les 
coûts de transport sont minimaux, en comptant 2 F par 
pièce transportée depuis le premier entrepôt, 8 F depuis 
le second entrepôt. La fonction objectif est définie par : 

T (xp X) =2x; +82, avec x 20,x, = 0. 
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La solution graphique est donnée dans la fig. B. 


Résumé et généralisation (forme normale) 

Une optimisation à deux variables consiste donc à 
déterminer le maximum ou le minimum absolu d’une 
fonction linéaire Z (fonction objectif) de la forme 
Z (Xi X3) = Ci X1 + C2 X} (cp E R) en prenant en 
compte des conditions de signe et des contraintes 
(exprimées sous forme d’un système d’inéquations 
linéaires). 

Il est possible de résoudre de manière générale un tel 
problème. Mentionnons tout d’abord la notion de 
forme normale d'une optimisation linéaire avec 
recherche du maximum pour n variables (pour 
d’autres formes, cf. p. 483) : 


Soit une fonction linéaire Z de R” dans R (fonction 
objectif) définie par : 

Z On sees X) ECX ae CrX (GER) 
les conditions de signe suivantes devant être 
vérifiées : 

(S) x,20, .…,x, 20 
Tout #-uplet satisfaisant (S) et vérifiant les 
contraintes (indépendantes entre elles) : 


(1) auxi+….+a,x, sb, 


(ER, bER) 


(m) a, tee + amna S bn 
est appelé valeur autorisée du problème 
d'optimisation. 
Une valeur autorisée est une solution du problème 
d'optimisation (maximum) si la fonction objectif 
présente un maximum absolu en cette valeur (sous 
réserve d'existence). 


On note le problème d'optimisation symboliquement 
sous forme matricielle de la manière suivante : 

Z (x) = (c, x), avec x 20 ct A x sb. 
A est ici la matrice (a4) contenant les coefficients des 
contraintes (matrice des contraintes), b est le vecteur 
des contraintes b, e contient les coefficients de la 
fonction objectif, x ceux des variables. L'utilisation du 
signe « < » doit être comprise composante par 
composante. 


La forme normale d'une optimisation linéaire avec 
recherche du minimum est définie de manière 
analogue, avec une contrainte de la forme À : x > b. 
Grâce au principe de dualité (p. 483), on ne 
considérera par la suite que les optimisations avec 
recherche du maximum. Une solution graphique est 
pour n > 3 impossible, pour n = 3 peu judicieuse, Le 
but est de déterminer des méthodes algébriques, 
indépendantes d’une dimension donnée, et pouvant 
être programmées sur ordinateur. La méthode du 
simplexe (DANTZIG, voir p. 481) est un tel procédé. 


Rem. : Il est clair à partir de la fig. C qu'un problème 
d'optimisation peut avoir une ou plusieurs 
solutions, mais peut également n’avoir aucune 
solution. 
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ADS ane reine co 


Les contraintes (1) à (4) sont transformées en équations à l’aide des variables secondaires s, S% 53, $4. 
(les coefficients nuls ont été indiqués pour la représentation schématique ultérieure ) : 


schématiquement 
(S) x; 20, x2 20,s, 20,...,520 Xi X2 S S2 $% S© b 
(Dex +0: x+ 1s, +05 +0: s3 +0 s4= 120 i o 1 © 0 0 |'120 
()0:x+1:x, +05 +1:s8,+0°s,+0:5= 70 0 l 0 1 n 7 e 
B) lxi tlx +078, HOS +1 s3 +0: s4= 140 i à f o aaas 
(4) 1x, 2x3 +075, HO s2 +03 +1 sa = 180 EEES, 000, 


150: x, +450: x, +0:5, +05, +0-53+0:s4=Z(x,,x2) \ 150 450 0 


NES. CSS 153ù 4 ea b; 
1 2 1 2 3 4 i o- mm (E) 
E imitation 

i MO o d 0 140 |-1 0 (£) 

iLREO 0o O i 180 J—-2W (E) + 

1504500 0 0 0 Z-0 / —450 WEE) FO 

Wor © © Q i20 y= (Œ) A i 

0 L © r o 0 70  |-0: (E) RS mr: |: de 
jé 004 je 10) 70. J-i: (E) i 
| 100200 45, 140) limitation H 

150 0 0 0 0 Z—31500/ —150: (E) Si 

0 l  10+ \ 

0 "E O O) E 

0 6 T i=l = 

À 00 200 1 120 14Q 18055, 
0 


0 0 —150 0 —150 | Z—37506, Eo A REEE ER 
Xi 40 s, = 80 s3 = 30 B:x:=0,5,=0 E:s=0,54=0 
DN s, =0 s,=0 Cis=0,53-0 p:xi=0,s2=0 


ET Élément pivot (lorsque l'élément pivot n’est pas égal à 1, la ligne pivot doit tout d’abord 
être divisée par l’élément pivot). Š . 
; On élimine les variables marquées en rouge lorsque les coefficients de la fonction 
A; (E) objectif sont positifs. 


Optimisation à deux variables 


Commencement du 


w) limitation procédé avec 
(o l 1 A 2 0 I 8 | 3 mas (E) X1=0, x =0, 
100 100 500 900 1200 0 0 Z-—0 / —900 (E) x3=0, x4=0, 
i Mot t- io 3 I 0 à 0 (E) Xs = 0. 
E 1-2 0 27 —3 1 2 | limitation 
E800 100 —400 O —1500 -900 0 Z= 1800 100: (E) 


1 1 ME 3 I 0 
|= i O TE TN | 
NE RE ME #0 


p REJ WEJ s-o 


Optimisation à cinq variables 
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Principe 
La méthode graphique de la recherche du maximum 
dans le cas de deux variables (p. 478) montre que le 
maximum absolu, s’il existe, se trouve au moins en un 
sommet du domaine autorisé. Ceci est dû au fait que 
celui-ci est un ensemble convexe de R?. Un ensemble 
plan est dit convexe lorsque pour toute paire de points 
appartenant à cet ensemble, le segment les joignant 
est inclus dans cet ensemble. 
La notion de convexité peut d’ailleurs être étendue à 
R” en définissant un segment comme il a été vu 
p. 204. La propriété suivante est alors vérifiée : 

Le domaine autorisé d’un problème d'optimisation 

à n variables est un sous-ensemble convexe de R”. 
Le domaine autorisé n’est pas nécessairement borné : 
du fait que x > 0 et À : x s b, sa frontière est 
constituée de parties des (n + m ) hyperplans (p. 204) 
définis par x = 0 et A : x = b, d’où l’usage de la 
terminologie polyèdre autorisé. 
On appelle sommet du polyèdre tout point de la 
frontière du polyèdre appartenant à au moins n 
hyperplans. Les sommets jouent un grand rôle, car on 
démontre le théorème fondamental : 

Lorsque le polyèdre autorisé d’un problème 

d'optimisation est borné, le maximum absolu se 

trouve au moins en un sommet. 


Rem. : Ce théorème explique pourquoi les méthodes 
d’analyse sont inefficaces dans un problème 
d'optimisation linéaire : l’extremum absolu est 
systématiquement recherché en un sommet, c’est- 
à-dire sur la frontière. 


En principe, on pourrait procéder de la manière 
suivante pour la recherche du maximum : on 
détermine les sommets du polyèdre autorisé et on leur 
applique la fonction objectif. Généralement, cette 
méthode nécessite des temps de calcul beaucoup trop 
importants, même pour des problèmes simples. On 
cherche donc à utiliser des méthodes algorithmiques. 
Une telle méthode ne doit avoir qu’un nombre limité 
d'étapes, et doit pouvoir aboutir rapidement. On opère 
donc sur une suite de sommets, en laissant de côté les 
sommets n’améliorant pas la valeur de la fonction 
objectif, 

La méthode du simplexe part de ce principe. Elle sera 
tout d’abord présentée sur deux exemples. 


Rem. : La dénomination de cette méthode provient de 
polyèdres particulièrement simples appelés 
simplexes. 


Exemples 

On considère l’exemple d’optimisation avec 
recherche du maximum de la p. 479. On transforme 
pour commencer le système d’inéquations des 
contraintes en un système d'équations contenant 
quatre équations et autant de variables secondaires s; 
qu’il y a d’inéquations (tab. A,). Les s, comme les xp 
vérifient les conditions (S). La fonction objectif peut 
être représentée sous forme d’une fonction de IRS dans 
R. D’autres informations sont représentées à l’aide 
d’un schéma. 

On doit donc proposer une méthode permettant d’aller 
d’un sommet à l’autre tout en diminuant à chaque 
étape l’écart entre la valeur de la fonction objectif et 
le maximum cherché. 

On commence par le sommet A défini par 
Xi = X2 = 8 = 8 = S = 4 = 0. En ce point, Z = 0. 
Pour x, > 0 ou x, > 0, la valeur de Z devient 
strictement positive. Si l’on décide de garder 
x, = 0 et de choisir x, # 0, il faut déterminer à 
l’aide des contraintes la valeur maximale de x, 
permettant d’atteindre un sommet voisin. Les 
diverses équations impliquent : 


(1) x quelconque, (2) x; < 70, 
(3) x < 140, (4) x < 90. 


La deuxième équation est donc celle qui impose la 
borne supérieure pour x,. On élimine alors à l’aide de 
cette équation la variable x, dans toutes les autres 
équations. Il vient : 

(1) x, +s, = 120, (3) x-5+5=70, 

(4) x -2s +84 = 40 

et Z = 31 500 + 150 x, - 450 s. 


Le sommet atteint est le point : 
F (x; = 0, x = 70, sı = 120, s, = 0,5, = 70, s, = 40). 


Si on part maintenant de F en faisant croître x, 
depuis la valeur 0, on a sûrement au départ 
xı < 40 < 70 < 120, soit x, = 40 — (s4 - 2 s3). Z s'écrit 
de ce fait Z = 37 500 — 150 s, - 150 s4. 

Sa valeur maximale possible est donc 37 500. Comme 
cette valeur est effectivement atteinte en : 


E (x, = 40, x, = 70, s, = 80, s, = 0, s, = 30, s, = 0). 


37 500 est le maximum cherché. 

Cette solution est égale à celle obtenue graphique- 
ment p. 478. La méthode présentée ci-dessus est 
schématisée dans le tab. A, et peut être généralisée à 
plus de deux variables (tab. B). 
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Maximisation 
(forme normale) 


Introduction de variables secondaires 


Minimisation Maximisation 
(forme normale) + CAN (forme normale) 


Méthode du 
simplexe 
Eu BE 
* L'existence de x, avec Zmin = Z(x9) est sûre, néanmoins la dualité ne 
fournit aucune méthode directe de calcul 


Xi X, 


X3 Xa Xs 
O 5 900 Z 
l 


méthode 
du simplexe 
(p. 480, fig. B) 


y 
m - 


* Le schéma de calcul de la page 480, fig. B donne : x, = 600, x, = 100. 


Dualité 
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Méthode du simplexe pour une optimisation 
sous forme normale 

Soit une optimisation (maximisation) sous forme 
normale contenant # variables et m contraintes : 

Z (x) =(c, x), avec x20,4:x<b,c20,b20. 

On introduit dans chaque inéquation de À : x < b, une 
variable supplémentaire s; z 0. On obtient alors m 
équations (indépendantes) à z + m inconnues (tab. A). 
La résolution générale du système ainsi conçu conduit 
à adopter la méthode qui va suivre. 

On appelle x,, ..., x, les variables principales, 
Si «+» Sa les variables secondaires ou d'écart. 

Lorsque les x; sont remplacés par 0 et les s; par les b; , 
on a un sommet du domaine autorisé en lequel Z = 0. 
Il s’agit d'augmenter cette valeur pour aboutir à Zma 
atteinte en un autre sommet. 

Les m équations en x, s; écrites sous forme de tableau 
sont complétées en dernière ligne par l'expression 
G (x) de Z (tab. A). On choisit un élément pivot 


p p 
apq tel que a > 0, c, > 0, a = plus petite valeur, 
pq 


lorsque k varie, des - pour lesquels ay > 0 
q 

(ex. tab. B, p. 480, p = 1, q = 4). 

Le pivot est à Pintersection de la ligne pivot et de la 
colonne pivot. On fait disparaître tous les éléments de 
la colonne pivot, sauf ap en ajoutant à chaque ligne du 
tableau d’indice différent de p, y compris celle de Z, la 
ligne pivot mullipliée par un facteur convenable. G (x) 
perd son terme en x,, mais gagne au moins un terme en 
Sp Z est diminué d’une certaine valeur. On recommence 
le même processus avec le nouveau système obtenu, … 
et on répète l'opération jusqu’à ce que la ligne de Z ne 
contienne plus aucun facteur > O pour les x, et s; . Z 
apparaît alors sous la forme Z = Zma — combinaison 
linéaire à coef. > 0 de certains x; et s, Les coordonnées 
du sommet final s’obtiennent en annulant d’une part 
précisément ces variables principales et secondaires, les 
autres étant calculées d’autre part à l’aide des équations 
du dernier système écrit (ex. tab. À, et B, p. 480). 


Cas général 
Souvent les problèmes d'optimisation ne sont pas 
donnés sous forme normale (p. 479). On peut d’abord 
signaler le cas limite de la présence d'équations au 
sein des contraintes (= est plus contraignant que s). 
Par ailleurs on peut rencontrer des contraintes non 
positives ou des variables ne vérifiant pas les 
conditions (S). Il est néanmoins possible dans tous les 
cas de ramener le problème à la forme normale. 
a) Contraintes sous forme d'équations : En principe, 
on peut utiliser les équations pour éliminer autant de 
variables qu’il y a d'équations, et résoudre le problème 
ainsi réduit. Il existe des procédés adaptés à ce genre 
de situation qui permettent d'appliquer rapidement la 
méthode du simplexe, en particulier par ordinateur. 
b) Contraintes négatives : Lorsque l’on est en 
présence d’une inéquation du type ap x; + … 
< + an x, <- b, (b, > 0), il est possible, en 
introduisant une variable supplémentaire p, (p, = 0), 


de la ramener à une équation - a,, x, - … 
ce — Amn Xy — Py = b, qui est ensuite traitée comme en a). 
©) Contraintes (S) non vérifiées : On suppose que la 
variable x, ne vérifie pas x, z 0. On utilise alors le fait 
qu’il existe deux variables positives x; et xý telles que 
X, = x, x. On remplace alors x, par x} — x” pour 
poursuivre le calcul. 


Dualité (forme normale) 
Soit une optimisation avec recherche du minimum 
donnée sous forme normale (p. 479) : 

Zs.x)=ax +... H Cn Xn (GER) 

c.-à-d. Z (x) = (c, x) 

(S) x, = 0,... , xX, = 0, c.-à-d. x = 0, 

(1) auxit. +a,x,zb, 
(ap E R, bE R), 
a a c-à-d. Atx ab 

(M) am Xi + + ann Xn Z by 
On appelle dual le problème de recherche du 
maximum suivant (voir tab. B,) : 


Z Gp kiia »*m) = bi *] Hit By X om d 
cd. Z (©) = (B,x) 
(S) x20,..., Xp = 0, C.-à-d, x = 0 
a) aut s + ani Xa SC 
c-à-d. 'A X s'c 
C) Arn ¥i + ao + pn Xn SC, 
Pour tout couple de problèmes duaux d'optimisation, 


il y a un lien remarquable entre leurs solutions. En 
effet on a : 


Th. : Pour qu'un problème de minimum A : x = b, 
x = 0 , Z (x) = (c, x) admette pour solution un 
vecteur autorisé xa ((c, x) = inf (c, x) ), il faut et il 
suffit que le problème de maximum dual 


Ac Xsc, X = 0; 0) = ('b, x) admette 
pour solution un vecteur autorisé Xo : 

(Cb, X) = sup (b, x). 

On a de plus &'b, X4) = <c, Xo). 


Pour résoudre un problème de minimisation, on peut 
donc procéder de la manière suivante : on le 
transforme tout d’abord en forme normale, on 
construit le problème dual et on utilise la méthode du 
simplexe pour déterminer une solution x, 
du problème dual. On en déduit alors que Z min = Z (x). 
Néanmoins, on ne connaît pas encore de solution x, 
(tab. B,). 

Par contre, en observant la méthode du simplexe de 
plus près, on voit qu’il est possible de déterminer x, 
en même temps que Xo. En effet, les coefficients 
associés aux variables secondaires dans la fonction 
objectif de la dernière ligne du schéma de calcul 
correspondent au vecteur — xo. On le vérifie par 
exemple dans le tab. B, à l’aide du schéma de calcul B 
de la p. 480 où — x, est égal à (- 600, — 100). 
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Abréviations 

abs. absolu(e) 

aff. affine 

antisym. antisymétrique 
appl(ic). application 

arch. archimédien 

assoc. associativité 

bij. bijectif(ve) 

biuniv. biunivoque(ment) 
car. caractéristique 
card. cardinal 

cart. cartésien(ne) 
c.-à-d. c’est-à-dire 

cf. confer 

ns. condition nécessaire et suffisante 
coef(f). coefficient 

comm. commutatif(ve) 
comp. composante 

cond. néc. condition nécessaire 
const. constant(e) 

cont. continu(e) 

convce convergence 

conv. convergent(e) 

cor. corollaire 

coord. coordonnée 

déf. défini(e), définition 
dém. démonstration 

dét. déterminant 

dév. développement 
diff. différentiel(le) 
dim. dimension 

dir. direction 

dist. distance 

dr. droite 

é.d.p. équation(s) aux dérivées partielles 
él(ém). élément 

end. endomorphisme 
ens. ensemble 

éq(u). équation 

éq. dif(f). équation différentielle 
équ. équilatéral 

esp. espace 

esp. top. espace topologique 
esp). v(ect). espace vectoriel 
ex. exemple 

fig. figure 

gén. général 

hom. homomorphisme 
homéo. homéomorphe(isme) 
hyp. hypothè 

ident. identification 

Le, id est 

ill. illustration 


Symboles mathématiques 


Logique mathématique 

V,F vrai, faux 

=,A, V non, et, ou 

=; < implique, si... alors ; ssi 

Yx quel que soit x, pour tout x 

Vx EE quel que soit x élément de £ 

Jx ilexiste x 

=,# égal à, identique à ; différent de, non égal à 


ind. 

inf. 

inj. 

inv. 
1.c.e. 
lci; 
lin. 

lin. dép. 


lin. indép. 


max. 
min. 
mod. 
mult. 

nb. 

orth. 

p: A 
part. gén. 


rég(ul). 
rel. 

rem. 

rep. 

resp. 
r.o.n. 
r.o.n.d. 
s.e.a. 
S.C.v. 
simpl. 
s.l.s.h. 
sol. 

sq. 

sqq. 
sous-ens. 
SOUS-CSp. 
ss 
strict. 
sup. 
supp. 
sur). 
tab. 

th. 

top. 

tot. ord, 
val. 

val, abs. 
vec. 
vect. 


indépendant(e) 

(borne) inférieur(e) 
injectif(ve) 

inverse 

loi de composition externe 
loi de composition interne 
linéaire 

linéairement dépendant(s) 
linéairement indépendant(s) 
maximum 

minimum 

modulo 

multiplicatif(ve) (cation) 
nombre 

orthogonal(e) 

page 

partie génératrice 
problème 

perpendiculaire 
polynomial(e) 

pages 

propriété, proposition, théorème 
réciproquement 
régulier(ère) 

relation 

remarque 

repère, représentant 
respectivement 

repère orthonormé(al) 
repère orthonormé(al) direct 
sous-espace affine 
sous-espace vectoriel 
simplexe 

semi-linéaire à symétrie hermitienne 
solution 

et suivante 

et suivantes 
sous-ensemble 
sous-espace 

si, et seulement si, 
strictement 

(borne) supérieur(e) 
support 

surjectif(ve) 

tableau 

théorème 

topologie(ique) 
totalement ordonné 

valeur 

valeur absolue 

espace vectoriel engendré par 
vectoriel 


:=,:< égal (resp. équivalent) par déf. à 


E 


sembles 


Ens (X) X est un ensemble 

SÆ appartient à, (resp.) n'appartient pas à 
&, C inclus dans (= compris, resp. non =) 
2, D contenant (= compris, resp. non =) 


Ø ens. vide 

P (E):= ens. des parties de £ 

{x| P (x)} ens. des x ayant la propriété P 
A\B {x|xEAnaxĖB} 

C;A E\ApourACE 

A complémentaire de A 

ANB,AUB A intersection, resp. union B 


NA, U A, intersection, resp. union de tous les A; 
ier iEl 


NU Lei. dun treillis 


Relations et structures 

(xp X) couple, paire ordonnée 

(Xn X» <- Xa) n-uplet 

E x E,x... xE, produit cartésien d’ensembles 
n 


n n 
X E; I E, produit cartésien d’ensembles 
i 


E" produit cartésien (Vi £; = £) 

xR. sko) ER E ExE, 

L relation d’orthogonalité 

[x] classe d'équivalence de x 

E/N ens. quotient 

X(SoR)z :3y(xSyayRz) 

xR-'y < y Rx, relat, réciproque 

f:E—>F application de E dans F 

x> f(x) image de x par f 

JIA] image de l'ens. A par f 

l; Id; applic. identique de £ sur Æ 

FOE Xn se Xn) pOUr S (Ci Xos + X) 

faouf|A restriction de fà Pens. A 

i:x>x injection canonique de A € E dans Æ 

f-' appl. inverse de f bijective 

J'AI f ' (P) image réciproque de lens. A, 
resp. du point P 

gof applic. composée 

~ équipotent à 

card (E) nombres d'éléments, puissance de Æ 

No € card (N), card (R) 

Fol lci,lce: 

(E, T) ens. muni d’une Lei. T 

ordG card. de G groupe fini 

a`! inverse de a pour une I.c.i. 

(E, Q, 1) ens. Æ muni d’une l.c.e. L selon Q 

<,<,2,2 inférieur ou égal à ; supérieur ou égal à 

<, <;>, > strict. inférieur à ; strict. supérieur à 

max (E), min (£) plus grand, resp. plus petit él. de £ 

sup (£), inf (E) borne sup., resp. inf. de Æ 

ord ordinal d’un ens. bien ordonné 

Vx) ens. des voisinages de x 

B (m, €) boule ouverte, centre m, rayon € 


Construction des nombres 

N,N’ ens. des entiers > 0 ; > 0 

Z anneau des entiers relatifs 

Zo Z. ens. des entiers > 0 (N) ; < 0 (ou < 0) 

Zi, Z" ens. des entiers > 0 ; <0 

Q, R,C corps des nombres rationnels, réels, complexes 
R, ou R*+; Ri ou IR* ens. des réels = 0 (ou > 0); > 0 
R'oulR'-; IR" ens. des réels < 0 ; #0 

Q; ou Q ens, des rationnels > 0 

Q'ou Q; Q ens. des rationnels < 0 ; #0 

i v-1 d'argument x/2 
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e lim(1 =a 


la, b]; [a,b] {xlasx<b};{xlas<x<b} 
la, b]; Ja, b| {xla<x<b} ; {x]a<x<b} 
oppb opposé de b, - b 

|b] valeur absolue, module 

(a) suite a, a, …, a, … 

E (x) part. ent. du réel x, entier n E}x - 1, x] 
argz argument de z 

Argz argument principal de z, E[0, 2x 
Rez,Imz partie réelle, resp. imaginaire de z 
Inz In|z|+ i Arg|z|+ 2i kx 

n! factorielle de n 


Gi por 


Algèbre 
(G, T) ens. avec lic.i. 

[G : U] nombre de classes à droite (resp. à gauche) 
| 4,4, 4, 


ermutation de a, … 
a, a; + a; | P 6 pandy 


G/N gr. quotient de G par N sous-gr. normal 
ker noyau du morphisme f 

= isomorphe à 

Aut (E, E) ou Aut (E) ens. des automorph. de £ 

pour sa structure 
R [X] anneau des polynômes à coef. dans l'anneau R 
(Z„» t,')ouZ/nZ anneau des classes 
de congruence mod n 

(a) idéal Ra dans R anneau comm. unitaire 
x Mou II M, somme directe des 

i | Q-modules M, 
dim (V/K) dim. de l’e.v. V par rapport au corps K 


Qi 
(aa) = 


a m 


matrice n lignes, m colonnes 


a a 


(| MS nm 
£ (V, V’) esp. vect. des applic. lin. de V dans V’ 
M, p ev. des matrices à n lignes, p colonnes 
(a), matrice unité (n, n) 
sign ; sgn signature ; signe 
die Ain 


det (aa) : = dét. de (ay) 


(ARC 


nn 
com (A) matrice des cofacteurs 
GL,(K) gr. mult. des matrices (n, n) de dét. # 0 
(ax) '; (aa) inverse, resp. transposée de (ay) 
S[al adjonction de œ E€ A au sous-anneau S de A 
deg P (X) degré de P (X) 
A [Xi X» < À,] anneau des polynômes à 

; n indéterminées 
À, a, tt ta 


X, a, somme de tous les 4, 
i 


n 
L a, G'az csa, 


g a, produit de tous les a, 
i 


È Aprpo Aex du #" terme 

de la somme 
(E: K) deg. de l'extension Æ du corps comm. K 
K (B)  surcorps de K engendré par K U B 


486 Symboles mathématiques et abréviations 
K (æ) cf. supra avec B = {a} 

K (ai, Ge. On) K (Ais On es An- 1) (0) 

æ fonction d'EULER 

Id, 1, applic. identique de L 

14 élément neutre de I.c.i. 

GË groupe de GALOIS des L-automorph. de Æ 

S, gr. des permutations d’un ens. de card. n 


Théorie des nombres 
alb;afb adiviseb;-a|b 
a~b a est associé à b 
b 
al, b q SA, sous-anneau du corps K 


i, 0,11... idéaux 

i= (is i» i) idéal engendré par i, à, .. 
bi=b,(a) b-b,E(a) 

A / (a) anneau quotient par l'idéal principal (a) 
ZIpZouZ/(p) anneau des classes de congruence 


ola 


mod p 
g 5 > de LE 3 
(5) symbole de LEGENDRE 
|x|- ;1xl, valeur absolue ordinaire ; p-adique 


Q, corps des nombres p-adiques 
a pe as S1 
G(zêta) fonction z +> 2, PE 
n= 
x(x) nb, des g nombres premiers tels que 1 < q <x 
F, nombre de FERMAT 


Géométrie 
(4, a, œ) drapeau : point À Eaxe a C plan orienté & 
I; L incident à ; orthogonal à 
o réflexion par rapport à la droite g 
l, applic. identité 
droite (4, B) 
> angle des demi-droites s, et sz 
M, =M, M,eM, directement congrus 
M = M, M,etM, congrus (sens large) 


l grad := i radians 


[P, P'] segment PP' 

d||d' detd' sont parallèles 

AB distance AB 

AB mesure algébrique du bipoint (4, B) 
AABC triangle ABC 

sin ; cos fonctions sinus ; cosinus 

lan ; cotan tangente ; cotangente 

sec ; cosec  1/cos ; 1/sin 

ch;sh cosinus, sinus hyperboliques 

th ; coth tangente, cotangente hyperboliques 
(A,B,C, D)  birapport des points A, B, C, D 


Géométrie analytique 

(A, B) bipoint (A, B) 

AB ||(A, B)], vecteur libre du bipoint (A, B) 
V'®V”" somme directe de s.e.v. 

b= {b,, b, b,} base vectorielle 

(O, b) ou (O ; by, ba, b) repère affine 

[a | ou a norme euclidienne du vecteur & 
& vecteur unitaire a/a 

Xa, b mesure d'angle géométrique 
<a,b>oua-b produit scalaire 

a, projection de a sur b 


axb produit vectoriel 


<axb,c>ou[a, b,c] produit mixte 


Topologie 

o 

A ou A° intérieur de lens. A 

A; ðA fermeture, frontière de A 

(E, $) E muni de la top. © 

GR", 9) IR” muni de sa top. naturelle déf. par d; 


d) = y, E ey 

d; distance euclidienne 

V(X) top. engendrée par la base de top. 8 
D (©) base de la top. engendrée par © 
$"-! sphère de R”, sous-esp. de (IR”, N”) 
U(x) filtre des voisinages de x 

V (x) base de U (x) 


Topologie algébrique 
I :=[0,1]C R 
TI, (E) groupe fondamental d'ordre n de Æ 
|K| union des simpl. du complexe simplicial K 
K® squelette de dim. r du complexe simplicial K 
Ob (©) classe des objets d’une catégorie © 
Mo (©) classe des morphismes 
Home (A, B) classe des morphismes 
de A vers B, objets de © 


Bases de l’analyse réelle 

(K; +,.,5) K corps commutatif tot. ord. 
ļa| valeur absolue 

dé (a,b) |b- a|, distance sur IR 

9i topologie sur IR pour dy; 

lim a,=a la suite (a,) converge vers a 


ne 
Jim a,=+œou-0 (a) est fortement divergente 
lima; lima, limite supérieure, inférieure de (a,) 
$,= po a, série finie a, +4, +... a, 

Xa, série de terme général a, 

z a, somme de la série È a, 

Ma, produit infini de facteur général a, 

il a, limite non nulle de IT 4, 

D, ens. de déf, de f 

lim fŒ) limite de fen a 

Ig applic. identité de IR 

ftgfef" £ opérations sur les fonctions 

f" fonction constante égale à 1 

gof composée d'applications 

Xa, (lg) fonction polynôme ou série entière 


2 a, (x) de deg. nsi a, #0 
2 a, (x) série entière 


Calcul différentiel 
I; € fonction Gamma ; fonction zêta 
f(x) fla) 


h MES 


LS" f", fO fonctions dérivées de f 


BL c ay dérivée première 
dx ‘dx 
dfa) d'y 


ds" de dérivée d'ordre n 


U, (a) :={x/|x-a]| < e} 
df,(x-a) (x-a)f'(a) 

df, f'(a)dx 

exp fonction exponentielle 

eş ini expl;exp'! 

aou exp, x e'‘l#, exp. de base a 
log, (exp,) ', log de base a 


y=Arcsinx : <x sinyetp|s + 
y=arcsinx :&x=siny 
SX :<x=cosyet0syszr 


1 Xx= COS y 
y=Arctanx :x=tanyet ll < A 
y=arctanx :<& x= tany 

y= Arccotanx :<& x= cotanyet0<y< x 
y = arccotan x: X = cotan y 

C constante d'EULER 

If] norme de la convergence uniforme 


b 2 
Ifl := VÉtr (x) {dx , norme 2? 
R”-— IR” -— fonction fonction f telle que D, € R" 
ctf [D] € R” 


SARO -M R” R” - fonction définie 
par ses composantes 


$ (x) 
fi =| : R” -— IR” - fonction définie 
f(x) ] par ses composantes 


fonction dérivée partielle 


Wy n x 
Ci première par rapport à x, 


ie ; 
—— (a) sa valeur en a 
ax, 

ð 5 ðf 
ax, opérateur f> F 
TFA 


r I fonctions dérivées partielles 
dx, OXOX secondes 
df; différentielle de fen a 
grad fou grad f gradient de fou if: 
ð 
dx, 
V=| : |V vecteur nabla 
ð 
ax, 


div fou div f divergence de f, ou f 
rot fou rot f, rot f rotationnel de f, ou f 
AW laplacien de W 


y 
dif d, CRE 

; ou matrice jacobienne 
dx dx 
D 2255) 


ax 


PRES 0 f 
jacobien, det | ~ 
Dix; :::,%) 7 
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Calcul intégral 

D = (ap …,a,) subdivision de [a, b] 
a=a<a<...<a,=b 


ç b, sx Pa res 
HE f, intégrale supérieure ; inférieure 
b e . 4 e 

p f(x) dx intégrale de f'sur [a, b] 


IFO =F (b)-F (a) 
I, fonction x> j fÐdt 
[ f(x) dx intégrale indéfinie 
[i f@)d x]. -p Changement de variable 
[ie Ap (0 d 1), po retour à f f(x) dx 
lp polynôme de TCHEBYCHEV 

(resp. de LEGENDRE) 
S (f, D,X) somme de RIEMANN 
f < f(x) dx> l'intégrale curviligne de f 
k le long de l’arc paramétré k 
$, < f(x), dx> comme ci-dessus, k fermé 


S(k,f, D, X) somme de RIEMANN d’une intégrale 
curviligne 
f , JG) dx; dx, intégrale double, D C IR? 


f <f,n'>dS intégrale de surface 

j 

m',m, mesure de JORDAN, resp. extérieure, 

intérieure 
1, mesure aréolaire de JORDAN 
4, u, u, mesure de LEBESGUE ; resp. extérieure, 
intérieure 

b 7 

(R) f, f() dx intégrale de RIEMANN 
a 


b 


(L) Ñ fx)dx intégrale de LEBESGUE 
Analyse fonctionnelle 

IIl; | 1 norme ; norme euclidienne 

f|\|e norme de la convergence uniforme 

sur C" [a, b] 

<,> produit scalaire hermitien 

C" [a,b] espace des fonctions cont. sur [a, b] 

C" [a,b] espace des fonctions déf, p. 366 

L” [a,b] espace des fonctions f telles que 

b 

f; [Sœ dx <% 

u 

[1 norme sur C” [a, b] 

IS], norme sur £” [a, b] 

L” [a,b] esp. des fonctions essentiellement bornées 
I/I] norme sur L° [a, b) 

D opérateur de différentiation 

ô F (a), F (@) diff. de Frecuer, resp. de 

LES ox GaATEAUX de F en « 


Équations différentielles 

F, Fa solutions correspondant aux conditions 
initiales À 

1, intervalle de déf. d’une sol. déf. en x 

Fp; Fan sol. de l’éq. homogène ; non homogène 

F, sol, particulière 

W (Fi... F,) déterminant wronskien 

(x) matrice fondamentale 
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M, (R) algèbre des matrices (n, n) 
à coef. réels 


Géométrie différentielle 


roski] 


représentation paramétrique 
d’une courbe de IR? 


k(t) 
k(t) = | k, (t) | resp. de R? 
k, (t) 
(1, k) ; [(I, k) arc paramétré ; géométrique 


s abs curviligne 

Œ classe des fonctions ayant une 

dérivée d’ordre r continue 

k (s), k (s) dérivées de sr k (s) 

k (s) ou t (s) vecteur unitaire de la tang. orientée 

n (s); b (s) vecteur normal principal ; binormal 

x (s) courbure, % (s) =| k (s)| 

t(s) torsion 

k (s) vecteur courbure y (s) n (s) 

V(t q) Vec(k' (i), …, K® (Ù) 
a, (u, v) 

a (u, v)= | a, (u,v) | représentation paramétrique 
a,(u,v)} d'une nappe de R* 


h' (u,v) vect. unit. de la normale orientée 
Edu? +2Fdudy 1" forme quadratique fond. 


+Gdy? 

Lduw+2Mdudv 2 forme quadratique fond. 
+N dv? 

g :=EG-F 

b':=LN-M 


Xa (S); Xy ($) courbure normale ; géodésique 
Xv X2 Courbures principales 
H; K courbure moyenne ; totale 


x' b; 2v b 

V‘, V” dual, resp. bidual de V 

X XEV”AVYy' EV: X(y')=y' (à) 
ða 

du! 

(U, œ) carte locale 

Liv Lin Lo La resp. E, F, F, G 

I} symboles de CHRISTOFFEL 


aa := 


w 


Théorie des fonctions 
€ C=C U {%}, plan complexe compactifié 
par un point 

d(Z2) distance cordale 
a(z) := 1 

V1 +lzf 
C-C-fonction DEC et f:D,—>C 
C-C-fonction D SEC et f:D, >C 
C-C-fonction D EC et f:D; >C 
i V1 d'Argument x/2 
resf résidu de f 
# fonction elliptique « pé » (p. 448 sq.) 
o fonction « sigma » (p. 446) 
z somme pour (v, u) # (0, 0) 


T:> (RY Tn .,2)= 
(P, H) figure de HARTOG 


lal) 


Analyse combinatoire 

p(n) nb. de permutations d’un ens. de n él. 

p (ny, .….,n) nombre de permutations 

avec 7, ..., Mg répétitions 

a (n, k); a (n,k) nb. d’arrangements sans, resp. avec 
répétition de n objets pris k à k 

c (n, k); c' (n,k) nb. de combinaisons sans, resp. avec 
répétition de n objets pris k à k 


Calcul de probabilités et statistiques 
P(A) probabilité de événement A 
P(B|A) probabilité conditionnelle 
F (A); f(A) fréquence absolue, resp. relative de A 
E(X), espérance mathématique, 
valeur moyenne de X 
V(X), o? variance de X 
O(X) écart-type 
X=a événement {w| X (w) = a} 
Xsa événement {w|X (w) <a} 
bap (k) P (X = K) pour une loi binomiale n, p 
B„p fonct. de répartition pour une loi binomiale n, p 
Yo W, répartition et fonction de répartition 
pour une loi de POISSON 
p, P pour une loi normale centrée, 
densité et fonction de répartition 

Puo Pao MÊMES notions pour une 

répartition normale généralisée 


Optimisation linéaire 
Z (x) = (c, x), avecx z0 et Ax <b notation 
symbolique d’un problème d'optimisation 
Axsb :Vi£ ajx sb, 
5j 
c coef. de la fonction objectif X c; x, 
J 


Ensembles fractals, géométrie fractale 

m, @-mesure extérieure de HAUSDORFF 

3. ens. de JULIA rempli associé à € 

Valeurs propres, sous-espaces propres 

+ E, ®© E, somme, somme directe des s.e.v. £; 
ier 1S1 

L (E) ou ¥ (E) algèbre des endomorph. de Pe.v. £ 

P; S ens. des valeurs propres ; spectre 

F, Sous-esp. propre associé à À 

C (À) polynôme caractéristique 

C, sous-esp. caractéristique de À, 


Formes hermitiennes, espaces préhilbertiens 
‘M transconjuguée de M 

AT s.e.v. des vecteurs orth. aux vect. de À 

C, cône isotrope de la forme hermitienne A 

(ui, v)ou u:v produit scalaire hermitien 


l adjoint de lendomorphisme 1, 
1? C-ev. des suites dans € infinies tq È |x, y,| <% 


Série de FOURIER 
€, application {+ e" de IR dans € 


coef. de FOURIER d'ordre n E Z 
a+ 
e"itf (8) dt 


1 
ca) = 2% Va 
Ec, e, série de FOURIER 


|i ||ą norme de WE B, esp. vect. normé 


c 


n 


Transformation de FOURIER 
L" (R),p = 1 C-esp. vect. des fonctions de IR 
dans € intégrables, telles que 
fa Or ar< 
N,(f) norme de f continue EL (R) 
C' C-esp. vect. des fonctions de IR dans €, 
tendant vers 0 quand |x| —> % 
fou I (f) transformée de FouriER de f 
E C-esp. vect. des fonctions / de classe C” telles que 
V (k, q) EN? dim, xk 1020 


fg produit de convolution 


Distributions 
% (&)  C-e.v. des fonctions test déf. sur l’ouvert Q 
la| £ |a,|, @EN" multi-indice 

ishan 


ala 


E ETE À 


D“ opérateur ~ 
ð 

D' (Q) e.v. des distributions sur 92 

H fonction de HEAVISIDE 

vp distribution valeur principale de CAUCHY 

ô; ô, distribution de DIRAC ; resp. en a 

usv produit de convolution des distr. u et v 

E pour un opérateur différentiel A, 

sol. élémentaire i.e. telle que A (E) = ô 


Algèbre extérieure 
S, groupe des permutations de {1, 2, ..., n} 
ø permutation de {1, 2, ..., n} ou de £” associée 
€ Signature de oE S, 
æ opérateur d’antisymétrisation 
FË e.v. des applic. de Pens. Æ dans Pe.v. F 
L, (E, F) e.v. des applic. p-lin. £” dans Pe.v. F 
L, (E) e.v. des formes p-lin. déf. sur Pe.v, £” 
f@g produit des formes p-lin. f, g 
fag produit ext. de formes multilin. alternées 
Ap (E) e.v. des formes p-lin. alternées sur £” 
X YELTAVYEE'Xp)=y © 
AE algèbre extérieure de Æ 
AE Sev.de AE engendré par les p-vecteurs 
bu e^ ce AG H= {in < ip} avec 

1S i<, <i, < n, base b = (e)isi, n 
I(H,K) :=0si HAK =Ø, sinon 

€ pe 1NG DEH» K ai> j} 
H complémentaire de M 
f homomorphisme d’algèbre de À Æ dans a F 
prolongeant fE L, (E, F) 


Symboles mathématiques et abréviations 489 


Formes différentielles 

AY (Q) e.v. des p-formes diff. de classe k 
déf. sur ouvert Q 

d (w) changement de variable % 
effectué sur une forme diff. 

d opérateur de différentiation extérieure 

J(®b) dét. jacobien de D 

@, traduction d’une forme diff. œ dans p 

supp (œw) support de la forme diff. œ 

fw intégrale d’une forme diff. w selon W 

y 


Opérateurs compacts 

B boule unité fermée d’un e.v. normé 

R. (E) sous-algèbre des opérateurs continus de Æ 
If :=sup {| f@I/xE B}, norme sur £. (£) 
X, (E)  sous-algèbre des opérateurs compacts 

g, (E)  sous-algèbre des opérateurs de rang fini 
f’ adjoint de f 


Groupes de LIE 
M (n, K) e.v. sur le corps K des matrices (7, n) 
à coef. dans K 
GL (n, K) groupe multiplicatif des matrices (n, n) 
inversibles 
SL (n, K) {f/fEGL (n, K) adet f= 1} 
O(n, K) groupe mult. des matrices orthogonales 
(n, n) à coef. dans K 
SO (n, K) groupe des matrices de O (n, K) 
de dét. égal à 1 
U (n, €) groupe unitaire d'ordre n de € 
SU (n, €) U (n, C) ASL (n, €) 
[X,Y] multiplication dans une algèbre de Lie 


Compléments de géométrie différentielle 

C” classe des fonctions (resp. des variétés) analytiques 

Tp (V) espace tangent à la variété V au point P 

®., d applic. lin. tangente (resp. cotangente) 

T(V) Y, TeV) 

r (V) esp. vect. des champs de vecteurs sur V 

[X,Y] crochet des champs de vecteurs #, Y 

D opérateur de dérivation covariante 

T$}; symboles de CHRISTOFFEL 

V, dérivée covariante d’une forme diff. 

dis, dérivées partielles par rapport 
aux variables X; Xip ++ x, 

Ru composantes du tenseur de courbure 

T(X, Y) torsion de connexion 


Équations aux dérivées partielles 
ox (A,x) symbole principal 

Au laplacien de u 

H, (Q) espace de SOBOLEV 


INDEX 


ABEL, 97, 111,425, 459 
abélien, 39, 77, 453 
abscisse (curviligne), 59, 175, 
347, 395 
absolu(e), 19, 21, 123, 129, 133 
absolument continue, 471 
absorption, 25 sqq. 
abstrait, 27 
absurde, 21 
accroissements finis, 296 sq. 
accumulation (point d’), 214, 229, 
277, 283, 285, 319, 371 
action (adjointe), 273/4 
actuel, 19 
addition, 35, 41, 53, 89 
adhérence (= fermeture), 211, 
273/3, 277 
adhérent, 210 sq. 
adique, 69, 122 
adjacent, 63, 251 
adjoint, 261, 273/3 ; 
formel, 272/3 
adjonction, 67, 81, 95, 99 
à droite, 39, 73, 75, 83, 283, 293 
affine, 139, 161, 204 ; 
par morceaux, 242/2 
affinage, 242/2 
affinement indépendants, 204 
affinité, 160 sq. ; d'EULER, 163 ; 
oblique, 161 ; orthogonale, 161 
affirmation, 21 
à gauche, 39, 73, 75, 83, 283, 293 
aigu, 149 
aire, 31, 147, 169 ; 
d’un disque, 171 ; 
d’un polygone, 161 ; 
d’un triangle, 181, 185, 187 
aléatoire, 467, 471, 476 
ALEXANDROFF, 229 
algèbre, 25, 71, 89, 258 ; 
associative unitaire (= avec 
unité), 267, 269 ; 
de Lik, 272/4, 273/4 ; 
extéricure, 266 sq. ; 
homologique, 71 ; linéaire, 71 
algébrique, 25, 37, 69, 97, 101 
algébriquement clos, 67, 101 ; 
équivalent, 71 
algébrisation, 113 
algorithme, 63, 94, 96, 111, 116, 
119, 480, 481 
alpha (œ)-mesure extérieure 
de HAUSDORFF, 257 ; 
alterné, 266 à 271 ; amorti, 380 ; 
analogue, 37 
analyse combinatoire, 463 ; 
fonctionnelle, 272/3, 365 
analytique (fonction, géo- 
métrie), 190 sqq., 445 
angle(s), 131, 148 sqq., 179, 
409 ; aigu, 149 ; alternes, 
externes, internes, 152 sq. ; 
complémentaires, 179 ; 


correspondants, 152 sq. ; 
extérieur, 152 sq. ; externes, 
152 sq. ; intérieur, 152 sq. ; 
internes, 152 sq. ; obtus, 149 ; 

supplémentaires, 152 
anneau (commutatif), 27, 41, 71, 

83 ; de BOOLE, 27 ; de 

DEDEKIND, 118 ; de parties, 357 ; 

euclidien, 117 sqq. ; factoriel, 

117 sq., 122 ; intègre, 41, 71, 
83, 116 ; nœthérien, 118 ; 
principal, 83, 118 ; produit, 
119 ; quadratique, 118 ; 

quotient, 83, 119 ; unitaire, 41, 

83 
anse, 246 sq., 442 
antédual(e), 418 
antiapparié, 135 
antiappariement, 134 sq. 
anticonforme(ité), 455 
antidéplacement, 169, 199 
antiholomorphe, 455 
antilogique, 15 
antinomie, 29, 49 ; sémantique, 29 ; 

syntaxique, 29 
antisymétrie(que), 14, 23, 31, 

266 sq., 272/4 
antisymétrisation, 266 sq. 
antisymétrisée, 267 
Ap 267 
APOLLONIUS, 158 sq. 
application, 31, 33 ; affine, 199, 

204, 242/2, 455 ; 

axonométrique oblique, 177 ; 

axonométrique orthogonale, 

177 ; axonométrique parallèle, 

177 ; coïncidante, 151 ; 

continue, 51, 209, 219 ; 

fermée, 219 ; galoisienne, 107 ; 
identique, 33 ; inverse, 33 ; 
linéaire, 89 ; linéaire tangente, 

273/1 ; linéaire cotangente, 

271, 273/1 ; ouverte, 219 ; 

projective, 164 sqq. ; simpli- 

ciale, 242/1, 242/2 ; 
topologique (= homéo- 
morphisme), 209, 218 ; 

trace, 444 sq. 
approximation(s), 93, 296, 209, 

312 sq., 320, 340 sq., 377 ; 

simpliciale, 242/1, 242/2, 

243/2 ; successives, 272/3 
arbre, 245, 252 sq., 462, 468 sq. 
Arc, 308, 311 
arc(s), 153, 212 sq., 223 ; 

de cercle, 153 ; de courbe, 393 ; 

de courbe simple, 235 ; 

de JORDAN, 235, 245, 257 ; 

équivalents, 422 sq. ; 

fermé, 213 ; géométrique, 393 ; 

paramétré, 393 ; simple, 393 ; 

sphérique, 401 
ARCHIMÈDE, 171, 173 


archimédien, 57, 59, 122, 274 sq. 

arête, 241, 251 

arguésien, 139 

Argument, 65 

argument (principal), 17, 19, 65, 
272/2 


arithmétique, 117 sq. 
arrangement (avec, sans répé- 
tition), 464 sq. 
articulation, 255 
assertion, 53 
assignation, 15, 17 
associatif, 33, 39 
associativité, 25, 35, 39 
associé, 117 
astroïde, 306 
asymétrique, 31, 43 
asymptote, 304 sq. 
asymptotique, 413 
atlas (différentiable), 421, 444 sq. 
atome, 27, 467 
auto-adjoint, 261 
auto-conjugué, 141 
automorphisme, 37, 81, 91, 105 
axe(s), 130 sq., 135, 141, 147 ; 
d’affinité, 161 ; 
de collinéation, 165 ; 
de courbure, 398 sq. ; 
de rotation, 155 ; 
de transvection, 161 ; 
principaux, 200 ; radical, 159 
axiomatique, 19, 21, 23, 27, 29, 53 
axiome, 17, 20 sq., 69 ; 
d'existence, 29 ; 
d’extension, 29 ; 
de compréhension, 29 ; 
de connexion, 137 ; 
de FANO, 144 sq. ; de l’ensemble 
des parties, 29 ; de l’ensemble 
vide, 29 ; de l'infini, 29 ; 
de parallélisme, 129 ; 
de réunion, 29 ; 
de séparation, 207, 226 sq. ; 
des segments emboîtés, 63 ; 
des singletons, 29 ; des voisi- 
nages, 214 sq. ; du choix, 29, 
359 ; du rectangle, 137 ; 
du trilatère polaire, 137 ; 
fonctionnel, 29 ; 
hyperbolique, 137 ; T, 227 


BACHMANN, 133, 143 

BAIRE, 362 sq. 

BANACH, 364, 366 sq., 369 

banach (= e.v. normé complet), 
272/3 

bande, 216 sq., 450 sq. 

barycentre, 204 ; positif, 243/1 

base, 173 ; canonique, 272/1 ; 
d’ouverts, 233 ; d’un espace 
vectoriel, 87, 89, 101, 191 ; 
d’une topologie, 216 sq., 364, 
366 ; de filtre (élémentaire), 207, 


224 sq. ; de filtre (élémentaire, 
plus fine), 225 ; 
de FRENET, 402 sq. ; 
de JORDAN, 259 ; de voisi- 
nages, 217 ; duale, 268 sq. ; 
incomplète, 87 ; (in)directe, 191 ; 
ordonnée, 268 

basiquement (homotope), 239, 
243/2 

BAYES, 469 

BELTRAMI, 183 

BERNOULLI, 278, 308 sqq., 468 

BERNSTEIN, 313 

BERTRAND, 127 

BEsicovrrcn, 257 

BESSEL, 262 

BETH, 21 

Berri, 249 

Bézour, 96, 101, 119 

BIENAYMÉ, 468 

bidual, 268, 418 

bien (ordonné), 45 

bijectif, 31, 33 

bijection, 33 ; affine, 163, 205 

bilinéaire, 145, 205, 266 

binaire, 29 

binôme(ial), 111, 473 

binormal(e), 396 sq. 

bipoint, 151, 191 

birapport, 164 sq. 

birationnel, 452 

bissectrice, 135, 147, 159 

biunivoque, 31 

BoLYAI, 161 

BOLZANO-WEIERSTRASS, 229, 277, 
319 

bon ordre, 29, 35, 45 

Bonnert, 417 

bonnet croisé, 246 sq. 

booléen, 27 

bord, 245, 249, 273/1, 272/3 

BOREL, 467 

borélien, 359 

borne, 27 ; essentielle, 366 ; 
inférieure, 27, 45, 275, 331 ; 
supérieure, 27, 44 sq., 275, 331 

borné, 213, 283, 331 

boucle, 251 

boule (ouverte, fermée), 51, 217 ; 
unité, 273/3 

BOURBAKI, 11 

bourbakiste, 37 

bouteille de KLEIN, 247 

brachistochrone, 365, 368 sq. 

branche, 307 

branchement, 424, 442 sq., 445 

BROUWER, 233, 235, 249 

BRUN, 127 

BURALI-FORTI, 28, 49 

but, 247 


calcul, 17, 19 ; des varia- 
tions, 368 sq. ; propositionnel, 
17 ; symbolique, 264 


canonique, 33, 73, 75, 77, 83, 85, 
237, 268, 418 sq. 
CANTOR, 23, 28, 60, 69, 123, 257, 
358 
caractéristique, 23, 104 sq., 124, 
258 sq., 267, 395 
CARDAN, 110 
cardinal, 27, 35, 47 ; fini, 35 ; 
infini, 35 
carré, 170, 234 ; (latin, gréco- 
romain), 462 sq. ; scalaire, 260 
CARTAN, 267 
carte, 177,271 ; (compa- 
tible), 420 sq., 444 ; 
conique, 177 ; cylindrique, 177 ; 
locale, 271, 272/1, 273/4 
cartésien, 19, 31 
catégorie, 247 sqq. 
catégorique, 69 
Caucuy, 61, 67, 69, 123, 205, 265, 
272/3, 273/2, 275 à 281, 299, 
341, 365 sqq., 391, 423 à 459 
CAUCHY-KOWALEWSKA, 272/3, 273/2 
CAUCHY-RIEMANN, 424, 425, 
430 sq., 455, 459 
CaAUCHY-SCHWARZ, 205, 365 
CAVALIERI, 345 
CAYLEY, 75, 258, 272/4 
CAYLEY-HAMILTON, 258 
CEBYSEV = TCHEBYCHEV 
central, 143 
centre, 135, 141, 151, 153, 203, 
378 sq. ; d’homothétie, 157 ; 
d’un groupe (= sous-ens. des 
él. commutables), 273/4 ; de 
collinéation, 165 ; radical, 159 
cercle(s), 153, 159, 197; 
circonscrit, 181 ; 
d’APPOLONIUS, 159 ; 
de convergence enchaînés, 437 ; 
de courbure (= oscula- 
teur), 397 sq., 402 sq. ; 
de FEUERBACH (9 points), 159 ; 
inscrit, 181 ; unité, 146 sq. 
cerf-volant, 163 
chaîne(s), 43, 79, 111, 113, 
252 sq. ; élémentaire, 253 ; 
eulérienne, 253 ; fermée, 
ouverte, 253 ; indépen- 
dantes, 254 sq. ; polygonale 
(fermée), 243/2, 244 ; 
simple, 253 
chaleur, 273/2 
champ, 105 ; de GALOIS, 105 ; 
de p-directions, 273/1 ; 
de tenseurs, 272/2, 273/1 ; 
de vecteurs, 270, 272/1 ; 
de vecteurs parallèles, 272/2 ; 
vectoriel, 323 
changement de base, 201 ; 
de repère, 199 ; 
de variable(s), 271, 336 sq., 
344,377 


Index 491 


CHASLES, 204, 395 

chemin, 223, 235, 252 sq., 393 ; 
hamiltonien, 253 

chiffre, 63 

choix, 29 

CHRISTOFFEL, 416 sq. 

CaurCH, 17 

circonférence, 115 

circulaire, 179, 308 sq., 311 

circulation (travail d’un champ), 
272/1, 326/1, 350 

classe, 25, 29, 31, 49, 73, 247, 
249 ; C! par morceaux, 262 sq. ; 
C", 395, 405, 421 ; d'angles, 
148 sq. ; d'équivalence, 31 ; 
d’homologie, 249 ; 
d’homotopie, 236 sq. ; de 
congruence, 121 ; latérale, 73 ; 
ordinale, 49 ; résiduelle, 119, 124 

classification des corps valués, 124 

classique, 19 

clôture, 123 ; algébrique, 67, 101 ; 
complète, 123 

coefficient(s), 89, 93, 95, 103 ; 
binomiaux, 300 ; d’articu- 
lation, 255 ; de corrélation 
linéaire, 477 ; de torsion, 249 ; 
dominant, 95 

cofacteur, 90 sq. 

coïncidence, 153 

coïncidant(e), 129, 153 sq. 

col, 378 sq. 

colinéaire, 139, 191 

colinéarité, 191 

collinéation, 133, 140 sq., 161, 
163 ; affine, 168 ; 
orthogonale, 133, 157 ; 
perspective, 140 sq., 164 sq., 
167 ; projective, 129, 141, 145, 
165 à 169 

colonne, 89 

comatrice, 90 sq. 

combinaison, 87, 464 sq. ; avec 
répétition, 465 ; linéaire, 87, 191 

combinatoire, 241 

commutatif, 39 

commutativité, 25, 35 

compacité, 228 sq., 231, 289 

compact(e), 213, 229, 235 ; 
273/3 ; simple (= domaine 
régulier), 355 

compactification, 67, 228 sq., 427 

comparaison, 35, 43, 47 

compas, 113, 152 

compatible, 37, 55, 57, 61 

complémentaire, 25 

complémentation, 26 

complémenté, 27 

complet, 61, 67, 123, 125,274 sq., 
366 

complet (= complémenté), 27 

complété, 61, 69 

complétion, 45, 147 
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complétude, 17 sq. 

complexe, 65, 245 ; 
simplicial, 243/1, 245, 249 

composante, 31, 191 ; 
connexe, 222 sq. ; connexe par 
arc, 213, 223 

composé(e), 33, 283, 337 

composition, 31, 39 ; 
d'applications, 33, 89, 283, 
295, 322 ; de relations, 31 

compréhension, 29 

concept, 21 ; de base, 129 

condition(s), 21 ; 
de DIRICHLET, 272/3 ; 
de NEUMANN, 272/3 ; 
initiales, 373 sqq., 381, 385, 
387 sq. 

cône, 202 sq., 414 sq. ; de révo- 
lution, 173, 197, 203 ; 
isotrope, 260 

conforme(ité), 454 sq. 

congru, 119 

congruence, 74, 82, 119, 121, 
133 

congruent, 25, 149, 151, 209 

conique, 196 sq. 

conjecture, 69 

conjugaison, 455 

conjugué(e), 65, 141, 243/2, 
260 sq., 413, 427 ; 
harmonique, 133 

connectable, 137, 253 

connectant, 253 

connecter, 251 

connecteur (logique), 14 sq., 18, 
21 


connexe(ité), 210 sqq., 212 sq., 
235, 275 ; par arcs, 212 sq., 
223, 237, 239, 241, 249 

connexion, 15, 273/1 ; 
riemanienne, 272/2 ; 
sans torsion, 272/2 

conservatif, 353 

conservation des angles, 177 ; 
des aires, 177 ; des longueurs, 
177 

consistance, 19, 21, 29 

constante, 33 ; d’orthogonalité, 147 

constructibilité, 113 

constructible, 115 

contact, 197, 399 

contingence quadratique 
moyenne, 477 

continu, 35, 51, 285 ; à droite, 
à gauche, 285 ; au point P, 209 ; 
presque partout, 329 

continuité, 272/3 ; globale, 218 ; 
locale, 51, 218 ; uniforme, 289, 
428 sq. 

continäment différentiable, 347, 
351, 366 sq., 393 

contour polygonal simple, 161 

contractile(ité), 239 


contradiction, 29 

contradictoire, 15, 19, 27 

contragrédient(e), 418 

contrainte, 478 sq., 483 

contraposée(sition), 16, 21 

contravariant, 418 sq. 

convergence, 224 sq. ; d’une base 
de filtre, 224 sq. ; d’une suite, 51, 
61,224 sq., 277 ; en moyenne 
d’ordre 2, 262 ; en moyenne 
quadratique, 262 ; normale, 262 ; 
uniforme, 288 sq. 

converger, 51 

convexe(ité), 243/1, 302 sq., 481 

convolutif, 265 

convolution, 263 ; des distribu- 
tions, 264 sq. 

coordonnées, 33, 143, 191, 204 ; 
barycentriques, 163, 204, 240 ; 
cartésiennes, 65, 191 ; 
curvilignes, 405 ; 
grassmanniennes, 268 ; 
homogènes, 143 ; locales, 271, 
421, 445 ; polaires, 65 

coplanaire, 155, 191, 195 

cordal, 426 sq., 429 

corollaire, 45, 153, 461 

corps, 41,71 ; commutatif, 41, 57 ; 
de décomposition, 103 ; 
des classes résiduelles, 123, 
125 ; des fractions, 81 ; 
des nombres p-adiques, 123 ; 
des quotients, 57, 80 sq., 122 sq. ; 
fixe, 107 ; gauche (= non 
commutatif), 41 ; 
ordonné, 274 sq. ; parfait, 103 ; 
premier, 105 ; quadratique, 
124 sq. ; topologique, 275 ; 
valué, 123 sq. 

corrélation, 140 sq., 477 ; 
projective, 141, 145 

correspondance, 31 

cosinus, 179 ; hyperbolique, 185 

cotangente, 179, 273/1, 449 ; 
hyperbolique, 185 

cote, 175 

coté(e), 176 

côté, 149 

couleur, 252 sq. 

couple, 31 

coupure, 59 ; ouverte, 59 

courbe(s), 234 sq., 393 ; 
algébrique, 305, 307 ; 
caractéristique, 273/2 ; 
coordonnées, 404 sq. ; 
de JORDAN, 234 sq., 241 à 247, 
353, 393, 426 ; de plus grande 
pente, 177 ; de Von Kocu, 257 ; 
directrice, 414 ; discrimi- 
nante, 378 sq. ; gauche, 396 ; 
intégrale, 375 ; orientée, 272/1 ; 
plane, 402 sq. ; simple, 234 

courbure, 394 sq., 401 sqq. ; 


d’une connexion, 272/2 ; 
de Gauss, 183, 414 sqq. ; 
géodésique, 410 sq. ; 
moyenne, 368, 414 sq. ; 
normale, 410 sq. ; princi- 
pale, 413 ; scalaire, 272/2 ; 
sectionnelle, 272/2 ; totale 
(= de Gauss), 183, 414 sqq. 
couronne, 439, 451 
covariant, 418 sq. 
C! par morceaux, 272/1, 393, 395 
CRAMER, 92 sq., 382, 418 
crible, 127 ; d'ERATOSTHÈNE, 126 
critère, 31, 97, 113, 476 sq. ; 
d'EULER, 121 ; 
de CAUCHY, 280 sq. ; 
de convergence, 279, 281 ; 
de D’ALEMBERT, 280 sq. ; 
de LEIBNITZ, 281 ; 
de majoration, minora- 
tion, 280 sq. ; de RABBE, 280 sq. 
critique (point), 272/3 
crochet de deux champs de 
vecteurs, 273/1 ; (de Lie), 273/4 ; 
de dualité, 269 
croissant, 47, 63, 283, 297 
cube, 170 
cycle, 78 sq., 249, 252 
cyclique, 131 
cyclique (= monogène fini), 73, 
109, 119, 249 
cycliquement ordonné, 149 
cycloïde, 368 
cyclotomique, 103 
cylindre, 173, 414 sq. ; de révolu- 
tion, 203 ; elliptique, 202 sq. ; 
hyperbolique, 202 sq. ; 
parabolique, 202 sq. ; 
rectifiant, 400 sq. 


D'ALEMBERT, 67, 281 

dans, 39 

DANTZIG, 479 

DARBOUX-RIBAUCOUR-GAUSS, 411 

décomposable, 266, 268 

décomposer, 103 

décomposition, 103, 107, 109, 117; 
en éléments simples, 304 sq., 449 

décroissant, 63, 107, 283, 297 

DEDEKIND, 59, 116, 118, 147, 275 

déduction, 21 

déduire, 17 

défini(e), 260 ; par morceaux, 283 

definiendum, 21 

definiens, 21 

définir, 21 

définition, 21, 93 

déformation (élastique), 209, 
272/2, 409 

dégénéré(e), 260 

degré, 95, 99, 149, 269 ; 
d'inertie, 125 ; 
d’un sommet, 251 ; 


de connexité (par arcs), 249 ; 
de liberté, 475 ; minimal, 97 
DEHN, 173 
DE LA VALLÉE-POUSSIN, 127 
delta (ò), 264 sq. 
demi-anneau, 55 ; -cône, 197 ; 
-droite, 131 ; -espace (négatif, 
positif), 131 ; -groupe, 39, 73 ; 
-plan (ouvert, négatif, 
positif), 130 sq., 147 ; 
-rotation, 143 
démonstration, 19, 21 
démontrable, 21 
DE MORGAN, 25 
dénombrabilité, 34 sq. 
dénombrable, 35, 69 ; à Pœ, 272/1 
dense, 59, 123, 214, 227 
densité (de probabilité), 470 sq. 
dépendance linéaire, 87, 191 
dépendant, 87 
déplacement, 145, 169, 198 sq. 
déployé, 206, 243/1 
dérivabilité (complexe), 293, 431 
dérivable, 19, 292 sq. 
dérivation, 17, 96, 293 ; 
complexe, 425 
dérivée, 293, 295, 319 ; 
à droite, 293 ; à gauche, 293 ; 
covariante, 272/2 ; d'ordre n, 
295 ; directionnelle, 320 sq. ; 
normale, 272/3 ; partielle 
(d'ordre n), 320 sq., 323 ; 
variationnelle, 367 
dériver, 17, 37, 301 
DESARGUES, 138 sq., 142 sq., 159 
DESCARTES, 306 sq. 
déterminant (extrait), 90 sq., 267 sq. 
développable (des tangentes), 400 
sq., 409, 415 
développante, 400 sq., 403 
développée, 400 sqq. 
développement, 63, 91 ; 
décimal, 62 sq. ; en série, 263, 
298 sqq., 308 
d-face, 241, 243/1 
diagonal(e), 43, 145, 201, 258 
diagonalisable, 201, 258 
diagramme (commutatif), 25, 
32 sq., 43, 54 sq., 76, 78 sqq. 
différence, 53 
différentiabilité, 291, 293 sq., 
320 sq., 431 
différentiable, 293 sqq., 319 à 323 
différentiation, 295, 307 ; 
extérieure, 267, 270 
différentielle, 293, 207, 321, 323, 
367 ; de FRÉCHET, 367 ; de 
GATEAUX, 367 ; extérieure, 270, 
271, 273/1 
dimension, 87, 99, 204, 233, 
383 ; algébrique, 233 ; d’un 
espace top., 233, 238 sq.; 
fractale, 257 


dimétrique, 176 sq. 

diophantien(ne), 117, 121 

DIRAC, 264 sq. 

direct(e), 21, 77,85, 191, 258 

direction, 195, 204 ; d’affinité, 161 ; 
de courbure principale, 413 ; 
principale, 201, 203 

DIRICHLET, 127, 262, 272/3 

discontinuité, 208 sq. 

discret, 123, 471 

discriminant, 409, 411 

disjoint, 25 

disque (ouvert), 209 

distance, 51, 193, 195, 205, 217; 
euclidienne, 194, 205 

distingué (= normal), 71, 75, 109, 
115 

distributif, 27, 41 

distribution, 263 sqq., 272/3 ; 
de DIRAC, 265 

distributivité (à droite, à gauche), 
25,35, 41 

divergence, 270, 326/1, 327/2 

dividende, 57 

diviseur, 57, 95 sqq., 117, 125 ; 
de zéro, 41 ; principal, 125 ; 
propre, 95, 117 

divisibilité, 117 sqq. 

division, 39, 41, 53, 57, 94 ; 
cuclidienne, 96 ; extérieure, 157 ; 
harmonique, 141, 167 ; 
intérieure, 157 ; rectiligne, 141 

dodécaèdre, 170 

domaine, 33, 213, 343, 427 ; 
autorisé, 478 sq., 481 ; 
de convergence, 459 ; 
de définition, 33 ; 
de REINHARDT, 460 sq. ; 
de RIEMANN, 461 ; régulier, 345 

dominant, 95 

donnée de CAUCHY, 273/2 ; 
de DiriCuLET, 272/3 

doublement périodique, 425, 
450 sq. 

drapeau, 130 sq., 147 

droit, 149, 173 

droite, 133 ; à l'infini, 165 ; 
affine, 204 ; d’affinité, 161 ; 
W EULER, 159 ; de base, 143 ; 
de collinéation, 165 ; 
de régression, 313, 477 ; 
frontale, horizontale, 175 ; 
idéale (propre), 143 ; 
numérique, 43 ; vectorielle, 204 

dual, 27, 89, 269, 418 

dualité, 27, 139, 264, 479, 482 sq. 

Durin, 412 sq. 

duplication, 115 


écart, 471, 475, 481, 483 ; -seuil 
(significatif), 475 ; type, 470 sq., 
473 

échantillon, 475 
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égal, 23 
égalité, 19, 31 ; de PARSEVAL, 262 ; 
par adjonction (décompo- 
sition), 160 sq. 
EINSTEIN, 418 
EISENSTEIN, 97 
élation, 140 sq., 165 
élément, 23, 101 ; associé, 117, 
122 ; de contact (régulier), 372, 
374, 379 ; de fonction, 437, 
445 ; idéal, 129 ; maximal, 43 ; 
maximum, 43 ; minimal, 45 ; 
minimun, 45 ; nul, 41 ; 
primitif, 101 ; 
unité, 41 
élémentaire, 109 
élimination, 92 sq. 
ellipse, 167, 197, 346, 402 
ellipsoïde, 200, 202 sq. 
elliptique, 136 sq., 273/2, 412 sq. 
451,456 
emboîté, 63, 259, 432 
enchaîné, 117, 436 sq. 
endomorphisme, 199, 201 ; 
affine, 205 
engendré, 87 
ensemble, 22 sq., 29 ; d'arrivée, 33, 
283 ; d’articulation, 255 ; 
de définition, 93, 283 ; 
de départ, 89 ; 
de JULIA rempli, 257 ; 
de MANDELBROT, 257 ; 
dense, 214 ; fondamental, 25 ; 
ordonné, 43, 45 ; ordonné 
inductif, 45 ; quotient, 31 ; 
structuré, 37 ; universel, 23 
entier, 53, 55 ; naturel, 53 ; 
négatif, 55 ; positif, 55 ; 
relatif, 55 
enveloppe, 243/1, 379 ; 
convexe, 243/1 
épreuve, 467, 469, 471 
epsilon (e)-voisinage, 217, 275 
équation(s), 25, 53, 93 ; binôme, 
111 ; canonique, 197 ; 
caractéristique, 383, 386 ; 
d'EULER, 272/3 ; d’un 
plan, 194 sq. ; d’une droite, 
194 sq. ; de la chaleur, 273/2 ; 
de MONGE-AMPÈRE, 273/2 ; 
différentielles, 372 sqq. ; diff. 
linéaires, 376 sqq. ; diophan- 
tienne, 121 ; elliptique, hyper- 
bolique, parabolique, 273/2 ; 
intégrale, 370 sq. 
équilatéral, 163 
équipollence, 151, 204 
équipollent, 151 
équipotence, 35 
équipotent, 35, 47 
équiprobable, 467 
équivalence, 23, 25, 31 ; 
d’homotopie, 236, 239 
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équivalent(e), 47, 93, 122, 239, 
360 sq., 363, 422 ; à zéro, 61 

ERATOSTHÈNE, 127 

escalier, 329 sqq., 343, 362 

espace, 37, 131 ; affine, 204 ; 
complété, 61 ; complètement 
normal (régulier), 227 ; 
connexe, 223 ; cotangent, 273/1 ; 
de BANACH, 366 ; 
de HAUSDORFF, 225, 227 ; 
de HILBERT, 230, 366 ; 
de SOBOLEV, 272/3 ; des champs 
de vecteurs, 273/1 ; L, 263, 
267, 366 ; localement 
compact, 229 ; métrique, 51, 
217, 272/2 ; métrique 
complet, 61 ; orienté, 131, 
268 ; préhilbertien, 365 ; 
(quasi) compact, 229 ; 
quotient, 37, 87, 221 ; 
séparé, 51 ; tangent (= vec- 
toriel tangent), 271 sqq., 423 ; 
T, 227 ; topologique, 51, 207, 
215 ; topologique normal, 227 ; 
topologique produit, 221 ; 
topologique quotient, 220 ; 
topologique régulier, 227 ; 
topologique somme, 221 ; 
vectoriel, 39, 41, 71, 87, 191 ; 
vectoriel dual, 89 ; vectoriel 
euclidien orienté, 268 ; 
(vectoriel) tangent, 271, 272/1, 
273/1, 272/4, 273/4, 423 

espèce, 419 

espérance mathématique, 470 sq., 
473 

EUCLDE, 96, 119, 127, 129, 163, 179 

euclidien, 31, 96, 117, 205 

EULER, 23, 73, 103, 109 à 127, 
158 sq., 163, 187, 250 à 255, 
272/3, 309 sqq., 369, 391, 
412 sq., 447 

EULER-CAUCHY, 391 

eulérien, 253 

événement(s), 466 sq. ; 
indépendants, 466, 469 

exact, 374 sq. 

excellence, 415 sqq. 

excentricité, 197 

existence, 19, 29, 93 

explicite, 21, 403, 405 

exponentiation, 35 

exponentielle, 62, 67, 123, 308 sq. ; 
de matrice, 384 ; naturelle, 309 

exposant, 63 

expression rationnelle, 99 

extension, 29, 55, 61, 71, 79, 95, 
99, 101, 107, 125 ; algébrique 
(de corps), 69, 98 sq., 101, 
123 ; finie, 99, 101 ; finie galoi- 
sienne, 106 sq., 109 ; radicielle 
simple, 111 ; simple, 100 sqq. ; 
transcendante, 101, 123 


extérieur, 211, 235, 266 sq. 

externe, 41 

extraction de racine, 67 

extrémité, 63, 151, 235, 253 

extremum (local, local strict), 
297, 299, 303, 324, 327/1, 
327/2 ; faible, fort, 369 ; sous 
contrainte (lié), 326/1, 327/1, 
326/2 


face, 241 

facteur, 96 ; intégrant, 374 sq. 

factoriel, 117 

factorielle (7 !), 75 

factorisable, 95 

faisceau (de droites, de plans), 135, 
141, 143, 155 

FANO, 144 sq. 

FERMAT, 77, 115, 120 sq., 127 

fermé, 105, 211, 214 

fermeture, 87, 125, 139, 211, 214 

FERRARI, 110 

FEUERBACH, 158 sq. 

feuillet, 443, 445, 452 sq. 

figure de dérivation, 17 ; 
de HARTOGS (eucli- 
dienne), 460 sq. 

filtrant (inféricurement, 
supérieurement), 225 

filtre, 37, 225. 

fini(e), 23, 35, 87 

flux, 272/1, 352 sq. 

foncteur, 19, 247 sqq. 

fonction(s) (à n variables), 33 ; 
(forme) affine, 205 ; 
algébrique, 306 sqq., 448, 
452 sq. ; analytique, 301, 425, 
445 ; antisymétrique, 267 ; 
aréolaire, 357 ; 
arithmétique, 117 sq., 122 ; 
circulaires, 179, 308 sq., 311 ; 
convexe, 272/3, 303 ; d’aire, 
161 ; d'homotopie, 237, 239 ; 
de BAIRE, 362 ; 
de HEAVISIDE, 265 
de probabilité, 471 ; 
de répartition, 470 sq., 473 ; 
définie par morceaux, 283 ; 
delta (ò) (de DIRAC), 264 ; 
dérivable, 293 ; différentiable, 
293 ; elliptiques, 451 ; entières 
(transcendantes), 446 sq. ; 
équivalentes, 360 sq., 363 ; 
euclidienne, 117 ; exponentielle 
logarithmique, 309 ; gamma (I), 
310 sq., 447, 449 ; 
harmonique, 431 ; 
holomorphe, 425, 431, 433 ; 
hyperboliques, 184 sq., 310 sq. ; 
implicites, 324 sq. ; indicatrice 
d'EULER, 103, 109, 115, 119 ; 
intégrable (RIEMANN, 
LEBESGUE), 330 sq., 343, 357, 


361, 363, 425 ; intégrale, 
334 sq. ; inverse (réciproque), 
288 sq., 322 ; limite, 289 ; mesu- 
rable, 361 sqq. ; monotone, 
283 ; noyau, 261, 371 ; 
objectif, 478 sq. ; 
pé (Ø ), 448 sq., 451 sq. ; 
plate, 272/1 ; polynôme(iale), 96, 
283, 302 sq., 312 sqq. ; 
propre, 272/3 ; puissance, 307 ; 
rationnelle, 283, 303 sqq:, 448 ; 
sigma (0), 446, 449 ; 
symétriques élémentaires, 
108 sq. ; taux d’accroissement, 
292 sq., 295, 318 sq. ; test, 
264 ; zéta (©), 127, 310 sq. 

fonctionnel(le), 29, 272/3, 365 

fonctoriel(le), 18 sq., 247 sqq. 

fondamental, 23, 25, 31, 37, 
408 à 411 

forme(s) affine, 205 ; alternée, 266 ; 
antisymétrique, 266 ; 
bilinéaire, 145, 266 ; bilinéaire 
alternée, 268 ; différentielle 
(de classe k), 269, 271 ; 
différentielle (exacte), 374 ; 
fondamentales d’une 
nappe, 408 sq., 411 ; 
hermitienne, 260 ; linéaire, 89, 
205 ; multilinéaire alternée, 267 ; 
normale, 479, 482 sq. ; 
p-linéaire, 266 sq. ; p-linéaire 
alternée, 268 ; p-linéaire 
antisymétrique, 268 ; polaire, 
260 ; propositionnelle, 15 ; 
quadratique, 147, 167, 417 ; 
sesquilinéaire à symétrie 
hermitienne, 260 

formel, 95, 272/3 

formule(s) (du th.) des 
accroissements finis, 296 sq. ; 
d'EULER, 250 sq., 255 ; 
de CRAMER, 93 ; de FRENET, 397, 
399, 403 ; de Gauss, 416 sq. ; 
de MAINARDI-CODAZZI, 416 sq. ; 
de réciprocité de FOURIER, 263 ; 
de WEINGARTEN, 416 sq. ; des 
sauts, 265 ; intégrale 
de CAUCHY, 433 

FOURIER, 262 sqq., 450 sq. 

FOURIER-PLANCHEREL, 263 

foyer, 196, 378 sq. 

fractal(e), 256 sq. 

fraction, 81 ; rationnelle, 122, 283 

FRÉCHET, 367 

FREDHOLM, 272/3, 371 

FRENET, 396 sqq., 402 sq., 411, 417 

fréquence (absolue, relative), 471, 
476 sq. 

FROBENIUS, 69, 273/1 

frontière, 211, 214, 233, 239, 241, 
243/1 

fuseau, 186 sq., 251 


GALOIS, 37, 71, 81, 103 à 115 

galoisien, 107 

GALTON, 472 sq. 

gamma (fonction I), 310 sq., 449 

GATEAUX, 367, 369 

gauche, 396 

Gauss, 65, 67, 120 sq., 127, 
182 sq., 282, 310 à 313, 405, 
414 sqq., 427, 468, 473 

générateur, 73, 87 

génératrice, 403, 414 sq: 

géodésique, 368 sq., 411 ; 
d’une connexion, 272/2 

géométrie absolue (au sens 
large), 129, 132 sqq. , 
analytique, 129, 190 sqq. ; 
descriptive, 129, 174 sq. ; 
elliptique, 186 sqq. ; 
fractale, 257 ; 
hyperbolique, 182 sqq. ; 
intrinsèque, 409, 411, 415, 
421, 423 ; métrique euclidienne, 
137 ; métrique non euclidienne, 
137 ; projective, 129, 140 ; 
riemannienne, 423 

germe, 437 

GERONO, 306 

GINZBURG-LANDAU, 272/2 

glissement-retournement, 169 

GÖDEL, 17 

GoLDBACH, 14, 127 

grade, 149 

gradient, 270, 320 sq., 326/1, 
327/2, 353 

GRAEFFE, 111, 316 sq. 

graphe, 25, 31 sqq., 244, 250 sq., 
283, 404, 406, 462 ; complet, 
250 sq. ; connexe, 253 ; d’une 
application, 33, 318 ; d’une 
relation, 31 ; de TURAN, 254 sq. ; 
dirigé, 251 ; eulérien, 253 ; 
(in)fini, 251 ; multiconnexe, 
254 sq. ; 
n-connexe, 254 sq. ; partiel, 251 ; 
planaire, 250 sq., 255 ; régulier, 
252 ; topologique, 251 

graphique, 33, 340 sq. 

GRASSMANN, 193 

grassmannien(ne), 268 


N-RIEMANN, 272/1, 355 


 GREGORY, 315 


GOLDBACH, 14, 127 

groupe, 39, 41 ; affine, 161, 163, 
168, 199, 205 ; affine réel, 129, 
168 ; cyclique (= monogène 
fini), 73 ; d'homologie, 237 ; 
d’homologie singulière (relatif), 
249 ; d’homotopie, 236 sq., 
239, 241, 243/2 ; d’homotopie 
n-dimensionnel, 238 sq., 241, 
249 ; 
de Berri, 249 ; de GALOIS, 107, 


109, 111 ; de Lie, 272/4, 273/4 ; 
de Lie linéaire, 272/4, 273/4 ; 
de LORENTZ, 273/4 ; des colli- 
néations orthogonales, 169 ; 
des déplacements, 169 ; 

des homothéties-translations, 
157 ; des isométries, 129 ; des 
périodes, 451 ; des rotations 

(= spécial orthogonal), 168, 206, 
272/4 ; des similitudes, 129, 
157 ; des translations, 169 ; 
fondamental, 237 sqq., 243/2, 
244 sq., 249, 273/4 ; 

libre de type fini, 243/2, 244 sq. ; 
linéaire (général), 91, 272/4 ; 
linéaire réel positif, 273/1 ; 
linéaire (réel) spécial, 272/4 ; 
monogène, 73 ; orthogonal, 168, 
206, 272/4 ; polygonal, 243/2, 
244 ; projectif, 129, 167 ; 
quotient, 75, 79, 245 ; résoluble, 
79 ; spécial orthogonal (ou des 
rotations), 168, 206, 272/4 ; 
symétrique, 75, 79, 109 ; 
topologique, 60 ; unitaire, 261, 
272/4 


HADAMARD, 127 

HAMILTON, 258 

hamiltonien, 253 

harmonique(ment), 157, 167, 
327/2, 431 

HARTOGS, 460 sq. 

HASSE, 27, 43, 53, 55 

HAUSDORFF, 51, 147, 207, 225 sqq. 
257, 275, 277, 421 

HAUSSDOREE-BESICOVITCH, 257 

hauteur, 135, 173 

HEAVISIDE, 264 sq., 282 

hélice, 400 sq, ; circulaire, 392, 394 

HENSEL, 69, 123 

HermMITE (voir hermitien) 

hermitien(ne), 260, 273/3, 371 


NBERG, 135, 139 

hessien(ne), 327/1 

HILBERT, 129, 131, 146, 230 sq., 
233, 235, 364, 366 

hilbert (= espace préhilbertien 
complet), 272/3 

hilbertien(ne), 147, 260, 273/3 

histogramme, 471, 473 

HJEMSLEV, 135, 143 

holomorphe, 127, 425, 431 sqq., 
443, 445, 455, 459 

holomorphie, 424 sq., 430 sq., 
443, 459 

homéomorphe, 67, 207, 219, 235, 
237, 239, 241 

homéomorphisme, 51,207 sqq., 
219, 235 sqq. 

homéotope, 236, 239, 241 


Index 495 


homogène, 41, 93, 143, 272/3, 
370, 381, 383, 385 

homographie, 141 

homographique, 455 sqq. 

homologie, 140 sq., 165, 237, 249 ; 
harmonique, 140 sq., 145, 167 ; 
simpliciale, 249 ; singulière, 249 

homologue, 249 

homomorphe, 73 

homomorphie, 77, 83, 85, 89, 
242/2 

homomorphisme, 37, 71, 73, 75, 
81,85 

homothétie, 156 sq., 199, 205 ; 
interne, 257 ; -réflexion, 156 sq. ; 
-rotation, 156 sq. ; translation, 
157, 199 

homothétique, 157 

homotope, 237, 239, 242/2, 437 ; 
au sens combinatoire, 243/2, 244 

homotopie, 236 sq., 238 sq., 241, 
242/2 ; de chemin, 236 sq. 

homotopiquement équivalent, 239 

HOOKE, 372 

HORNER, 316 sq. 

hyperbole (équilatère), 167, 185, 
197 

hyperbolique, 132, 137, 185, 
2731/2, 310 sq., 412 sq., 456 

hyperboloïde (à une ou 
deux nappes), 200, 202 sq. 

hyperboule, 460 

hyperplan, 204, 260, 273/3, 323 ; 
affine, 204 ; tangent, 323 ; 
vectoriel, 204 

hypersphère, 173 

hypographe, 330 sq. 

hypoténuse, 163 

hypothèse, 21, 35 ; du continu, 35 


icosaèdre, 170 

idéal, 71, 83, 118, 143 ; 
fractionnaire, 125 ; maximal, 83, 
118 ; premier, 83, 118 sq., 123; 
primaire, 118 ; principal, 83 

idempotence, 25 

identification, 244 sq. 

identifier, 247 

identique, 15, 17, 33 

identité, 19, 89, 283 

image, 33 ; réciproque, 33 

immersion, 232 sq., 272/1 

implication, 15, 53 

implicite(ment), 21, 307, 403, 407 

impropre, 139, 145 

incidence, 131, 139, 155, 251 

incident, 133 

inclusion, 31 

incomplet, 87 

incomplétude, 18 sq. 

inconnu(e), 53, 93 

indécidabilité, 17 sq. 

indécidable, 35 


496 Index 


indépendance (linéaire), 21, 87, 
191 

indépendant, 87, 109, 191, 243/1 

indéterminée, 95, 101 

indexé, 225 

indicatrice d'EULER, 103, 109, 115, 
119 ; de Dur, 412 sq. 

indice, 25, 31, 73, 91 

indirect, 21 

individu, 17 

inductif, 45 

induction, 21, 45 ; complète, 21, 
53 ; transfinie, 21, 45, 49 

induit, 43, 219 

inégalité de BESSEL, 262 ; 
de (CAUCHY-)SCHWARZ, 205, 
260 ; de MINKOWSKI, 260 

inéquation, 25, 479, 481, 483 

inférieur (ou égal à), 27, 43 

infini, 19, 23, 29, 35, 285 

inflexion, 302 sq. 

initial, 23 

injectif, 31, 33, 235 

injection, 33 ; canonique, 33, 73 

injectivité, 77 

inscrit, 153 

intégrabilité, 291 

intégrale, 273/1, 375 ; abélienne, 
452 sq. ; curviligne, 272/1, 350 
sqq., 354, 424 sq., 432 sq. ; 
curviligne complexe, 433 ; 
d’une forme diff., 271 ; de 
LEBESGUE, 263, 329, 361 sq. ; 
de RIEMANN, 331, 342 sq. ; de 
surface, 272/1, 348, 352 sq. ; 
définie, 335 ; double, 345, 
354 ; généralisée, 341 ; 
indéfinie, 335 ; inférieure, 
supérieure, 363 ; majorante, 
minorante, 331 ; multiple, 267, 
271 

intégrande, 329, 331, 337, 349 

intégrant, 374 sq. 

intégration(s) des séries, 337 ; par 
parties, 337 ; successives, 329, 
347 ; terme à terme, 336 sq. 

intègre, 41, 71 

intérieur, 211, 214, 235, 273/1 

intermédiaire, 95, 99 

interne, 27, 39 

interpolation (linéaire), 314 sqq. 

intersection, 25 

intervalle borné, 275 ; ouvert, 50, 
275 

intrinsèque, 213, 323, 327/2, 395, 
409, 411, 452 

intuitionnisme, 19 

invariant, 107, 151, 207, 209, 
219, 237, 327/2, 397 ; 
topologique, 237, 239 

invariance, 270 ; topologique, 237 

inverse, 33, 39, 43, 57, 73, 91, 
289 ; à droite, 39 ; à gauche, 39 


inversibilité (locale), 263, 289, 
325, 367 

inversible, 117, 119, 263 

inversion, 267 

involutif, 133, 135, 141, 259 

irrationnel, 59 

irrationnalité, 21, 58 

irréductibilité, 97 

irréductible, 95 sqq., 103, 
116 sq., 307 

isocèle, 163 

isocline, 374 

isolé, 211, 214 

isométrie, 131, 133, 151, 154 sq., 
169, 261 ; affine, 154 sq., 199, 
206 ; (in)directe, 151 

isométrique, 177 

isomorphe, 27, 37, 71 

isomorphie, 77, 85, 89, 251 

isomorphisme, 37, 47, 71, 81, 85, 
418 

isopérimètre, 368 sq. 

isotone (= croissante), 47 

isotrope, 145, 260 

itératif, 111, 316 sq. 

itération, 116, 371, 388 sq. 


Jaconi, 273/4 

jacobien, 271, 325, 405 

jacobienne (matrice), 320, 322 sq., 
326/2 

JORDAN, 173, 234 sq., 241 à 259, 
329, 341 à 347, 355 sqq., 393, 
395, 425 sqq., 433 à 441, 455 

JULIA, 256 sq. 

jumeaux, 127 


KEPLER, 340, 391 

KLEIN, 39, 129, 133, 145, 182 sq., 
185, 246 sq., 273/1 

KENIGSBERG, 250 sq., 253 

KOLMOGOROFF, 467 sq. 

KONDRAKOF, 272/3 

KRONECKER, 101, 206, 269, 419 

KURATOWSKI, 255 


lacet, 235, 237, 241, 243/2 
LAGRANGE, 73, 193, 299, 314 sq., 
326/1, 326/2, 369, 397 
LAPLACE, 268, 383 
laplacien, 273/2, 327/2 
LAURENT, 425, 438 sq., 441, 
444 sq., 448 sq., 461 
LEBESGUE, 263, 329, 356 sqq., 
371,425 ; -intégrable, 363, 425 
LEGENDRE, 121, 127, 312 sq. 
LEIBNITZ, 281, 293, 295, 207, 308 
lemme, 29, 45 ; de Gauss, 120 sq. 
lemniscate, 306 
lexicographique, 463 
L'HOSPITAL, 304 sq. 
L'HUILIER, 189 
libre, 17, 87, 131, 147, 243/2, 
244 sq., 261 


licite, 55, 57 
Lie, 272/4, 273/4 
lié, 17, 87 
ligne, 89, 327/2, 405 ; 
asymptotique, 415 ; 
de champ, 327/2 ; 
de courbure, 415 ; de fuite, 165 ; 
de niveau, 176 sq. ; de plus 
grande pente (= courbe de plus 
grande pente), 177 ; 
de rappel, 175 ; de terre, 175 ; 
géodésique, 183, 187 ; 
neutre, 165 ; singulière, 183 
limite, 51, 277, 283 ; à droite, 
à gauche, 283 ; inférieure, 
supérieure, 279 
LINDEMANN, 171 
linéaire, 87 sqq. 
linéairement (in)dépendant, 87, 
101, 191, 381 
LIOUVILLE, 447, 451, 457 
LipscHITZ, 389 
LOBATCHEWSKI, 185 
localement connexe, 222 sq. ; 
connexe par arcs, 223 ; 
continu, 219 ; compact, 229, 
275, 366 ; fini, 231 ; 
inversible, 325 ; 
lipschitzien, 389 ; 
métrisable, 231 
logarithme (naturel, complexe), 62, 
67, 308 sq., 442, 452 
logique, 15, 18 sq. ; 
des ordres, 18 sq. 
loi, 16, 25, 33, 39, 41, 79 ; 
de composition, 33 ; 
de composition (externe, 
interne), 39, 41 ; 
de monotonie, 53 ; de récipro- 
cité quadratique, 120 sq. ; 
des grands nombres, 471 
longueur, 147 ; de courbe 
(d'arc), 346 sq. ; d’un segment 
hyperbolique, 183 ; 
en géométrie elliptique, 187 
LORENTZ, 273/4 
loxodromie, 188 sq. 
loxodromique, 456 
LOWENHEIM-SKOLEM, 17 
L, 263, 267, 366 


MACuIN, 308 
magma, 39 
maillage de Morsius, 167 
maille(age), 348 sq., 352, 446 
MAINARD-CODAZZI, 416 sq. 
majorant, 44 sq., 331, 343 
majoré, 45, 59, 283 
MALGRANGE-EHRENPREIS, 265 
MANDELBROT, 256 sq. 
matrice(s), 88 sq., 145 ; 
antihermitienne (opposée 
de sa transconjuguée), 272/4 ; 


antisymétrique (opposée 
de sa transposée), 272/4 ; 
carrée, 89 ; conjuguée, 260 ; 
de JORDAN, 259 ; diagonale, 201, 
258 ; fondamentale, 385 sqq. ; 
hermitienne 260 sq., 272/4 ; 
hessienne, 327/1 ; identité, 89 ; 
jacobienne, 320, 322 sq., 326/2 ; 
nulle, 89 ; orthogonale, 168, 
199, 201 ; régulière (ou inver- 
sible), 91 ; scalaire, 259 ; 
semblables (= associées à un 
même end.), 201 ; symé- 
trique, 201 ; transconjuguée, 
260 ; transposée, 260 ; 
triangulaire, 259 ; unitaire, 261 ; 
unité (= identité), 89 

maximal, 42 sqq., 413 

maximiser, 369 

maximisation, 482 sq. 

maximum, 43, 228 sq., 286, 299, 
327/1, 478, 481 sqq. 

médiane, 135 

médiatrice, 135 

meilleure approximation, 313 

MEISSEL, 308 

MENGER, 233, 255 

mébplat, 412 sq. 

MERCATOR, 177 

méromorphe, 441, 445, 451 

méromorphie, 424 sq., 441, 
443 

MERSENNE, 127 

mesurable, 343, 345 ; au sens 
de JORDAN, 343, 356 sqq. ; 
au sens de LEBESGUE, 343, 
358 sqq., 362 

mesure, 329 sqq., 343, 349, 359 ; 
aréolaire, (extérieure, inté- 
rieure), 356 sq. ; d'angle, 149, 
193, 205 ; de JORDAN 
(aréolaire), 356 sq. ; 
de LEBESGUE, 343, 358 sqq., 
362 ; de probabilité, 468 

méthode(s), 17 ; axiomatique, 129, 
131 ; d'intégration, 337 ; 
d’itération (itérative), 316 sq. ; 
de MONTE-CARLO, 476 sq. ; 
des moindres carrés, 312 sq., 
477 ; du simplexe, 479 sqq. ; 

métrique, 57, 207, 217, 231 ; 
euclidienne (canonique), 217 ; 
riemannienne, 272/2 

métrisabilité, 230 sq. 

métrisable, 230 sq. 

métrisation, 230 sq. 

MEUSNIER, 410 sq. 

MILNE, 391 

mineur, 268 sq. 

minimal, 27, 45, 97, 101, 103, 258, 
369,413 

minimisation, 313, 482 sq. 

minimiser, 369 


minimum, 45, 228 sq., 286, 299, 
327/1, 478, 483 

MINKOWSKI, 260 

minorant, 45, 331, 343 

minoré, 45, 283 

MITTAG-LEFFLER, 449 

mixte, 37, 193 

mobilité libre, 131, 147 

modèle, 17, 71, 75 ; 
de KLEIN, 132 sq., 182 sq. ; 
du cercle de POINCARÉ, 182 sq. ; 
du demi-plan de POINCARÉ, 
182 sq. 

module, 41, 65, 71, 85, 427 ; 
d’homologie, 249 ; libre, 87 ; 
quotient, 85 

modulo, 65, 73, 75, 79, 119 

modus barbara, 17 ; ponens, 17, 
21 ; tollens, 17 

Mosgius, 166 sq., 245 sqq., 406 sq. 

moindres carrés, 312 sq., 477 

MONGE-AMPÈRE, 273/2, 272/3 

monodromie, 437 

monogène, 73, 249 

monoïde, 39, 73 

monotone, 117, 277, 283, 296 sq., 
332 ; par morceaux, 332 sq. 

monotonie, 52, 67, 333 

MORERA, 433 

morphisme, 37, 247, 248 sq. 

mot (équivalent), 243/2 

moyenne, 471 ; (arithmétique, 
géométrique), 276 

multicellulaire, 461 

multi-indice, 264 

multilinéaire, 266 sq. 

multilinéarité, 268 

multiple, 37, 96 

multiplicateur de LAGRANGE, 326/2 

multiplication, 35, 41, 53, 89 


naïf, 23 

nand, 15 

nappe(s), 247, 404 ; (régulière), 
404 sqq. ; régulières isomé- 
triques, 408 sq. 

naturel, 19,21, 53 

n-bord, 249 

n-cycle, 249 

n-dimensionnel, 239 

nécessaire, 21 

négatif, 55, 57 

négation, 21 

négligeable, 357 sqq., 361 

NEIL, 398 

NEPER, 189, 278 ; (EULER) 309 

NEUMANN, 272/3 

neutre, 39 ; à droite, 39 ; 
à gauche, 39 

NEWTON, 111, 314 sqq. 

NEWTON-GREGORY, 314 sq. 

NEWTON-RAWSON, 316 sq. 

nilpotent, 259 
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nœthérien, 118 

nœud, 306 sq. 

nombre(s), 35, 47, 53 ; 
aléatoire, 477 ; algébrique, 69, 
101 ; complexe, 65 ; complexe 
conjugué, 65 ; de BETTI, 249 ; 
de classes de corps, 125 ; 
de connexité, 247, 254 sq. ; 
de MERSENNE, 127 ; 
décimal, 56 sq., 62 sq. ; entiers 
négatifs, 55 ; entiers relatifs, 55 ; 
imaginaire pur, 65 ; 
irrationnel, 59 ; naturel, 19, 53 ; 
p-adique, 69 ; parfait, 127 ; 
premier, 23, 69, 126 sq. ; 
rationnel, 57 ; réel, 59 ; 
transcendant, 69 

non archimédien, 122 

non connexe, 211, 223 

non-complétude, 60 

non-dénombrabilité, 35 

non-résidu, 121 

nor, 15 

normal(e), 195, 227, 261, 272/1 

normal (= distingué), 71, 75, 109, 
115 

normale (= perpendiculaire), 155, 
407 

normale principale, 395 sq., 403 

normalement, 262 

normaliser, 125 

normalité, 231 

norme, 123, 263, 313, 368 ; 
d’algèbre, 273/3, 384 ; 
euclidienne (hermitienne), 205, 
260, 365 ; de la conv. uniforme 
365 ; 

noyau, 258 sqq., 370 sq. ; 
de la chaleur, 273/2 

nuage de points, 477 

nul, 41 

numération décimale, 56 sq. 

numérique, 341 


objet, 23, 31, 247 sq. ; fractal, 257 

obtus, 149 

octaèdre, 170 

OKA, 461 

ombilic, 413 

oméga (&)-assignation, 17 

opérateur, 19, 41, 87, 273/3, 367, 
371 ; bord, 267 ; 
compact, 273/3 ; 
d’antisymétrisation, 267 ; 
de convolution (= produit 
de convolution), 265 ; 
de dérivation, 271 ; de différen- 
tiation extérieure, 270 ; de fer- 
meture, 87 ; différentiable, 367 ; 
(diff) (aux dérivées partielles 
linéaire), 264, 272/2, 371 ; 
différentiel linéaire, 264, 371 ; 
elliptique, 272/3, 273/2 ; 
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hermitien, 273/3, 371 ; 
intégral, 370 sq. ; intégral 
hermitien, 371 ; inversible, 367 ; 
linéaire, 273/3, 367, 371 ; 
linéaire borné, 367 ; 
non linéaire, 273/2 

opération, 33, 39 ; 
de convolution (= produit 
de convolution), 265 ; 
fondamentale, 58 

opposé(s), 41, 55, 58 ; 
par le sommet, 153 

optimisation linéaire, 478 sqq. 

ordinal, 35, 45, 47, 49 ; fini, 47 ; 
infini, 49 ; limite 49 

ordonné, 27, 43, 274 

ordonnée, 175 

ordre, 17, 23, 27, 31, 39, 43, 73, 
75, 77, 96, 123, 451 ; (absolu, 
relatif) de ramification, 123, 
125 ; cyclique, 131, 148 sq. ; 
de multiplicité, 96, 258 ; 
induit, 43 ; inverse, 43 ; 
strict, 43 ; total, 43 

orientable(bilité), 247, 273/1, 
406 sq., 445 

orientation, 130, 147, 151, 155, 
327/2, 395, 407 ; canonique, 
273/1 ; d’un plan, 407 ; d’une 
surface, 247 

orienté(e), 149, 151, 191, 193, 271, 
272/1, 355 

orienter, 273/1 

origine, 151, 235, 253 

orthodromie, 188 sq. 

orthogonal, 131, 145, 155, 260, 
462 sq. 

orthogonalité, 31, 155, 260 

orthonormal (ou orthonormé), 191, 
261 

ossature, 244 sq., 252 sq. 

OSTROGRADSKY, 267, 272/1, 354 sq. 

OSTROWSKI, 122 

ouvert, 51, 211, 214 sq. 

ouvert étoilé, 270, 353 

ouvert fondamental, 57 


p-adique, 69, 122 

paire, 27 

Paprus, 139 

PAPPUS-PASCAL, 138 sq., 141 sq. 

parabole, 167, 197, 326/2 

parabolique, 203, 412 sq., 456 

paraboloïde de révolution, 200 ; 
elliptique, 202 sq. ; 
hyperbolique, 202 sq. 

paracompacité, 231 

paracompact, 231 

paradoxe, 23 

parallèle, 131, 137, 155, 195 

parallélépipède, 193, 205 

parallélisme, 129, 165 

parallélogramme, 165, 173, 204 ; 


des périodes, 450 sq. 

paramétrage admissible, 
392 sq., 403 sqq. ; normal, 
394 sq. ; local canonique, 445 

paramètre, 303 ; normal, 395, 403 

parfait, 103, 461 

partie(s), 23 ; génératrice, 87 ; 
imaginaire, 65 ; libre, 87 ; 
libre maximale, 87 ; 
linéaire, 204 ; majorée, 59 ; 
ouverte, 217 ; 
principale, 273/2 ; 
proportionnelles, 111 ; 
réelle, 65 ; séparées, 223 

PARSEVAL, 262 

partiel, 251 

partition, 25, 463 

pas de subdivision, 347, 351 

PASCAL, 139, 300 sq. 

PASH, 146 

pavé fermé, 229, 239, 343 ; 
unitaire, 238 

pavillon, 147, 155 

p-direction, 273/1 

PEANO, 49, 53, 235, 380 

pentagone, 170 

perception, 19 

périmètre du cercle, 171 

période(ique), 62 sq., 179, 235, 
425, 451 ; primitive, 451 

permis, 61 

permutation, 47, 74 sq., 266 sq., 
462 sqq. 

perpendiculaire, 133, 143, 155 

PERRON, 329 

perspective, 140 sq. ; 
cavalière, 176 sq. ; 
militaire, 176 sq. ; 
projective, 165 

perspectivement congru, 165 

petit théorème de Fermar, 77, 121 

p-forme différentielle, 269, 271, 
273/1 

p.8.c.d., 27, 96, 118 sq. 

PICARD, 388 sq., 439 

pivot, 480, 483 

plan, 131, 155 ; à l'infini, 165 ; 
achevé, 425, 427 ; affine, 139, 
204 ; affine d’incidence, 139 ; 
complexe de GAUSS, 65 sq., 
427 ; elliptique, 133, 136, 
186 sqq. ; euclidien, 137 ; 
hyperbolique, 133, 137, 
182 sqq. ; idéal, 143, 183 ; 
métrique, 133, 136 ; métrique 
(non) euclidien, 137 ; normal, 
396 sqq. ; orienté, 131, 147 ; 
osculateur, 396 sq. ; polaire, 
197 ; projectif, 139 ; projectif 
d'incidence, 139 ; projectif 
métrique ordinaire, 145 ; 
projectif métrique singulier, 145 ; 
rectifiant, 396 sqq. ; 


semi-euclidien, 137 ; tangent, 
197, 273/1, 320, 323, 406 sq. ; 
vectoriel, 204 

PLANCHEREL, 263 

planimètre, 341 

plat(e), 149, 272/1 

p-linéaire, 266 sq. , alterné(e), 269, 
271 

plongement, 79, 272/1 

plus grand élément, 42 sq. 

plus petit élément, 45 

POHLKE, 177 

POINCARÉ, 182 sq., 249, 267, 270 

point(s), 51, 131, 133, 215 ; 
à l'infini, 427 ; adhérent, 214 ; 
asymptote, 378 sq. ; -base, 237, 
239, 241 ; bordant, 245 ; 
critique, 272/3 ; d’accumu- 
lation, 214, 229, 277, 283, 285, 
319, 371 ; d’arrivée, 223 ; 
d’articulation, 254 sq. ; 
de branchement (logarith- 
mique), 443 ; de contact, 197 ; 
de départ, 223 ; de développe- 
ment, 439 ; de ramification 
(algébrique), 445, 453 ; 
de rebroussement, 306 sq. ; 
elliptique, 412 sq. ; 
essentiel, 439, 446, 451 ; 
extérieur, 210 sq., 214 ; 
fixe, 249, 367, 457, 465 ; 
frontière, 210 sq., 214 ; 
hyperbolique, 412 sq. ; 
idéal, 143 ; idéal propre, 143 ; 
indépendants, 254 sq. ; 
intérieur, 210 sq., 214 ; isolé, 
214, 306 sq. ; multiple, 393 ; 
nodal, 306 sq., 378 sq. ; 
parabolique, 412 sq, ; -selle, 324, 
327/1, 378 sq. ; simple, 393 ; 
singulier, 306 sq., 439 ; 
singulier essentiel, 439, 446, 
451 ; singulier isolé, 439 ; 
singulier isolé simple, 439 

pointé(er), 205, 239 

POISSON, 433, 472 sq. 

polaire, 133, 136 sq., 141, 
186 sq., 197, 260 

polarité, 141 ; elliptique, 141 ; 
hyperbolique, 141 ; 
projective, 133, 141 

pôle, 133, 141, 187, 197, 303, 
439 ; d'ordre k, 439 

polydisque (fermé, ouvert), 459 sq. 

polyèdre, 172 sq., 240 à 245 ; 
régulier, 171 

polygone, 161 ; régulier, 67, 115, 
171 

polynôme, 65, 67, 71, 94 sqq. ; 
caractéristique, 201, 258, 383 ; 
constant, 95 ; de TAYLOR, 299 ; 
dérivé, 96, interpolateur 
(d’interpolation), 315 ; 


irréductible, 95 sqq., 103, 307 ; 
minimal, 97, 101, 258 ; 
primitif, 97 ; réductible, 95 ; 
séparable, 103 ; unitaire, 95 ; 
unitaire général, 109 

polynomial, 107 

polytope (polyèdre), 172 sq. 

pont de KOENIGSBERG, 250 sq., 
253 

population, 475 

positif(ve), 55, 57, 260 

potentiel, 19 

p.p.c.m., 27, 118 

prédicat, 15, 17 sqq. 

p-régulier, 395 

préhilbertien, 260 

premier(s), 69, 96, 105, 116 sqq., 
121 à 127 ; entre eux, 118 

presque partout, 265, 361 

preuve, 79 

primitif, 97, 101, 109, 119 

primitive, 329 à 334, 338 sq., 352 
sqa 374 sq. 

principal, 65, 83, 201, 413, 441 

principe de la double valeur, 15 ; 
du syllogisme, 17 

prisme, 173 

probabilité (conditionnelle, 
totale), 466 à 473 

problème de CAUCHY, 265 

procédé sémantique, 17 

produit, 31, 37, 77 ; cartésien, 31, 
85 ; de convolution, 263, 265 ; 
de WEIERSTRASS, 447 ; direct, 77, 
85 ; extérieur, 266 sqq., 271 ; 
infini, 281 ; lexicographique, 49 ; 
mixte, 193, 268 ; scalaire, 192 
sq. ; scalaire canonique, 205 ; 
scalaire euclidien (= hermitien 
réel), 205, 260 ; scalaire 
hermitien, 260 sq. ; 
vectoriel, 192 sq., 268 

programmation linéaire, 479 

projecteur affine, 205 

projectif, 27, 141, 145 

projection, 33, 67 ; 
axonométrique, 176 sq. ; 
centrale, 164 sq. ; cotée, 176 sq. ; 
de profil, frontale, horizontale, 
175 ; parallèle, 160 sq. ; ortho- 
gonale, 175 ; stéréogra- 
phique, 66 sq., 177, 454 sq. ; 
sur deux plans, 175 

projectivement congru, 167 

prolongement, 33, 87, 123, 125, 
287, 343, 347, 461 ; 
analytique, 436 sqq., 461 ; 
continu, 286 sq. ; 
holomorphe, 436 sqq., 461 

prolonger, 269 

proposition, 15 

propositionnel, 17, 25 

propre, 72 sq., 87, 95, 117 sq., 143, 
261 


proprement dit, 47 
propriété, 17 ; de forme, 213 ; 
de position, 212 sq. ; 
externe, 213 ; intrinsèque, 213 ; 
universelle, 55, 79 
pseudo-convexe, 461 
pseudo-sphère, 182 sq. 
puissance, 35, 67, 159 ; 
du continu, 35, 69 
puits, 326/1 
p-vecteur (décomposable), 266, 
268 
pyramide, 172 sq. 
PYTHAGORE, 59, 163, 168, 179, 181 
pythagoricien, 147 
uote MS 
dquadrangle (complet), 144 sq. 
quadratique, 118, 121, 125, 147 
quadrilatère (complet), 144 sq., 162 
quadrique, 200 sq. 
quantificateur, 17, 21 ; 
existentiel, 17 ; universel, 17 
quantification, 17 
quasi compact, 229 
quasi compacité, 228 
quaternion, 68 sq. 
quotient, 31, 37, 53, 57, 80 sq., 283 


RAABE, 281 

rabattement, 177 

racine, 63, 67, 93, 96 sq. ; 
multiple, 96 ; primitive, 103, 109 

radian, 149, 179 

radical, 111 

radiciel, 111 

raisonnement, 21 

ramification, 123, 445, 453 

ramifié, 124 sq. 

rang, 95, 204, 260, 272/1 ; 
fini, 273/3 

rapport, 157 ; d’affinité, 161 ; 
d’homothétie, 157 

rationnel, 57, 99, 101 

RAWSON, 317 

rayon, 51, 131; 
de convergence, 289 ; 
de courbure, 397, 403 

réalisation, 247, 420 sq. 

réaliser, 421 

réciprocité, 121, 263 

réciproque, 21, 33 

recouvrement, 229 ; ouvert, 207, 
229 

le, 137, 163 

rec ble, 173, 347, 351 

rectification, 115, 171 

récurrence, 20 sq. 

récursif, 21 

réduction, 93 

réduite, 110 

réflexif, 31 

réflexion, 133, 151, 154 sq., 201 ; 
plane, 131 ; -rotation, 154 sq. ; 
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-translation, 150 sq., 154 sq. 
réflexivité, 23, 31 
règle(s), 21, 53, 79, 105, 113; 
d'intégration, 333, 337 ; 
de calcul, 52, 54, 56 ; 
de composition, 295, 323 ; 
de raisonnement, 17 ; 
de simplification, 53, 79 ; 
de transitivité, 17 ; 
des puissances, 293, 307 ; 
des signes, 55 ; du changement 
de variable, 337, 345 ; 
du parallélogramme, 204 ; 
logique, 21 
régression, 313, 477 
regula falsi, 317 
régulier, 91, 227, 395, 407, 418 
REINHARDT, 425, 460 sq. 
relatif, 35 
relation, 23, 31 ; algébrique, 307 ; 
binaire, 31 ; d'équivalence, 
30 sq. ; d'incidence, 251 ; 
d'inclusion, 31 ; d'ordre, 31 ; 
d'ordre total, 35, 43 ; inverse, 31 
relativement, 239, 241 ; 
compact, 273/3 
répartition binomiale, 472 sq. ; 
de bord, 477 ; de POISSON, 472 
sq. ; normale, 472 sqq. ; polyno- 
miale, 475 
repère, 191, +99 ; affine, 204 ; 
orthonormé, 191 ; orthonormé 
direct, indirect, 191 
répétition, 465 
représentant, 31, 65 
représentation, 23, 33, 63, 79, 247, 
403, 421, 447 ; analytique, 445 ; 
écrite, 33 ; graphique, 33 ; 
locale, 444 sq. ; normale, 65 ; 
paramétrique, 349, 355, 
403 sqq., 414 ; polyédrale, 245 
résidu, 121, 440 sq. ; 
puissance, 121 ; quadratique, 121 
résiduel, 119 
résolubilité, 78 
résoluble, 79, 111 ; 
par radicaux, 111 
résolution par radicaux, 111 
reste, 53, 96 ; de TAYLOR, 299 ; 
primitif, 119 
restreint, 33 
restriction, 33, 287 
retournement, 201 
retract, 239 
rétraction, 239 
réunion, 25 
révolution, 197, 201, 203, 412 
RIBAUCOUR, 411 
Ricci, 272/2 
RIEMANN, 67, 122, 127, 262, 281, 
290, 310 sq., 329 à 363, 424 à 
461 ; -intégrable, 262, 330 sq., 
343, 357, 363, 425 
Riesz, 273/3 
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ROLLE, 296 sq., 309 

rotation, 143, 150 sq., 154 sq., 
198, 201 

rotationnel, 270, 326/1, 327/2, 
355 

RUNGE-KUTTA, 391 

RUSSEL, 23, 28 sq. 


satisfiable, 15, 17 

saut, 331 

scalaire, 41, 192 sq., 205, 260 

SCHAUDER, 364 

ScHMirT, 206 

SCHŒNELIS, 235 

SCHWARTZ, 264 

SCHWARZ, 205, 260, 348, 365 

scindable, 258 

s-dimensionnel, 243/1 

sécante, 153 

secteur angulaire, 131 ; 
d’hyperbole, 185 ; de disque, 
170 

section (= intersection), 196 ; 
commençante, 59 ; 
commençante fermée, 47 ; 
commençante ouverte, 47, 59 ; 
normale, 411 

segment(s), 63, 171, 235, 287 ; 
emboîtés, 63, 279 

selle, 412 

sémantique, 17, 19 

semblable, 47, 65, 157, 159 

semblable 
(voir matrices semblables) 

semi-convergent(e), 281 ; -cubi- 
que, 398 ; -elliptique, 137 ; 
-euclidien, 137 ; -linéaire, 
260 ; -ouvert, 233 

séparable, 103, 107, 109 

séparation, 226 sq. 

séparé, 51, 211, 223 

série, 279 ; absolument 
convergente, 281 ; alternée, 281 ; 
binomiale, 300 sq. ; commuta- 
tivement convergente, 459 ; de 
fonctions, 289 ; de FOURIER, 
262 sq. ; 450 sq. ; de LAURENT, 
425, 438 à 449, 461 ; de TAYLOR, 
300 sq. ; divergente, 279 ; 
entière, 289, 425, 434 sq., 
458 sq. ; géométrique, 280 ; 
harmonique, 280 ; semi-conver- 
gente, 281 ; trigonomé- 
trique, 262 

sesquilinéaire, 260 

seuil de tolérance, 474 sq. 

SHEFFER, 15 

SHISHIKURA, 257 

signature, 91, 267 

signe, 55, 59 ; d'égalité, 19 

similitude, 156 sqq., 169 

simple, 96, 345, 355 

simplement connexe, 213, 239, 
273/4, 353 ; périodique, 451 


simplexe, 240 sq., 243/1 
simplicial, 243/1 sq. 
SIMSON, 340 
singleton, 29, 63, 227, 237, 239, 
241 
singularité, 439, 444, 461 
singulier(e) (voir homologie, 
point, solution) 
sinus, 179, 447 ; hyperbolique, 185 
SMIRNOW-NAGATA-BING, 231 
SOBOLEV, 272/3 
solide, 172 
solution, 67, 73, 93 ; -distribu- 
tion, 264 ; élémentaire, 264 sq. ; 
faible d’une éq. diff., 264 ; sin- 
gulière, 378 sq. 
sommable, 279 
somme, 221 ; 
de RIEMANN, 346 sq. ; 
directe, 85, 258 ; partielle, 279 
sommet, 149, 241,251, 481 
source, 247, 326/1 
sous-algèbre, 261, 273/3 
sous-anneau, 81 
sous-base d’une topologie, 217 
sous-catégorie, 249 
sous-complexe simplicial, 243/1 
sous-corps, 59, 81 ; premier, 105, 
123 
sous-ensemble, 23 ; connexe, 223 
sous-espace affine, 204 sq. ; 
caractéristique, 395 ; 
propre, 201, 258, 261, 371, 387 ; 
topologique, 219 ; vectoriel, 87 
sous-graphe, 251 
sous-groupe, 73 ; distingué 
(= normal), 75 ; propre, 73 
sous-intervalle, 331 ; -module, 85 ; 
-structure, 37, 69, 71 ; 
-suite, 277 ; -variété, 272/1, 
273/4 
soustraction, 39, 41, 53 
spectral(e), 258 
spectre, 258 
sphère, 173, 197, 239, 247, 249 ; 
de courbure (ou oscula- 
trice), 399 ; de RIEMANN, 
66 sq., 426 sqq., 454, 457 
spin, 273/4 
squelette, 243/1, 243/2, 245 
stable, 258 sq., 261 
stationnaire, 63, 259 
statistique, 475 
Sremrrz, 101 
stéréographique, 66 sq., 427 
Sı S, 329 
STOKES, 267, 272/1, 273/1, 
354 sq. 
strict, 23, 43 
strictement, 43 
structure, 25, 30 à 51 ; 
algébrique, 37, 39, 71 ; dordre, 
37, 43 ; dérivée, 37, 71 ; 


mixte, 37 ; multiple, 37 ; 
produit, 37, 71 ; quotient, 37, 71 ; 
topologique, 37, 207 

subdivision, 331, 343, 351 ; 
d’arêtes, 254 sq. 

substitution, 15, 21 

successeur, 47, 49, 53 

suffisant, 21 

suite, 33, 51, 225, 277 ; 
arithmétique, 276 ; bornée, 277 ; 
convergente, 51, 61, 277 ; 
de base, 283 ; de CANTOR, 49 ; 
de CAUCHY, 61, 366 sq., 427 ; 
de fonctions, 289 ; équivalente 
à zéro, 61 ; fondamentale, 61 ; 
(fortement) divergente, 277 ; 
généralisée, 225 ; 
géométrique, 276 ; 
majorée, 277 ; minorée, 277 ; 
nulle (parfois pour suite équi- 
valente à zéro), 61, 123 

supérieur (ou égal à), 27, 43 

supplémentaire, 153, 204, 258 ; 
orthogonal, 273/3 

support, 271 ; compact, 272/3 ; 
d’une distribution, 265 

supposition, 21 

sur, 39 

sur-annçau, 57, 81 

sur-corps, 65, 81 

sur-espace, 55 

surface, 170 sqq. ; à bord, 245 sq. ; 
à points multiples, 246 sq. ; 
close, 242/2, 245 sqq. ; 
de niveau, 327/2 ; 
de RIEMANN, 67, 427, 442 à 452, 
461 ; de RIEMANN (abstraite, 
concrète), 445 ; des valeurs 
absolues, 428 sq, ; 
développable, 415 ; fermée 
(= surface close), 242/2, 
245 sqq. ; latérale, 173; 
minimale, 368 sq. ; orientée, 
272/1 ; réglée, 414 sq. 

surjectif, 31, 33, 77 

surjection, 31, 33 ; 
canonique, 30 sq. 

syllogisme, 17 

SYLVESTER, 467 

symbole(s), 19, 121, 243/2 ; 
de CHRISTOFFEL, 416 sq. ; 
de KRONECKER, 269 ; 
de LEGENDRE, 121 ; 
principal, 273/2 

symétrie, 153, 259 ; affine, 161 ; 
centrale, 133, 137, 151 ; de 
rotation, 153 ; hermitienne, 260 ; 
oblique, 169 ; orthogonale par 
rapport à un plan, 201 ; par 
rapport à un axe, 153 ; par 
rapport à un point, 153, 201 ; 
projective, 167 

symétrique, 31, 75, 109, 153, 201 


syntaxique, 17, 19 

système(s), 21, 25, 31 ; 
de CRAMER, 92 sq. ; 
de relations, 37 ; 
de représentants, 31 ; 
de voisinages, 215 ; différentiel 
(linéaire), 385 ; fondamental, 
382 sq., 385 ; fondamental de 
voisinages, 67 ; générateur 
(partie gén.), 87, 99, 101 ; 
générateur d’un espace 
vectoriel, 87 ; générateur d’une 
topologie, 217 ; générateurs 
équivalents, 216 ; homo- 
gène, 93 ; orthogonal, 206 ; 
orthonormé(al), 206 


table, 38 sq. ; de vérité, 15 
tangent, 153, 197 
tangente, 153, 179, 197, 293, 
394 sq., 403 ; hyperbolique, 185 
tautologique, 15, 17, 27 
TAYLOR, 298 sqq., 309, 311, 315, 
317, 377, 391, 399, 435, 447 
'TCHEBYCHEV, 127, 312 sq., 315, 
468 
tenseur, 89, 418 sq. ; 
antisymétrique, 267 ; 
de courbure, 272/2 ; 
de Ricci, 272/2 ; métrique, 
272/2, 423 ; p-fois covariant, 
267 ; symétrique, 419, 423 
terme (de quantification), 17 
terminal(e), 253 
test (fonction), 264 ; du khi-deux 
OC), 474 sq. 
tétraèdre, 170, 241 
TuaLës, 152 sq., 159, 179 
théorème, 17 ; d’indécidabilité, 17 ; 
de complétude, 17 ; 
du calcul des prédicats, 17 ; 
du calcul propositionnel, 17 
théorie, 23 ; axiomatique des 
ensembles, 29 ; de GALOIS, 
107 sqq. ; des types, 29 
tiers exclu, 16 
topologie(s), 51, 147, 207 à 249 ; 
algébrique, 207, 237 sqq. ; 
des bandes, 216 sq. ; 
discrète, 215 ; engendrée 
par des parties, 217 ; 
engendrée par des systèmes 
générateurs équivalents, 216 sq. , 
ensembliste, 207 ; finale, 219, 
221 ; induite, 208 sq., 218 sq. ; 
initiale, 219, 221 ; (la) plus 
fine, (la) moins fine, 215, 219, 
221 ; métrique, 217 ; naturelle, 
147,215, 275 ; produit, 220 
sq. ; quotient, 220 sq., 245 ; 
somme, 221 ; triviale, 215 
topologique, 37, 51, 207 
topologiquement équivalent, 209, 
211,219 


tore, 243/1, 245 sq., 273/4, 412, 
452 ; de genre g, 247 

torsion, 249, 397, 401, 403 ; 
d’une connexion 272/2 

total, 31, 43, 415 

totalement ordonné, 43 

trace, 209, 272/4, 386, 444 sq. ; 
frontale, horizontale, 174 sq. 

tractrice, 183 / 

transcendance, 69 A 

transcendant, 69,97, 101 

transconjugué(e), 260 

transfini, 21, 35 

transformation affine, 163 ; 
coïncidante, 129, 153 sqq. ; 
conforme, 425, 454 sq. ; 
de FOURIER, 263 sq., 272/3 ; 
homographique, 454 sqq. ; 
projective, 141 

transitif, 31 

transitivité, 23, 108 

translation, 137, 151 à 155, 198 sq., 
205 

transport (parallèle), 272/2 

transposée, 91, 145, 260 

transposition, 91, 266 sq. 

transvection, 160 sq. 

trapèze, 162 sq., 340 

treillis, 26, 27 ; booléen, 27, 467 ; 
complet (ou complémenté), 27 ; 
d'ensemble, 27 ; distributif, 27 

triadique, 257, 358 

triangle, 135 

triangle(s) d'EULER, 187 ; 
de PAscAL, 300 ; elliptique, 189 ; 
polaire, 186 sq. ; rectangle 
asymptotique, 184 sq. ; 
(rectangle) hyperbolique, 185 ; 
semblables, 65 

triangulable, 242/1, 242/2 

triangulaire, 91 ; supérieur(e), 259 

triangulation, 161, 240, 242/1, 
243/1, 242/2 

tribu, 467 sq., 471 

trièdre 
de DARBOUX-RIBAUCOUR-GAUSS, 
ail; 
de FRENET, 396 sqq. ; 
de GAUSS, 417 

trigonalisable, 259 

trigonométrie, 179, 181 

trigonométrique, 111, 115, 178 sqq. 

trilatère, 135 ; polaire, 136 sq. 

trimétrique, 177 

trisection, 115 

TURAN, 254 sq. 

TYCHONOFF, 229 

type, 29, 47, 77, 89 

type d'ordre, 47 

type fini, 77, 87 


unicité, 77, 87, 434 sq. 
uniforme, 288 sq., 365 
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uniformément, 429 

union ordonnée, 49 

unique, 77, 81, 87, 103 

unitaire, 27, 41, 83, 95, 195, 205, 
261, 269 

unité, 117, 121 sq., 191, 267 ; 
imaginaire, 65 

univalent, 69, 131 

universalité, 57, 61 

universel(le), 23, 27, 55, 78 sq., 
268 sq. 

universellement, 17 

univoque, 31 

uplet, 31 

URYSOHN, 227, 231, 233 


valeur(s), 15, 122 ; absolue, 55, 
65, 122 sq., 125, 275, 427 ; 
absolue discrète, 123, 125 ; 
absolue exponentielle, 123 ; 
absolue (non) archimé- 
dienne, 122, 125 ; absolue 
p-adique, 122 sq., 125 ; absolue 
triviale, 122 ; autorisée, 479 ; 
d’adhérence d’une suite, 277, 
319 ; initiales, 373 sq. ; 
intermédiaires, 222 sq., 287 ; 
moyenne, 332 sq. ; principale 
de Caucny, 265 ; propre, 201, 
258, 261, 263, 272/3, 371, 
386 sq. ; régulière, 258 ; 
spectrale, 258 

valuation, 69, 122 sqq. ; dense, 
123 ; discrète, 69, 123 ; 
normalisée, 125 ; p-adique, 69, 
123 

valué, 123, 125 

variable(s), 15, 18, 95, 109 ; 
aléatoire, 471, 473 ; 
d'intégration, 335 ; 
fonctorielle, 19 ; libre, 17 ; 
principale, 483 ; 
propositionnelle, 15 ; 
secondaire (d'écart), 481, 483 ; 
séparées, 375 

variance, 470 sq., 473, 475 

variation, 369 ; bornée, 263 ; 
des constantes, 377, 381, 383, 
387 

variationnel, 272/3, 369 

variété, 271, 272/1, 273/1, 272/4, 
273/4, 420 sqq., 445, 461 ; 

à bord, 272/1, 273/1 ; 

de dimension n, 421 ; 
différentiable, 267, 271, 421 ; 
différentiable à bord, 273/1 ; 
différentiable de classe C', 
272/1 ; intégrale, 273/1 ; 
riemanienne, 272/2, 423 

vecteur(s), 87, 129, 131, 145, 
151, 190 sq. ; autorisé, 483 ; 
binormal, 397 ; nabla, 321, 
327/2 ; normal (principal), 195, 
395, 403, 406 ; 
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opposés, 191 ; orthogo- 
naux, 193 ; propre, 201, 258, 
261, 371, 386 sq. ; tangent 
(unitaire), 273/1, 395 sq., 406 ; 
unitaire, 205 

VENN, 23 

vérité, 15 

vicieux, 21 

vide, 23,211 

VIETA, 317 


vissage, 154 sq., 198, 201 

voisinage, 51, 209, 215, 283, 
285 

volume, 170 sqq. 

Von Kocn, 256 sq. 

vrai, 17,21 
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Cet atlas souhaite montrer l’évolution de la science arborescente 
qu'est aujourd’hui la mathématique. Henri Poincaré fut, dit-on, le der- 
nier mathématicien à posséder tout ce qu’elle représentait à son époque. 
De nos jours, les rameaux en sont si nombreux que nul ne peut, faute 
de temps, prétendre tous les connaître. 


Or, l'ensemble des constructions mathématiques actuelles fournit, 
outre des objets qui paraissent purement abstraits, des théories indis- 
pensables à l’activité humaine de cette fin de siècle : langage mathé- 
matique de l'ordinateur, ou tout simplement économie mathématique. 


L propose, à côté des classiques, quelques 
pages sur la géométrie fractale qui trouve sa place en physique, sur 
les algèbres de Lie, qui se tournent vers la chimie, enfin sur le cadre 
mathématique moderne dans lequel évolue la géométrie différentielle, 
source théorique de tant de phénomènes devenus courants dans la 
pratique. 


Les chapitres abordés dans ce livre sont de difficulté inégale. Si cer- 
tains se révèlent aisément accessibles, d’autres demandent un effort de 
réflexion et de patience. Mais ne peut-on pas dire que la persévérance 
permet d'observer la planète mathématique en voyant apparaître de plus 
en plus de détails, les couleurs de l'atlas en étant ici les illustrations ? 


La logique mathématique ; la difficulté de la notion d'ensemble. 

Les concepts fondamentaux : relations et structures. 

Le développement de l'algèbre : en avance sur son temps, la théorie de Galois. 

Un vieux problème : les géométries ; celles qui ne sont pas euclidiennes. 

La topologie, base de l'analyse moderne ; son penchant vers l'algèbre, la topo- 
logie algébrique. 

L'analyse réelle, qui se développe depuis plus de trois siècles ; de l'intégrale 
de Riemann à celle de Lebesgue, les équations différentielles et le problème 
fondamental des conditions aux limites. 

Surfaces et variétés ; les surfaces feuilletées de Riemann. 

La théorie des fonctions (sous-entendu d’une variable complexe). 

Une question d'avenir : le calcul des probabilités. 
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